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1 Ââåäåíèå

Â ñòàòüå [1] Â. È. Àðíîëüä ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Âîïðîñ. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ìîãóò äåëèòü âåùåñòâåííóþ ïðîåêòèâíóþ
ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ?

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà n è öåëîãî j > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç
Dj îòðåçîê (

j(n+ 1− j) +
(j − 1)(j − 2)

2
, (j + 1)(n− j)

)
(1)

Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå n > N è ÷èñëå M ∈
[n, n(n− 1)/2 + 1], íå ïðèíàäëåæàùåì íè îäíîìó èç èíòåðâàëîâ Dj, ñóùå-
ñòâóåò êîíñòðóêöèÿ èç n ïðÿìûõ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè, äåëÿùèõ åå íà M ÷àñòåé.

Â. È. Àðíîëüä äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n â ñïèñêå âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà ÷àñòåéM ïîÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûå ¾äûðû¿ (òî åñòü
ïðîìåæóòêè íåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé M), çàäàâàåìûå ýòèìè æå ôîðìóëàìè

Dj = (βj−1, αj) = (j(n+ 1− j) + (j − 1)(j − 2)/2, (j + 1)(n− j)) , j = 1, 2, . . .
(2)

Òî÷íåå, ïðè n ≥ j(j−1)
2 âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [αj , βj ] ðåàëèçóåìû ([1,

Òåîðåìà 3]), à ïðè n > 2(j2 − 1) íè îäíî èç çíà÷åíèé èíòåðâàëà [βj−1, αj ]
íå ðåàëèçóåòñÿ ([1, Òåîðåìà 5]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óñè-
ëåíèå òåîðåìû 3 ñòàòüè [1]:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðÿìûõ n è ëþáîãî 0 ≤ j ≤ [n−1
2 ] âñå çíà÷å-

íèÿ M èç îòðåçêà [(n− j)(j+1), (n− j)(j+1)+ j(j−1)
2 ] ðåàëèçóåìû (ïðè÷¼ì

äîñòàòî÷íî êîíñòðóêöèé ñ k = n− j).
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Â äàííîé ðàáîòå ìû òàêæå óòî÷íÿåì íåêîòîðûå òåîðåìû èç óêàçàííîé
ñòàòüè Â. È. Àðíîëüäà è äà¼ì îòâåò íà ñôîðìóëèðîâàííûé èì â êîíöå ñòà-
òüè âîïðîñ î òîì, ìîãóò ëè 9 ïðÿìûõ äåëèòü ïëîñêîñòü íà 23 ÷àñòè.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ îêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Êàê è â ñòàòüå [1], ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ÷èñëî ÷åðåç k.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû óòî÷íÿþò òåîðåìû 4 è 5 ñòàòüè [1] ñîîòâåòñòâåííî:

Òåîðåìà 3. M ≥ n(n−1)
k + 1.

Òåîðåìà 4. Ïðè n > j(j + 1) íè îäíî çíà÷åíèå M èç èíòåðâàëà Dj íå ðå-
àëèçóåìî.

2 9 ïðÿìûõ, 23 ÷àñòè

Óòâåðæäåíèå 1. Äåâÿòü ïðÿìûõ íå ìîãóò äåëèòü ïðîåêòèâíóþ ïëîñ-
êîñòü íà 23 ÷àñòè.

Êîììåíòàðèé 1. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû
3, íî ìû ïðîâåä¼ì åãî äîêàçàòåëüñòâî íàïðÿìóþ, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðî-
âàòü íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå èäåè, ïîëåçíûå è â îáùåì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, íàøëèñü 9 ïðÿìûõ, êîòîðûå äåëÿò ïðîåêòèâ-
íóþ ïëîñêîñòü íà 23 ÷àñòè. Ïóñòü k � íàèáîëüøåå ÷èñëî ïðÿìûõ äàííîãî
íàáîðà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Â ñëó÷àå k = 2 ïðÿìûå íàõîäÿòñÿ
â îáùåì ïîëîæåíèè, è äåëÿò ïëîñêîñòü íà 37 ÷àñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, k ≥ 3.
Ïî òåîðåìå 3 ñòàòüè [1], ÷èñëî M ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèòà ïëîñêîñòü
äîëæíî áûòü çàêëþ÷åíî â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîìåæóòêå:

k MIN MAX
3 21 36
4 24 34
5 25 31
6 24 27
7 21 22
8 16 16
9 9 9
Òàêèì îáðàçîì, 9 ïðÿìûõ ìîãóò äåëèòü ïëîñêîñòü íà 23 ÷àñòè òîëüêî

ïðè k = 3. Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé.
Ìû áóäåì ïîâòîðÿòü äîêàçàòåëüñòâî Â.È.Àðíîëüäà íèæíåé îöåíêè â òåî-

ðåìå 3 ñòàòüè [1], óòî÷íÿÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì ïó÷îê èç òð¼õ ïðÿ-
ìûõ a, b è c, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó O. Ïðÿìûå ýòîãî ïó÷êà äåëÿò
ïëîñêîñòü íà òðè ÷àñòè.

Áóäåì äîáàâëÿòü îñòàëüíûå ïðÿìûå ïî îäíîé. Êàæäàÿ èç íèõ óâåëè÷è-
âàåò ÷èñëî ÷àñòåé êàê ìèíèìóì íà òðè. Äîêàæåì, ÷òî íå áîëåå òð¼õ ïðÿìûõ
äîáàâëÿþò ðîâíî òðè ÷àñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïåðåñòàâèì ïðÿ-
ìûå, äîáàâëÿþùèå ðîâíî òðè ÷àñòè, â íà÷àëî ñïèñêà äîáàâëÿåìûõ ïðÿìûõ
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(òî åñòü áóäåì äîáàâëÿòü èõ äî âñåõ îñòàëüíûõ). Îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê
äîáàâëåíèÿ ïåðåñòàâëÿåìûõ â íà÷àëî ñïèñêà ïðÿìûõ íå èçìåíÿåì. Ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, äîáàâëÿåìûõ êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ, íå ìîæåò óâåëè-
÷èòüñÿ, à çíà÷èò, êàæäàÿ èç íèõ áóäåò äîáàâëÿòü ðîâíî òðè ÷àñòè.

Ïðîâåä¼ì ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ ïðÿìóþ l1. Îíà íå ìîæåò ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó O, è äîáàâëÿåò ðîâíî òðè ÷àñòè. Ïðîâåä¼ì ñëåäóþùóþ ïðÿ-
ìóþ l2. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a, b è c â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. ×òîáû
ïðÿìàÿ l2 äîáàâëÿëà ðîâíî òðè ÷àñòè, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l2 ñ ïðÿ-
ìîé l1 äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíîé èç ýòèõ òð¼õ òî÷åê. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìûå l1, l2 è a ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå. Äëÿ óïðîùåíèÿ êàðòèíêè ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó, ïðèíÿâ
ïðÿìóþ a çà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ. Âèäíî, ÷òî òîëüêî ïðÿìûå AC è BD äî-
áàâëÿþò ïî 3 ÷àñòè. Ïðè ýòîì ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îäíîé èç íèõ äðóãàÿ áóäåò
äîáàâëÿòü óæå 4 ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ìîæåò áûòü íå áîëåå
òð¼õ ïðÿìûõ, äîáàâëÿþùèõ ïî 3 ÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè÷åñòâî
÷àñòåé íå ìåíåå 3 + 3 · 3 + 4 · 3 = 24 > 23.

3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Áóäåì ñòðîèòü ðåàëèçóþùèå ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ ñ k = n − j. Çàìåòèì
ñíà÷àëà, ÷òî j ≤ [n−1

2 ]⇔ j ≤ k − 1.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàáîð èç k ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P è j

ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðÿìûå ýòîãî íàáîðà äåëÿò ïëîñêîñòü íà M =
k(j + 1) + j(j−1)

2 ÷àñòåé. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè âûáåðåì àôôèííóþ êàðòó,
â êîòîðîé îäíà èç ïðÿìûõ íàøåãî íàáîðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P �
áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ.

Áóäåì òåïåðü ìåíÿòü ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ, êàæäûé ðàç óìåíüøàÿ ÷èñ-
ëî ÷àñòåé ïëîñêîñòè íà 1. Íà ïåðâîì ýòàïå âûäåëèì èç j ïðÿìûõ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ äâå è ïåðåäâèíåì èõ òàê, ÷òîáû èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ T ïîïàëà
íà îäíó èç k ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
íàáîð, äëÿ êîòîðîãî M íà 1 ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî.

Äàëåå íà êàæäîì ýòàïå áóäåì áðàòü î÷åðåäíóþ ïðÿìóþ, èç òåõ, ÷òî èç-
íà÷àëüíî áûëè â îáùåì ïîëîæåíèè. Íà ïåðâîì øàãå ýòîãî ýòàïà ïðîâåä¼ì
å¼ ÷åðåç îäíó èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç T è P (íî
íå ÷åðåç òî÷êè T è P ), ïîòîì ÷åðåç åù¼ îäíó (ïîøåâåëèâ îäíó èç ¾ñâîáîä-
íûõ¿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç T ), è ò. ä. äî t-ãî øàãà, ãäå t � íîìåð
ýòàïà, òî åñòü ÷èñëî óæå ¾îáðàáîòàííûõ¿. Íà ïîñëåäíåì øàãå ïðîâåä¼ì
âûáðàííóþ ïðÿìóþ ÷åðåç T (ïðè ýòîì M íå èçìåíèòñÿ).

Â ðåçóëüòàòå ïîñëå íåñêîëüêèõ ýòàïîâ ìû ïîëó÷èì ðàñïîëîæåíèå ïðÿ-
ìûõ, â êîòîðîì k ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P è j + 1 ïðÿìàÿ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó T (ïðè ýòîì ïðÿìàÿ PT ïðîâåäåíà). Î÷åâèäíî, äëÿ òàêîé êîí-
ñòðóêöèè M = k(j + 1). Ïîñêîëüêó j ≤ k − 1, âî âñåõ ïîëó÷àþùèõñÿ êîí-
ôèãóðàöèÿõ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó,
ðàâíî k.
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Òàêèì îáðàçîì, âñå çíà÷åíèÿM èç ïðîìåæóòêà [(n−j)(j+1), (n−j)(j+
1) + j(j−1)

2 ] ðåàëèçóþòñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3 è 4

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ìû áóäåì ïîâòîðÿòü ðàññóæäåíèÿ Â. È. Àð-
íîëüäà, óòî÷íÿÿ íåêîòîðûå îöåíêè.

Çàíóìåðóåì ïðÿìûå. Êàê è â ñòàòüå [1], ñîáûòèåì áóäåì íàçûâàòü ïåðå-
ñå÷åíèå êàêîé-ëèáî ïðÿìîé ñ ïðÿìîé ñ ìåíüøèì íîìåðîì, à ðàçäåëåíèåì �
äåëåíèå êàêîé-ëèáî ïðÿìîé íà ÷àñòè ïðÿìûìè ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè.

Ïóñòü s � ÷èñëî ñîáûòèé, à r � ÷èñëî ðàçäåëåíèé. Ðàññìîòðèì êàêóþ-òî
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ T . Ïóñòü d � å¼ ñòåïåíü. Êàæäàÿ ïàðà
ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â ýòîé òî÷êå, ïîðîæäàåò îäíî ñîáûòèå, îòêóäà â

íåé ïðîèñõîäèò s(T ) = d(d−1)
2 ñîáûòèé. Êàæäàÿ èç d ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç T (êðîìå òîé èç íèõ, íîìåð êîòîðîé ìèíèìàëåí), ïîðîæäàåò îäíî
ðàçäåëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî â T ñîäåðæèòñÿ r(T ) = d− 1 ðàçäåëåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, s(T ) = r(T )d
2 ≤ r(T )k

2 . Ñêëàäûâàÿ ïî òî÷êàì, ïîëó÷èì

s ≤ (r−1)k
2 (äîáàâëåíî ôîðìàëüíîå ðàçäåëåíèå ïåðâîé ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâó-

þùåå åäèíñòâåííîé èñõîäíîé ÷àñòè ïëîñêîñòè), îòêóäà r ≥ 2s
k + 1. Çàìåòèì

òåïåðü, ÷òî r = M . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xi � ÷èñëî ðàçäåëåíèé i-é ïðÿ-
ìîé. Äîáàâëÿÿ ïðÿìûå ïî îäíîé (â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé), ìû êàæ-
äûé ðàç óâåëè÷èâàåì ÷èñëî ÷àñòåé íà xi, îòêóäà M =

∑
xi = r. Äàëåå,

s = 0 + 1 + · · ·+ (n− 1) = n(n−1)
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, M ≥ n(n−1)

k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ñòà-
òüè [1] ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 3 âìåñòî òåîðåìû 4 ñòàòüè [1].

5 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Îòìåòèì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2:

Ëåììà 1. Âñå

n+ 1 ≤M ≤ 3n2 − 2n
8

,

íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîìó èç èíòåðâàëîâ Dj, ðåàëèçóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî îòðåçêè èç òåîðåìû 2 � â òî÷íîñòè îòðåçêè ìåæäó ñîñåäíèìè èíòåðâà-
ëàìè Dj è

(jmax + 1)(n− jmax) +
jmax(jmax − 1)

2
=

=
([

n− 1
2

]
+ 1
)(

n−
[
n− 1

2

])
+

[
n−1

2

] ([
n−1

2

]
− 1
)

2
≥ 3n2 − 2n

8
.
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Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñ-

ëå ïðÿìûõ âñå çíà÷åíèÿ M > 3n2−2n
8 ðåàëèçóåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(n)

íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé íà îòðåçêå [0; n(n−1)
2 + 1], íà êîòîðîå n ïðÿìûõ

íå ìîãóò äåëèòü ïëîñêîñòü.
Î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. l(n) <
√

2n3 +O(n5/4) ïðè n→∞.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâ¼ì äåôåêòîì ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ ðàçíîñòü n(n−1)
2 +

1−M íàèáîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòåé, íà êîòîðûå ìîãóò äåëèòü ïëîñêîñòü n ïðÿ-
ìûõ, è ÷èñëà ÷àñòåé, íà êîòîðûå äåëÿò ïëîñêîñòü äàííûå n ïðÿìûõ. Îáî-
çíà÷åíèå: δ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äåôåêò êîíñòðóêöèè � ýòî ÷èñëî ÷àñòåé, êîòîðûå
¾ïîÿâëÿþòñÿ¿, åñëè ïîøåâåëèòü ïðÿìûå äàííîãî íàáîðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δmax(n) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå äåôåêòà:

δmax =
n(n− 1)

2
+ 1− n =

(n− 1)(n− 2)
2

.

Íàçîâ¼ì ïàðó (n, δ) ðåàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñïîëîæåíèå n ïðÿìûõ

ñ äåôåêòîì δ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(n) = n(n−1)
2 + 1− l(n) íàèìåíüøèé íåðåà-

ëèçóåìûé äåôåêò.
Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ïðîñòûõ òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé:

Ëåììà 3. Åñëè ïàðû (n1, δ1) è (n2, δ2) ðåàëèçóåìû, òî ïàðà (n1+n2, δ1+δ2)
òîæå ðåàëèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèè, ðåàëèçóþùèå ïàðû (n1, δ1) è (n2, δ2)
è ðàñïîëîæèì èõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ïðÿìûå ðàçíûõ íà-
áîðîâ íàõîäèëèñü â îáùåì ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Äåôåêò
ïîëó÷åííîé êîíñòðóêöèè ðàâåí δ1 + δ2.

Ëåììà 4. Ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ðåàëèçóåìûìè äåôåêòàìè íå ïðå-
âîñõîäèò n− 2.

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ, ðåàëèçóþùóþ áîëüøèé èç ñîñåäíèõ ðåàëèçó-
åìûõ äåôåêòîâ. Ïîøåâåëèâ â íåé îäíó ïðÿìóþ íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ìû
óìåíüøèì äåôåêò, íî íå áîëåå, ÷åì íà n− 2. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû.

Ëåììà 5. Åñëè d(m) ≥ n, òî

d(m+ n) ≥ δmax(n) + d(m) =
n(n− 1)

2
+ d(m). (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ1 < δmax(n) + d(m). Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2 íàèáîëü-
øèé äåôåêò, íå ïðåâîñõîäÿùèé δ1, äëÿ êîòîðîãî ïàðà (n, δ2) ðåàëèçóåìà.
Çàìåòèì, ÷òî δ1 − δ2 < d(m). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè δ1 ≥ δmax(n) ýòî ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ δ1 < δmax(n) + d(m), à ïðè δ1 < δmax(n) � èç ëåììû 4 è óñëî-
âèÿ d(m) ≥ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (m, δ1 − δ2) ðåàëèçóåìà. Ïî ëåììå 3,
ïàðà (m+ n, δ1) ðåàëèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî d(n) >
[

n−1
2

]
. Äåéñòâè-

òåëüíî, êîíñòðóêöèè äëÿ äåôåêòîâ îò 0 äî
[

n−1
2

]
ïîëó÷àþòñÿ èç n ïðÿìûõ

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ¾çàïàðàëëåëèâàíèåì¿ (â àôôèííîé êàðòå, äëÿ êîòîðîé
áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ïðÿìûõ íàáîðà) ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîëè÷åñòâà ïàð ïðÿìûõ.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü m = 2n+ 1 â íåðàâåíñòâî (3), ïîëó÷àåì d(3n+ 1) ≥
(n−1)(n−2)

2 > n2

2 + O(n). Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè d)

ïîëó÷àåì d(n) > n2

18 +O(n).
Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü â òî æå íåðàâåíñòâî m =

√
18n + O(1), n > d(m),

ïîëó÷àåì d(n+
√

18n+O(1)) ≥ n2

2 +O(n), îòêóäà d(n) ≥ n2

2 +O(n
√
n).

Ïåðåïèøåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (3) â òåðìèíàõ l(n):

(m+ n)(m+ n− 1)
2

+ 1− l(m+ n) ≥ (n− 1)(n− 2)
2

+
m(m− 1)

2
+ 1− l(m)

l(m+ n) ≤ m2 + 2mn+ n2 −m− n− n2 + 3n− 2−m2 +m

2
+ l(m)

l(m+ n) ≤ mn+ n− 1 + l(m)

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî m =
√

2n+O( 4
√
n), n < d(m):

l(m+ n) ≤ n
√

2n+O(n5/4).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå m è n â êà÷åñòâå ñóììû m + n
ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ó÷èòûâàÿ m+ n > n, ïîëó÷àåì l(n) ≤
√

2n1.5 +O(n5/4).

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 äîêàçàíà, à èç íå¼ è ëåììû 1 ñëåäóåò îñíîâíàÿ
òåîðåìà.
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