XVI Òâîð÷åñêèé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè


Óñëîâèÿ, ðåøåíèÿ, êîììåíòàðèè è êðèòåðèè ïðîâåðêè


Êàæäîå çàäàíèå îöåíèâàåòñÿ, èñõîäÿ èç 10 áàëëîâ.


I. Ðåøèòå çàäà÷è


¹1. Âû÷èñëåíèå êîðíåé. Ó÷åíèê ïðåäëîæèë íîâûé ñïîñîá äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé è ïðèâ¸ë äâà ïðèìåðà: � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Ïðèâåäèòå åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèìåð.


Îòâåò: íàïðèìåð, � EMBED Equation.2  ���.


Ïðèìåðû, ïðèâåä¸ííûå ó÷åíèêîì, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàâåíñòâà � EMBED Equation.2  ���, ãäå n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1. Îíî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê � EMBED Equation.2  ���. Ïîýòîìó ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ýòî ðàâåíñòâî ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà êðîìå 1.


Â. Ëèòöìàí, Ô. Òðèð. Ãäå îøèáêà? 


Ìàòåìàòè÷åñêèå ïàðàäîêñû. Ïåòðîãðàä, «Íàó÷íîå èçäàòåëüñòâî», 1919


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïðèâåä¸í ëþáîé âåðíûé ïðèìåð – 10 áàëëîâ


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





¹2. Ðåáóñ. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ðåáóñ Ï < Î < Ä < Ó < Ì < À > É, ãäå ðàçíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ðàçíûå öèôðû?


Îòâåò: 720. 


Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ñåìü öèôð èç äåñÿòè ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 120. Â êàæäîé ñåì¸ðêå öèôð À – íàèáîëüøàÿ, à É – ëþáàÿ èç îñòàëüíûõ øåñòè. Ïîñëå âûáîðà À è É îñòàëüíûå ïÿòü öèôð îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: îíè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò áóêâàì  Ï, Î, Ä, Ó è Ì. Òàêèì îáðàçîì, ðåáóñ èìååò 120(6 = 720 ðåøåíèé. 


À. Øàïîâàëîâ


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå â öåëîì ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè  – 8 áàëëîâ


Âåðíûé õîä ðåøåíèÿ, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà – 5 áàëëîâ


Âûáðàíî âåðíîå íàïðàâëåíèå ðàññóæäåíèé, íî ðåøåíèå äî êîíöà íå äîâåäåíî – 2 áàëëà


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





¹3. Ñóììà. Ïóñòü Ð(n) – ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ öèôð ÷èñëà n. Íàéäèòå ñóììó: Ð(1) + Ð(2) + ... + Ð(2019).


Îòâåò: 194855. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Äîîïðåäåëèì Ð(n) äëÿ íóëÿ: Ð(0) = 1. Äîáàâèì  ñëàãàåìîå Ð(0) â íà÷àëî è íàéä¸ì ñóììó ïåðâûõ äåñÿòè ñëàãàåìûõ: P(0) + P(1) + Ð(2) + … + P(9) =1 + 1 + 2 + … + 9 = 46. 


Ïåðåéä¸ì ê ñóììå ïåðâûõ 100 ñëàãàåìûõ. P(0) + P(1)+ … + P(99) = (1 + 1 + … + 9) + 1(1 + 1 + … + 9) + 2(1 + 1 + … + 9) + … + 9(1 + 1 +…+ 9) = (1 + 1 + … + 9)2 = 462 (èçíà÷àëüíî ñóììèðóåì ïî äåñÿòêàì, âûíîñÿ öèôðû äåñÿòêîâ çà ñêîáêè).


Àíàëîãè÷íî, ñóììèðóÿ ïî ñîòíÿì è âûíîñÿ çà ñêîáêè öèôðû èç ðàçðÿäà ñîòåí, ïîëó÷èì: P(0) + P(1) + … + P(999) = (Ð(0) + P(1) + …+ P(99)) + 1(Ð(0) + P(1) + …+ P(99)) + 2(Ð(0) + P(1) + …+ P(99)) +…+ 9(Ð(0) + P(1)+…+ P(99)) = 463.


Äàëåå, P(1000) + P(1001) + … + P(1999) = Ð(0) + P(1) + … + P(999) = 463.


Êðîìå òîãî, P(2000) + P(2001) +  …+ P(2019) = 2(Ð(0) + P(1) + … + P(19))=2(2(46.


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 2 463 + 2(2(46 = 92(462 + 2) = 92(2118 = 194856. Îñòàëîñü âû÷åñòü äîáàâëåííîå ñëàãàåìîå Ð(0) = 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ñóììó P(1) + Ð(2) + … + P(9) = 1 + 2 + … + 9 = 45. Çàìåòèì, ÷òî P(1001) + … + P(1999) = P(1) + …+ P(999). Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ñóììó P(1) + … + P(999). Ïðåäñòàâèì êàæäîå ÷èñëî îò 1 äî 999 â âèäå êëåòêè òðåõìåðíîé òàáëèöû 10(10(10, ãäå ïî îñÿì êîîðäèíàò îòêëàäûâàþòñÿ öèôðû â ðàçðÿäå åäèíèö, äåñÿòêîâ è ñîòåí ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû ïðîèçâåäåíèå åå íåíóëåâûõ êîîðäèíàò (â êëåòêó (0, 0, 0) çàïèøåì 0). Òîãäà ñóììà ÷èñåë â ïîëó÷åííîé òàáëèöå ðàâíà �EMBED Unknown���


Îòäåëüíî âû÷èñëèì, ÷òî Ð(1000) + Ð(2000) + Ð(2001) + ... + Ð(2019) = 1 + 2((1 + s) + (1 + s)) = 4s + 5.


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 2((s + 1)3 – 1) + 4s + 5 = 2(s + 1)3 + 4s + 3 = 194855.


Ôîëüêëîð


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïðèâåäåíî ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò â âèäå ÷èñëà – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå, âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê íåò, íî îòâåò äàí â âèäå ñóììû èëè ïðîèçâåäåíèÿ – 9 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî îáîñíîâàííîå ðåøåíèå, íî äîïóùåíà íåòî÷íîñòü ïðè âû÷èñëåíèè â òðåòüåé òûñÿ÷å – 9 áàëëîâ


Âåðíûé õîä ðåøåíèÿ, íî äîïóùåíà íåòî÷íîñòü ïðè âû÷èñëåíèè âî âòîðîé òûñÿ÷å  – 7 áàëëîâ


Âåðíî è îáîñíîâàííî âû÷èñëåíà ñóììà â ïåðâîé òûñÿ÷å, íî â ëîãèêå äàëüíåéøåãî ïîäñ÷¸òà åñòü îøèáêà – 4 áàëëà


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


Îøèáêà äîïóùåíà óæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîäñ÷¸òà – 0 áàëëîâ


Çàäà÷à íå ðåøåíà – 0 áàëëîâ





¹4. Îäèíî÷íûå òî÷êè. Ïóñòü Qn(x) – ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Íàçîâåì òî÷êó õ0 äâîéñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà õ1, ÷òî êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ ãðàôèêà ó = Qn(x) ñ àáñöèññàìè õ0 è õ1, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì òî÷êó õ0 îäèíî÷íîé. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñóùåñòâóþò îäèíî÷íûå òî÷êè, ïðè÷¸ì ïðè ÷¸òíîì n êîëè÷åñòâî îäèíî÷íûõ òî÷åê êîíå÷íî, à ïðè íå÷¸òíîì n – áåñêîíå÷íî.


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íåïðåðûâåí è äèôôåðåíöèðóåì íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Qn(x) ïîëîæèòåëåí. (Ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). ×òîáû òî÷êà õ0 áûëà äâîéñòâåííîé, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ �EMBED Unknown���. Çíà÷èò, åñëè �EMBED Unknown���, òî õ0 – îäèíî÷íàÿ. 


Ïóñòü n – ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà �EMBED Unknown��� – ìíîãî÷ëåí íå÷¸òíîé ñòåïåíè, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîãî – âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî åñòü îäèíî÷íûå òî÷êè ñóùåñòâóþò. Ïóñòü òî÷êà �EMBED Unknown��� òàêîâà, ÷òî �EMBED Unknown���. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà �EMBED Unknown��� òàêàÿ, ÷òî �EMBED Unknown���, è, çíà÷èò, �EMBED Unknown��� áóäåò äâîéñòâåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèíî÷íûìè áóäóò òîëüêî òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ �EMBED Unknown���, à èõ êîíå÷íîå ÷èñëî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû.


Ïóñòü n – íå÷¸òíîå ÷èñëî. Ïðè n > 1 �EMBED Unknown��� – ìíîãî÷ëåí ÷¸òíîé ñòåïåíè, åãî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �EMBED Unknown���. Åñëè m ( 0, òî ëþáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îäèíî÷íîé. À åñëè m < 0, òî òî÷êè �EMBED Unknown���, äëÿ êîòîðûõ �EMBED Unknown���, ÿâëÿþòñÿ îäèíî÷íûìè, à èõ êîëè÷åñòâî áåñêîíå÷íî. Ïðè n = 1 �EMBED Unknown��� = ñ > 0, ïîýòîìó âñå òî÷êè Qn(x) ÿâëÿþòñÿ îäèíî÷íûìè.


À. Èâàíèùóê


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Âåðíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå, íî íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà n = 1 – 9 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå â öåëîì ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè  – 8 áàëëîâ


Ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé íå÷¸òíîãî n – 6 áàëëîâ


Ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé ÷¸òíîãî n – 2 áàëëà


Äîêàçàíî òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå îäèíî÷íûõ òî÷åê â îáîèõ ñëó÷àÿõ – 1 áàëë


Ðàññìîòðåíû òîëüêî îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ n – 1 áàëë


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





�


¹5. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð. Íà îêðóæíîñòè çàôèêñèðîâàíû äâå òî÷êè A è B. Òî÷êà C äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè òàê, ÷òî  òðåóãîëüíèê ABC – îñòðîóãîëüíûé. Òî÷êè E è F – ïðîåêöèè ñåðåäèíû îòðåçêà AB íà ïðÿìûå AC è BC. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê EF ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.


Ðåøåíèå. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� – ñåðåäèííûé  ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó EF, Ì – ñåðåäèíà ÀÂ, êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P (ñì. ðèñ. 5 à, á). 


Ðèñ. 5à


�


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåä¸ì ÷åðåç âåðøèíó C ïðÿìóþ m ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé � EMBED Equation.2  ���, D –òî÷êà å¸ ïåðåñå÷åíèÿ ñ EF (ñì. ðèñ. 5à). Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ m ñîäåðæèò òî÷êó Ð. Ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ñèìåäèàíû, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî m ñîäåðæèò ñèìåäèàíó òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî åñòü m ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé CM îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C. 


Ïóñòü �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown���. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê CFME – âïèñàííûé, òî �EMBED Unknown���. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà �EMBED Unknown��� ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown���, òî åñòü CD è CM ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


Ðèñ. 5á


Ïóñòü O1 – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CEF, òîãäà CM – äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè, O1 – ñåðåäèíà CM. Òàê êàê l – ñåðåäèííûé  ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå EF, òî � EMBED Equation.2  ��� ñîäåðæèò òî÷êó O1. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê CMP, â êîòîðîì òî÷êè Ì è Ð ôèêñèðîâàíû (íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè Ñ, óêàçàííîãî â óñëîâèè). Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïðÿìàÿ � EMBED Equation.2  ��� ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó  åãî ñòîðîíû CM  è �EMBED Unknown���. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà âñå òàêèå ïðÿìûå � EMBED Equation.2  ��� ïåðåñåêàþò ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê PM â åãî ñåðåäèíå – òî÷êå T, êîòîðàÿ òàêæå ôèêñèðîâàíà.


Ðèñ. 5á


�


Ðèñ. 5â


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ïðÿìûå FM è EM ïåðåñåêàþò CA è CB â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5á). Èç òðåóãîëüíèêà CKF:  � EMBED Equation.2  ���, à �EMBED Unknown��� ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÐÌ(ÀÂ, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Çíà÷èò, òî÷êè A, M, P è K ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���.


Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, çíà÷èò, �EMBED Unknown���. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, PKML – ïàðàëëåëîãðàìì. Êðîìå òîãî, òî÷êè K, E, F è L ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì KL (ñì. ðèñ. 5â). Òàê êàê EF – õîðäà ýòîé îêðóæíîñòè, òî ñåðåäèííûé  ïåðïåíäèêóëÿð � EMBED Equation.2  ��� ê îòðåçêó EF ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð T ýòîé îêðóæíîñòè, ãäå T – ñåðåäèíà KL. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà T – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà PKLM, òî åñòü T – ñåðåäèíà PM. Òàê êàê òî÷êè Ð è Ì ôèêñèðîâàíû, òî òî÷êà T, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé � EMBED Equation.2  ���, òàêæå ôèêñèðîâàíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


Ôîëüêëîð


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå â öåëîì ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè  – 8 áàëëîâ


Ïðèñóòñòâóþò âåðíûå èäåè, íî ðàññóæäåíèå íå äîâåä¸íî äî êîíöà – 3 áàëëà 


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ


Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ó÷àñòíèêîâ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñ÷¸ò â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Ïî «îëèìïèàäíîé òðàäèöèè» òàêèå ðåøåíèÿ çàñ÷èòûâàëèñü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè îíè íå ñîäåðæàëè âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê, è âñå èñïîëüçîâàííûå ôîðìóëû áûëè îáîñíîâàíû..





II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


Â çàäàíèÿõ ¹6 è ¹7 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè (êàê â óñëîâèÿõ «çàäà÷», òàê è â «îòâåòàõ» è «ðåøåíèÿõ»). Åñëè íåêîððåêòíî óñëîâèå «çàäà÷è», òî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê. Åñëè íåâåðíî òîëüêî «ðåøåíèå», òî óêàæèòå âñå îøèáêè è ïîÿñíèòå èõ ñóòü, à çàòåì ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


� EMBED PBrush  ���


¹6. Ïàðàëëåëåïèïåä. «Çàäà÷à». Ìóõà ïîëçåò ïî ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îñíîâàíèåì 9(12 è âûñîòîé 14 èç âåðøèíû íèæíåãî îñíîâàíèÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà å¸ ïóòè áóäåò íå ìåíüøå ÷åì 25,5.


«Ðåøåíèå». Ïóñòü ìóõà ïîëçåò èç âåðøèíû Â ïàðàëëåëåïèïåäà ÀÂÑDA’B’C’D’ â âåðøèíó D’. Åñëè îíà áóäåò ïîëçòè ïî ðåáðàì ïàðàëëåëåïèïåäà, òî äëèíà åå ïóòè ñîñòàâèò 9 + 12 + 14 > 25,5. 


Ïóñòü ìóõà ïîëçåò ïî ãðàíÿì. Ðàññìîòðèì ðàçâåðòêó òðåõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà (ñì. ðèñóíîê). Êðàò÷àéøèé ïóòü ìóõè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó èç îòðåçêîâ � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Íî � EMBED Equation.2  ��� > 650,25 = 25,52 è � EMBED Equation.2  ��� > 650,25 = 25,52, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6


Êîììåíòàðèé. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî, íåâåðíî è å¸ ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, îòäåëüíî ðàçáèðàòü ñëó÷àé äâèæåíèÿ ìóõè ïî ð¸áðàì íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ðåáðî ïðèíàäëåæèò îáåèì ãðàíÿì, ïåðåñå÷åíèåì êîòîðûõ îíî ÿâëÿåòñÿ. Âî-âòîðûõ, ó ìóõè åñòü òðè âàðèàíòà äâèæåíèÿ  îíà ìîæåò ïåðåñåêàòü ðåáðî äëèíû 9, ðåáðî äëèíû 12 èëè æå ðåáðî äëèíû 14. Ïåðâûå äâà âàðèàíòà â «ðåøåíèè» ðàçîáðàíû, à òðåòèé óïóùåí. Â í¸ì êðàò÷àéøèé ïóòü ìóõè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòðåçêó � EMBED Equation.2  ���(ñì. ðèñ. 6). Ïðè ýòîì, � EMBED Equation.2  ��� < 650,25 = 25,52, òàê ÷òî îïòèìàëüíûé ïóòü êîðî÷å, ÷åì 25,5.


Ïðåäëîæèëà Ò. Ñîêîëîâà


Êðèòåðèè ïðîâåðêè (áàëëû ñóììèðóþòñÿ).


Îáúÿñíåíî, ïî÷åìó íå òðåáîâàëîñü ðàññìàòðèâàòü ïóòü ïî ð¸áðàì – 2 áàëëà


Óêàçàíî, êàêîé  ñëó÷àé íå ðàññìîòðåí â «ðåøåíèè» – 2 áàëëà


Âåðíî ðàññìîòðåí íåäîñòàþùèé ñëó÷àé – 5 áàëëîâ


Óêàçàíî, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî – 1 áàëë





¹7. Ñóììà è ðàçíîñòü. «Çàäà÷à». Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, ..., 101. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë íàäî ñòåðåòü, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë a è b ñóììà a + b íå äåëèëàñü íà a – b? 


«Îòâåò»: 75. 


«Ðåøåíèå». Åñëè äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë a > b âûïîëíåíî a – b = 1 (ò.å. ýòè ÷èñëà ñîñåäíèå), òî óñëîâèå, î÷åâèäíî, íàðóøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íåò ñîñåäíèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå âòîðîå ÷èñëî íóæíî âû÷åðêíóòü. Áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îñòàíåòñÿ, åñëè ìû âû÷åðêíåì ÷åòíûå ÷èñëà è îñòàâèì íå÷åòíûå: 1, 3, 5, ..., 101. Äàëåå, åñëè äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë a > b âûïîëíåíî a – b = 2, òî a + b äåëèòñÿ íà a – b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òåì ñàìûì, ìû äîëæíû èç ðÿäà 1, 3, 5, ..., 101 âû÷åðêíóòü êàæäîå âòîðîå ÷èñëî. Îñòàâøèéñÿ ðÿä èç 26 ÷èñåë: 1, 5, 9, ... , 101 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ðàçíîñòü a – b äåëèòñÿ íà 4, íî íèêàêàÿ ñóììà íå äåëèòñÿ íà 4 (îíà äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4). 


Êîììåíòàðèé. «Ðåøåíèå» è «îòâåò» íåâåðíû. Èç òîãî, ÷òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íåò ñîñåäíèõ, íå ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå âòîðîå ÷èñëî íóæíî âû÷åðêíóòü. Òàêîå «ðåøåíèå» ñëóæèò ïðèìåðîì íåêîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ «æàäíîãî àëãîðèòìà» è ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå âûãîäíîå äåéñòâèå íà êàæäîì ýòàïå íå âñåãäà ïðèâîäèò ê íàèëó÷øåìó ðåçóëüòàòó â èòîãå. Ïðèâåäåì âåðíîå ðåøåíèå.


Îòâåò. 67.


Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâà îñòàâøèõñÿ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a – b = 1, òî a + b äåëèòñÿ íà a – b. Åñëè æå a – b = 2, òî ÷èñëà à è b èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¸òíîñòü, ïîýòîìó èõ ñóììà ÷¸òíàÿ, òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå a + b äåëèòñÿ íà a – b. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¸òîì «êðàåâîãî ýôôåêòà» èç 101 ÷èñëà ìîæíî îñòàâèòü íå áîëåå, ÷åì 34, òî åñòü âû÷åðêíóòü íå ìåíåå, ÷åì 67. 


Ïðèìåð. Îñòàâèì 34 ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3 ñ îñòàòêîì 1: 1, 4, 7, ..., 100. Ñóììà ëþáûõ òàêèõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 2, à ðàçíîñòü êðàòíà 3, ïîýòîìó ñóììà a + b íå äåëèòñÿ íà ðàçíîñòü a – b.


Ïðåäëîæèë Ï. Êîæåâíèêîâ


Êðèòåðèè ïðîâåðêè (áàëëû çà 1) è 2) ñóììèðóþòñÿ). 


1) Âåðíî îáúÿñíåíà ñóòü äîïóùåííîé îøèáêè – 5 áàëëîâ


Óêàçàíî òîëüêî, ÷òî íå äîêàçàíà îöåíêà – 3 áàëëà


Ïðèâåäåíî ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 5 áàëëîâ


Âåðíûé õîä ðåøåíèÿ, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà  – 4 áàëëà


Ïðèâåäåíû òîëüêî âåðíûé îòâåò è ïðèìåð – 2 áàëëà


Ïðèâåä¸í òîëüêî îòâåò – 0 áàëëîâ





¹8. Ïëîùàäü. Øêîëüíèê äîêàçûâàåò ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà � EMBED Equation.2  ���. Ñíà÷àëà îí äîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, à ïîòîì ðàçáèâàåò ïàðàëëåëîãðàìì äèàãîíàëüþ íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Äîêàçûâàÿ ôîðìóëó äëÿ òðåóãîëüíèêà, îí îïóñêàåò âûñîòó, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ïîñëå ÷åãî îïèðàåòñÿ íà ôîðìóëó ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà. Âîïðîñ ýêçàìåíàòîðà: «À åñëè âûñîòà ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà?» Òîãäà øêîëüíèê äîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåòñÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè íåãî. 


Äîêàçàë ëè øêîëüíèê ôîðìóëó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà? Îáîñíóéòå.


Êîììåíòàðèé. Íå äîêàçàë, òàê êàê íå äîêàçàíà ôîðìóëà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîé ñòîðîíû è ïðîâåäåííîé ê íåé âûñîòû.


Ïðåäëîæèëà Í. Íåòðóñîâà


Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ïèñàëè, ÷òî ôîðìóëà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà äîêàçàíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, à ýòî íåâåðíî. Îíà âîîáùå íå äîêàçàíà, òàê êàê èç ïðèâåä¸ííîãî ðàññóæäåíèÿ íå ñëåäóåò å¸ åäèíñòâåííîñòü.


Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îò ó÷àñòíèêîâ êîíêóðñà òðåáîâàëîñü îáúÿñíèòü ñóòü ëîãè÷åñêîé îøèáêè â ðàññóæäåíèÿõ øêîëüíèêà, à íå ïðåäëîæèòü øêîëüíèêó âåðíûå ðàññóæäåíèÿ.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Âåðíî îáúÿñíåíî, ÷òî ôîðìóëà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà íå äîêàçàíà ïîòîìó, ÷òî íå äîêàçàíà ôîðìóëà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, è âåðíî óêàçàíà îøèáêà â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà – 10 áàëëîâ


Óêàçàíî, ÷òî îøèáêà øêîëüíèêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí íå äîêàçàë ôîðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûñîòà ïàäàåò íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû – 8 áàëëîâ 


Íå óêàçàíî â ÿâíîì âèäå, ÷òî ôîðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà øêîëüíèê íå äîêàçàë, à åñòü îòñûëêè ê òîìó, ÷òî áûâàþò ïàðàëëåëîãðàììû, â êîòîðûõ âûñîòà ïàäàåò íå íà ñòîðîíó, à íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû – 4 áàëëà 


Â ðàññóæäåíèÿõ ó÷àñòíèêà ñîäåðæàòñÿ íåâåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ — 0 áàëëîâ


Óêàçàíî òîëüêî, ÷òî øêîëüíèê ôîðìóëó íå äîêàçàë – 0 áàëëîâ





¹9. Êåôèð. Ó÷åíèê ðàññêàçàë ó÷èòåëþ çàäà÷ó, ïîëó÷åííóþ èì íà îëèìïèàäå, ïðèâ¸ë ñâî¸ ðåøåíèå è ñïðîñèë, âåðíî ëè îíî. 


Çàäà÷à. Ïàíèêîâñêîìó ïðèñíèëîñü, ÷òî îí ïîëó÷èë 1 000 000 ðóáëåé íà áëþäå÷êå ñ ãîëóáîé êàåìî÷êîé. Íà âñå äåíüãè îí ñðàçó êóïèë êåôèð â áóòûëêàõ ïî öåíå 7 ðóáëåé çà áóòûëêó (ïóñòàÿ áóòûëêà ñòîèëà â òî âðåìÿ 1 ðóáëü). Âûïèâ âåñü êåôèð, îí ñäàë áóòûëêè è ñðàçó íà âñå èìåþùèåñÿ äåíüãè êóïèë êåôèð. Â äàëüíåéøåì îí ïîñòóïàë òàê æå äî òåõ ïîð, ïîêà äåíåã õâàòàëî õîòÿ áû íà îäíó áóòûëêó. Ïðè ýòîì îí çàìåòèë, ÷òî ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ïîñåùåíèÿìè ìàãàçèíà è ñòîèìîñòü êåôèðà, è ñòîèìîñòü ïóñòîé áóòûëêè âîçðàñòàëè â äâà ðàçà. Ñêîëüêî áóòûëîê êåôèðà âûïèë Ïàíèêîâñêèé âî ñíå?


Îòâåò: 166 666.


Ðåøåíèå ó÷åíèêà. Íàäî ïðîâîäèòü ðàñ÷¸ò â ïóñòûõ áóòûëêàõ, òàê êàê â ýòîé «âàëþòå» öåíà êåôèðà íå èçìåíÿåòñÿ. Êåôèð «íåòòî» ñòîèò 6 áóòûëîê, òàê ÷òî ïîëó÷åííûõ äåíåã õâàòèò íà 1 000 000 : 6 = 166 666 áóòûëîê êåôèðà è åùå 4 ïóñòûõ áóòûëêè îñòàíóòñÿ.


Îáîñíîâàííî îòâåòüòå íà âîïðîñû à) è á) è âûïîëíèòå çàäàíèå â).


à) Êàê, íå ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèé, îáúÿñíèòü ó÷åíèêó, ÷òî åãî ðåøåíèå íåâåðíîå? 


á) Ìîæíî ëè áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, à òîëüêî íà îñíîâå ñîîáðàæåíèé, ïðèâ¸äåííûõ â ïóíêòå à), íàâåðíÿêà ñêàçàòü, âåðåí ëè îòâåò, ïîëó÷åííûé ó÷åíèêîì? 


â) Ó÷èòåëü ìîã ñêàçàòü ó÷åíèêó: «Åñëè òû ðàññóæäàë âåðíî, òî, ïîëó÷èâ 1000 ðóáëåé, Ïàíèêîâñêèé ñìîã áû êóïèòü 166 áóòûëîê êåôèðà. À òåïåðü ïîäñ÷èòàé, ñêîëüêî îí ñìîã áû êóïèòü íà ñàìîì äåëå». Ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå çàäà÷è â òàêîì (óïðîù¸ííîì) âèäå..


Êîììåíòàðèé. à) Êåôèð «íåòòî», äåéñòâèòåëüíî, âñåãäà ñòîèò 6 ïóñòûõ áóòûëîê, òî åñòü äåíüãè, âëîæåííûå â áóòûëêè, îò èíôëÿöèè ñïàñåíû. Íî êàæäûé ðàç ó Ïàíèêîâñêîãî îñòà¸òñÿ åù¸ íåñêîëüêî ðóáëåé, ïîêóïàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü êîòîðûõ ê ñëåäóþùåìó ïîñåùåíèþ ìàãàçèíà óìåíüøàåòñÿ âäâîå. 


á) Äîëÿ íå çàùèù¸ííûõ îò èíôëÿöèè äåíåã ìàëà, ïîýòîìó ñîâñåì áåç âû÷èñëåíèé íåëüçÿ íàâåðíÿêà ïðåäñêàçàòü, âåðåí ëè îòâåò ó÷åíèêà. Âîçìîæíî, Ïàíèêîâñêèé âñ¸ æå ñìîã êóïèòü è âûïèòü 166 666 áóòûëîê êåôèðà, íî ó íåãî îñòàëîñü ìåíüøå ïóñòûõ áóòûëîê è/èëè äåíåã. Íî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî èç-çà èíôëÿöèè áóòûëîê îí ñìîã êóïèòü íåìíîãî ìåíüøå, ÷åì 166 666. 


Æþðè íå ïîëåíèëîñü ïîäñ÷èòàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå îí ñìîã êóïèòü 166 664 áóòûëêè, òî åñòü ðåøåíèå ó÷åíèêà äà¸ò ñîâñåì íåáîëüøóþ îøèáêó. 


â) Ñîñòàâèì äëÿ Ïàíèêîâñêîãî «áóõãàëòåðñêóþ êíèãó»:


1) Áóòûëêà êåôèðà ñòîèò 7 ðóáëåé, ïóñòàÿ – 1 ðóáëü. Åñòü 1000 ðóáëåé. Êóïèë 142 áóòûëêè, îñòàëîñü 6 ðóáëåé . 


2) Áóòûëêà êåôèðà ñòîèò 14 ðóáëåé, ïóñòàÿ - 2 ðóáëÿ. Ñäàë 142 áóòûëêè. Åñòü 290 ðóáëåé. Êóïèë 20 áóòûëîê, îñòàëèñü 10 ðóáëåé. 


3) Áóòûëêà êåôèðà ñòîèò 28 ðóáëåé, ïóñòàÿ - 4 ðóáëÿ. Ñäàë 20 áóòûëîê. Åñòü 90 ðóáëåé. Êóïèë 3 áóòûëêè, îñòàëèñü 6 ðóáëåé.


4) Áóòûëêà êåôèðà ñòîèò 56 ðóáëåé, ïóñòàÿ - 8 ðóáëåé. Ñäàë 3 áóòûëêè. Åñòü 30 ðóáëåé. Êóïèòü íè÷åãî íåëüçÿ.


Âñåãî Ïàíèêîâñêèé ñìîã âûïèòü 142 + 20 + 3 = 165 áóòûëîê êåôèðà. 


Çàäà÷à äåéñòâèòåëüíî áûëà íà îëèìïèàäå, à èìåííî íà II ýòàïå ÂÎØ â ð. Òàòàðñòàí â 2014/15 ó÷åáíîì ãîäó.


Ïðåäëîæèë Ð. Àëèøåâ


Êðèòåðèè ïðîâåðêè (áàëëû çà à) – â) ñóììèðóþòñÿ). 


à) Âåðíî îáúÿñíåíà ñóòü äîïóùåííîé ó÷åíèêîì îøèáêè – 4 áàëëà


Ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ íà íåáîëüøèõ ÷èñëàõ – 1 áàëë


Ïðèâåäåíû òîëüêî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî íåëüçÿ êóïèòü êåôèð áåç áóòûëêè, íàïðèìåð, çà 6 ðóáëåé (â äàííîì ñëó÷àå, áóòûëêè â îñòàòêå åñòü, ïîýòîìó òàêîé ïðîáëåìû íå âîçíèêàåò) –  1 áàëë 


á) Âåðíî îáúÿñíåíî, ïî÷åìó áåç âû÷èñëåíèé îöåíèòü îòâåò ó÷åíèêà íåëüçÿ  – 3 áàëëà


Ïðèâåä¸í îòâåò «íåëüçÿ», íî ïîÿñíåíèÿ ñóùåñòâåííî íåäîñòàòî÷íû  (íàïðèìåð, ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð â êîòîðîì îòâåò ïî ñïîñîáó ó÷åíèêà ñîâïàäàåò ñ âåðíûì –  1 áàëë


â) Ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 3 áàëëà


Âåðíûé õîä ðàññóæäåíèé, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà – 1 áàëë


Ïðèâåä¸í òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë





¹10. Íåðàâåíñòâî. Ïðèäóìàéòå íåðàâåíñòâî, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåðâàëà è îòäåëüíîé òî÷êè, à â ïðîöåññå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñðàâíèòü äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ñ îäèíàêîâîé öåëîé ÷àñòüþ. Îäíî ÷èñëî – êîðåíü ïîëíîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à âòîðîå äîëæíî èìåòü âèä logab. Çàïèøèòå ðåøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà.


Êîììåíòàðèé. Ïðèâåä¸ì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ � EMBED Equation.2  ���. Å¸ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(f) = � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� íåïðåðûâíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ D(f). Êîðíè êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà: � EMBED Equation.2  ���.Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî ýòî ÷èñëî íå ïðèíàäëåæèò D(f). Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = 2,5, òî � EMBED Equation.2  ��� > 1,5; � EMBED Equation.2  ��� = 1,5. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ��� ïðè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���.


Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� < 2 ïîëó÷èì: íà ïðîìåæóòêàõ � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� > 0, à íà ïðîìåæóòêå � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� < 0. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Êàê ìîæíî ðàññóæäàòü, ÷òîáû ïðèäóìàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî? Îíî äîëæíî
