Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки.

I. Решите задачи.

№1 (Фольклор, предложила О.Р. Горская). В шахматном фестивале участвовали англичане, немцы и французы. Каждый англичанин сыграл ровно с пятью немцами и двумя французами, каждый немец – с шестью англичанами и четырьмя французами, а каждый француз – с тремя англичанами и с одинаковым числом немцев. Найдите это число.

Ответ: 5.

Решение. Пусть в фестивале участвовало x англичан, y немцев и z французов. Тогда англичане сыграли 5x партий с немцами и 2x партий с французами, немцы сыграли 6y партий с англичанами и 4y партий с французами, а французы – 3z партий с англичанами и kz партий с немцами, где k – искомое число. Значит, должны выполняться равенства: 5x = 6y; 2x = 3z и 4y = kz. Следовательно, 

 = 5.

Отметим, что из условия задачи также следует, что количество англичан, немцев и французов, участвовавших в фестивале, должно быть равно 6n, 5n и 4n соответственно, где n – любое натуральное число. 

Критерии проверки. Полное обоснованное решение  – 10 баллов. 

Система уравнений верно составлена, но не решена (ответ найден подбором) –  не более 5 баллов.
Приведен только верный ответ или только конкретный пример – 1 балл.

К сожалению, в ряде работ дословно переписано решение отсюда: http://znanija.com/task/1246778. Установить это было не сложно, так как в указанном решении содержится очевидная опечатка: уравнений не 4, а 3, а переменных не 3, а 4. Такие «решения» оценивались нулем баллов.



Рис. 1

№2 (Фольклор, предложил Д.В. Прокопенко). В треугольнике АВС Н и М – точки пересечения высот и медиан соответственно. Найдите угол ВАС, если биссектриса этого угла перпендикулярна прямой МН.

Ответ: 60(.
Решение. Воспользуемся тем, что прямая МН проходит через центр О описанной окружности треугольника АВС (прямая Эйлера, см. рис. 1). Кроме того, (ОАВ = (HАC.

Это равенство выполняется в любом треугольнике. Для случая остроугольного треугольника его можно доказать, например так: (ОАВ = 90( – 

(АОВ = 90( – (АСВ = (HАC. Дальнейшие рассуждения достаточно также провести для остроугольного треугольника (для других видов треугольников они аналогичны).

Из указанного равенства углов следует, что биссектриса АL угла ВАС совпадает с биссектрисой угла ОАН, тогда, учитывая, что АL(ОН, получим, что треугольник ОАН – равнобедренный (AО = AH).

Пусть D – середина стороны ВС, тогда OD = 

AH = 

AО = 

ВО. Таким образом, в треугольнике BOD: (ОВD = 30(. Следовательно, (ВАC = 

(ВОC = (ВОD = 60(.
Отметим, что участники конкурса предложили примерно десяток способов решения, использующих различные геометрические факты и соотношения (в том числе, и векторные), но привести их не представляется возможным из-за ограниченности объема статьи.
Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.
Приведен только верный ответ или задача решена только для случая прямоугольного треугольника – 1 балл.

№3 (Фольклор, предложила О.Р. Горская). Докажите, что если x > 0, y > 0 и z > 0, то 

.

Решение. Первый способ. Так как x > 0, y > 0 и z > 0, то 

 ( x2z + y3 ( 4yz(x – z) ( zx2 – 4yz(x + (y3 + 4yz2) ( 0. 

Полученное квадратичное неравенство относительно переменной x выполняется, так как z > 0 и D’ = 4y2z2 – y3z – 4yz3 = – yz(y – 2z)2 ( 0.

Второй способ. 

 ( 

 ( 

 ( 

. 

Так как y > 0 и z > 0, то последнее неравенство выполняется.

Третий способ. По неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим: 

 и 

. Сложив эти неравенства почленно и приведя подобные слагаемые, получим требуемое.

Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.
К сожалению, в ряде работ было использовано «тождество»: x2 – 4xy + y2 = (x – y)2. В этом случае решение оценивалось нулем баллов

№4 (Е.С. Горская). Дан пространственный шарнирный четырехугольник АВСD (длины его сторон и их порядок – зафиксирован, а углы могут меняться). Докажите, что существует такое его положение, при котором в тетраэдре АВСD двугранные углы при ребрах AC и BD – прямые.
Решение. Первый способ. Объем тетраэдра ABCD есть непрерывная функция от двугранных углов a и b при ребрах AC и BD. Допуская вырожденные случаи, можно считать, что (([0; 2(] и (([0; 2(]. При малых изменениях углов, этот объем изменяется незначительно, поэтому является непрерывной функцией двух переменных, заданной на замкнутом ограниченном множестве (компакте). Следовательно, ее наибольшее значение на этом множестве достигается. 

Рассмотрим тетраэдр АВСD наибольшего объема. Предположим, что двугранный угол хотя бы при одном из рассматриваемых ребер – не прямой (например, угол ( при ребре AC). Тогда, зафиксировав грань АВС, можно повернуть грань ADC так, что объем тетраэдра увеличится. Полученное противоречие показывает, что оба рассматриваемых угла – прямые.
Отметим, что в работах часто встречалась следующая модификация этого решения. Зафиксируем угол при ребре AC, сделав его прямым. Далее, опять-таки замечаем, что объем тетраэдра есть непрерывная функция от значения второго двугранного угла и используем, что функция, непрерывная на отрезке, достигает на нем наибольшего значения. После чего рассматриваем тетраэдр наибольшего объема и проводим рассуждение, аналогичное приведенному выше. 

Но в таком контексте неясно, почему второй двугранный угол принимает все значения от 0 до 2p. Непонятно даже, почему 90( принадлежит множеству значений этого угла. Это требовалось доказывать отдельно.





Второй способ. Пусть АВ = а, ВС = b, СD = с и DA = d. Для определенности, пусть с – меньшая сторона данного четырехугольника и d ( b. 
Рис. 2а

Зафиксируем треугольник АВС и будем поворачивать треугольник ADC вокруг прямой АС. Очевидно, что зависимость двугранного угла АС от расстояния между точками В и D является непрерывной функцией. Поэтому найдется такое положение точки D, для которого двугранный угол АС равен 90(.

Рассмотрим теперь полученный тетраэдр АВСD, в котором плоскости граней АВС и ADC перпендикулярны (см. рис. 2а). Зафиксируем положение этих плоскостей и положение точки А и будем двигать точку С по прямой АС, изменяя ее расстояние до точки А. Каждая из двухзвенных шарнирных ломаных АВС и ADC будет при этом оставаться в плоскости своей грани (изменяться будут только плоские углы при вершинах В и D).
Зависимость величины двугранного угла BD от расстояния между точками С и А является непрерывной функцией, поскольку при малых изменениях длины АС величина угла BD изменяется мало. 

Так как с + d ( a + b, то существует положение точки С, при котором точка D окажется на отрезке АС, тетраэдр «выродится» в  треугольник, а двугранный угол BD станет развернутым (либо, в случае равенства угол BD станет близким к развернутому). 




Вместе с тем существует положение точки С, для которого DC(АС (то есть DC(АВС). Докажем, что в этом случае двугранный угол BD – острый. Для этого достаточно показать, что 

 (следствие из теоремы косинусов для трехгранного угла с вершиной В, см. рис. 2б). 

Рис. 2б

Так как 

, 

, то 

, 

, 

. Тогда 

, что равносильно требуемому неравенству.

Таким образом, в силу непрерывности, существует такое положение точки С, что и двугранный угол BD равен 90(.

Существует соблазн упростить заключительную часть решения, рассмотрев такое положение точки С, когда она близка к точке А. Но такое положение точки С не всегда реализуется (например, если сторона с существенно меньше каждой из трех остальных сторон четырехугольника).

К сожалению, во многих работах дословно переписано решение отсюда: http://www.cyberforum.ru/geometry/thread823255.html. Это решение содержит верные идеи, но имеет ряд пробелов. В частности, непонятно, почему всегда можно «сблизить точки B и D». Для обоснования этого факта необходимо рассмотреть различные соотношения между сторонами. Также неточной является фраза: «будем приближать точку B к точке D до тех пор, пока одна из точек A или C не окажется на прямой BD». Это не выполняется, например, если AB < BC, а AD > CD. 

Указанное решение можно «довести» до верного, однако это потребует некоторого труда (в частности, разбора различных случаев). 
Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.

Решения, содержащие верные идеи, в которых рассматривались различные случаи, соотношения между сторонами, оценивались от 5 до 10 баллов в зависимости от степени их подробности.

Решения, аналогичные списанному, изложенные своими словами, но не учитывающие случаи различных соотношений между сторонами четырехугольника, оценивались не выше 4 баллов.

Дословно списанное «решение» – 0 баллов.
№5 (Фольклор, предложил А.В. Иванищук). Найдите все целые значения q, для которых уравнение х2 + px + p = q имеет целый корень только при одном целом значении р.

Ответ: q = 2.
Первый способ. Запишем данное уравнение по-другому: (х2 – 1) + p(x + 1) = q – 1 ( (x + 1)(x – 1 + p) = q – 1. Значит, если 

 или 

, то число x является целым корнем этого уравнения при любом целом q. Оба равенства выполняются одновременно, если x = 0 и p = q (в первом случае) или x = –2 и p = q (во втором случае). 
При этом, если число |q – 1| – не простое число, то q – 1 = mn, где m и n – числа, отличные от (1 и ((q – 1). Тогда число x является корнем уравнения, если 

, то есть, если m – 1 = n + 1 – p. Следовательно, p = n – m + 2. Это значение p не совпадает с q, так как n – m + 2 = mn + 1 ( mn + m – n – 1 = 0 ( (m –1)(n + 1) = 0 ( m = 1 или n = –1’

Таким образом, условие задачи выполняется, если p = q, а корнями уравнения являются числа 0 и –2. Следовательно, уравнение должно иметь вид x2 + px = 0, откуда q = p = 2. 
Второй способ. При любых значениях q данное уравнение имеет корень x = 0, если p1 = q, и имеет корень x = –2, если p2 = 4 – q. Если числа p1 и p2 различные, то условие задачи не выполняется, значит, 4 – q = q, то есть q = 2. Это условие является необходимым. Проверим теперь его достаточность. 

Если q = 2, то уравнение принимает вид х2 + px + p – 2 = 0 ( (х2 – 1) + p(x + 1) = 1 ( (x + 1)(x – 1 + p) = 1. Это уравнение имеет целый корень когда оба множителя равны 1 или когда оба множителя равны  –1. В первом случае: x = 0, p = 2; во втором случае: x = –2, р = 2. Так как значения p в обоих случаях совпали, то при q = 2 исходное уравнение действительно имеет целый корень только при одном значении р, а именно, при p = 2.

Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов
Верное, в целом, решение, аналогичное приведенному первому способу, но случай, когда |q – 1| является составным числом не рассмотрен – 7-8 баллов.
Приведен только верный ответ – 1 балл.

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 – №8) могут содержаться математические ошибки (как в «ответах», так и в «решениях»). Укажите все ошибки и, если «решение» не верно, то приведите верное решение.

№6 (предложил Д.Э. Шноль). «Задача». Решите уравнение: arctgx + arctg(–2) = arcctg(–2).

«Ответ»: 0,75. 

«Решение». Так как arctgx = arctg2 + arcctg(–2), то x = tg(arctgx) = tg(arctg2 + arcctg(–2)) = 


Комментарий. Как «ответ», так и «решение» не верны. Ошибка допущена при переходе от равенства arctgx = а к равенству x = tga. Такой переход будет корректным только в случае, когда число а принадлежит множеству значений функции arctgx, то есть а((–

; 

). В нашем случае это не так: arctg2 + arcctg(–2) = arctg2 + (

– arctg(–2)) = 

 + 2arctg2 > 

. Значит, исходное уравнение не имеет решений.

Особо отметим работу П.В. Бибикова (г. Москва), в которой приведен подробный анализ типичных ошибок школьников при решении ряда тригонометрических заданий.
Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.

№7 (Предложил В.М. Гуровиц по материалам Южного фестиваля юных математиков). «Задача». Рассматриваются «слова» длины 100, составленные только из букв A, B и C. Каких «слов» больше: тех, в которых каждый из фрагментов AB и AC встречается четное число раз, или тех, в которых каждый из таких фрагментов встречается нечетное число раз?

«Ответ»: поровну.

«Решение». Рассмотрим «слово», в котором оба фрагмента встречаются нечетное число раз. Заменим в нем первый из фрагментов на другой (AB на AC, или наоборот). Получим слово, у которого оба фрагмента встречаются четное число раз. Это соответствие является взаимно-однозначным, поэтому «слов» обоих видов одинаковое количество.

Комментарий. Как «ответ», так и «решение» не верны. Ошибка состоит в том, что соответствие между «словами», в которых указанные фрагменты встречаются четное число раз, и «словами», в которых они встречаются нечетное число раз, не является взаимно-однозначным. Действительно, в «решении» указано, что каждому «нечетному слову» соответствует ровно одно «четное», причем различным соответствуют различные. Но имеются «четные слова», которые не соответствуют никаким «нечетным», например, «слова», в которых отсутствует буква А. Следовательно, «слов», в которых указанные фрагменты встречаются четное число раз, больше.
Критерии проверки. Полное обоснованное решение  – 10 баллов.
№8 (Предложили А.Д. Блинков и И.В. Ященко). «Задача». В треугольнике ABC с углом B, равным 120°, проведены биссектрисы AA1, BB1 и CC1. Найдите площадь треугольника А1В1С1, если длины двух его сторон равны 4 и 5.




«Ответ»: 10 или 6.

«Решение». На продолжении стороны AВ (за точку В) отметим точку D, тогда (DBC = 60(, то есть луч BC – биссектриса угла DBB1 (см. рис.). Так как AA1 – биссектриса угла ВАС, то А1 – центр окружности, касающейся BB1, BD и B1C. Такая окружность является вневписанной для треугольника АВВ1, поэтому, B1A1 – биссектриса угла ВВ1С. Аналогично, С1 – центр вневписанной окружности для треугольника CВВ1, поэтому B1C1 – биссектриса угла ВВ1A. Следовательно, (А1В1С1 = 90(.

Таким образом, треугольник А1В1С1 – прямоугольный, значит, его площадь S = 

B1A1(В1С1 Далее возможны два случая:

1) Заданные длины сторон – это длины катетов этого треугольника, тогда его площадь S = 

(5(4 = 10.

2) Гипотенуза этого треугольника равна 5, а один из катетов равен 4. Тогда другой катет равен 3, то есть S = 

(3(4 = 6.
Комментарий. Доказательство того, что треугольник А1В1С1 – прямоугольный, ошибок не содержит. Эта часть «задачи» является «классической», а рассмотренную конфигурацию иногда называют «треугольником Шебаршина» (по имени автора первой публикации о ней, которая была более 50 лет назад). 

Однако, треугольника А1В1С1 с длинами сторон, указанными в условии «задачи», не существует. Покажем это, найдя границы, в которых может находиться отношение катетов этого треугольника. 

Обозначим углы А и С треугольника АВС через ( и ( соответственно. Угол BС1B1 – угол между биссектрисами внешних углов треугольника BСB1, значит, (BС1B1 = 90( – 

. Аналогично, (BA1B1 = 90( – 

. Из треугольников BСB1 и BA1B1 по теореме синусов: 

 и 

. Тогда 

.

Пусть 

, тогда, учитывая, что 

, получим: 

 = 

. Так как 0 < x < 30(, то 

.
В нашем случае отношение катетов (большего к меньшему) равно 

 или 

. Оба числа не принадлежат указанному промежутку.

Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.
III. Аналитический блок.
№9 (Предложили А.Д. Блинков и Д.Э. Шноль) Многие планиметрические теоремы имеют аналоги в стереометрии. 

1) Приведите несколько примеров:
а) планиметрических теорем и аналогичных им теорем стереометрии. 

б) верных планиметрических утверждений и их неверных стереометрических аналогов

в) верных стереометрических утверждений и их неверных планиметрических аналогов.

2) Объясните, каким образом такой материал можно использовать в преподавании курса геометрии.
Комментарий. Прежде всего выделим несколько разделов курса геометрии, в которых наиболее часто возникают аналогии:

1 – параллельность и перпендикулярность;

2 – метрические теоремы;

3 – векторы и координаты;

4 – многоугольники (многогранники);

5 – площади (объемы);

6 – преобразования на плоскости (в пространстве).

При этом можно рассматривать два вида аналогий:

А) в планиметрии и стереометрии дословно одна и та же формулировка;

Б) формулировка несколько изменена (вместо прямых – плоскости, вместо треугольника тетраэдр, вместо площади – объем и т. п.).

1) а) В качестве примеров аналогий первого вида можно привести утверждения, связанные с параллельностью прямых. Например:

· Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести прямую, параллельную данной и только одну.

· Две прямые, параллельные третьей, параллельны.

Также останутся верными:

· Все утверждения связанные с векторами в планиметрии. 

· Определения и свойства параллельного переноса, центральной симметрии, гомотетии.

В качестве примеров аналогий второго вида можно рассмотреть такие утверждения:

· Прямая, перпендикулярная одной из параллельных прямых, перпендикулярна и другой. Прямая, перпендикулярная одной из параллельных плоскостей, перпендикулярна и другой.

· Теорема Пифагора.

· Координатные соотношения.

· В любой треугольник можно вписать окружность. В любой тетраэдр можно вписать сферу. Аналогично и с описанной окружностью (сферой).

· Пересечение в одной точке медиан треугольника (тетраэдра).

· Признаки равенства треугольников (трехгранных углов).

· Теоремы синусов и косинусов для треугольника (трехгранного угла или тетраэдра).

· Формула Герона для площади треугольника и формула Юнгиуса для объема тетраэдра (выражающая объем через длины ребер).

· Площадь описанного многоугольника можно вычислить по формуле S = 

Pr (P – периметр многоугольника, r – радиус вписанной окружности). Объем описанного многогранника можно вычислить по формуле V = 

Sr (S – площадь поверхности многогранника, r – радиус вписанной сферы).

· Изопериметрическая задача.

б) Приведем несколько возможных примеров (будут встречаться как аналогии первого вида, так и второго).

· На плоскости через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести единственную прямую, не пересекающую данную, а в пространстве таких прямых бесконечно много. 

· Аналогичные утверждения о прямой, перпендикулярной данной.

· Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны. В стереометрии неверно как это утверждение, так и аналогичное: две плоскости, перпендикулярные третьей, параллельны.

· Прямая, пересекающая одну из двух параллельных прямых, пересекает и другую.

· В любом треугольнике высоты пересекаются в одной точке, а для высот тетраэдра это не так.

· Через точку вне окружности можно провести ровно две касательные к этой окружности, а через точку вне сферы проходит бесконечно много касательных (как прямых, так и плоскостей) к этой сфере.

· Центральная симметрия – движение первого рода (в пространстве – второго рода)

· Любые две равновеликие фигуры равносоставлены (в стереометрии – неверно)

в) Приведем несколько возможных примеров (так же, как и в пункте б) будут встречаться разные виды аналогий).

· Существуют три прямые, попарно перпендикулярные (в стереометрии верно, в планиметрии – нет)

· Прямая перпендикулярна наклонной т. и т. т., когда она перпендикулярна ее проекции. Это верно в стереометрии (проекция на плоскость) и неверно в планиметрии (проекция на прямую).

· Существует ровно пять правильных многогранников (с точностью до подобия), а правильных многоугольников бесконечно много.

· Любая плоская центрально-симметричная фигура в пространстве имеет ось симметрии, а на плоскости это не так.

· Три попарно пересекающиеся прямые, не лежащие в одной плоскости, пересекаются в одной точке. В планиметрии три попарно пересекающиеся прямые не обязательно пересекаются в одной точке.

Хотя эта аналогия может показаться искусственной, но она позволяет понять, как доказывать пересечение в одной точке прямых в стереометрии и что это бывает значительно проще сделать, чем в планиметрии.

2) Часть ответа на этот вопрос содержится в пункте 1). Тем не менее, выделим основные моменты, которые, на наш взгляд, стоит обсуждать с учениками при изучении геометрии.

· Сходство и различие определений.

Например, определение параллельных прямых в планиметрии (не имеют общих точек) для стереометрии не годится, поэтому нуждается в уточнении.

Также нужно быть аккуратным с определением касающихся окружностей. Если его давать через количество общих точек (одна), то в стереометрии оно неверно.

А вот определения, связанные, например, с векторами или с некоторыми видами преобразований (параллельный перенос, центральная симметрия, гомотетия) полностью аналогичны. 

· Аналогии, связанные с геометрическими местами точек (ГМТ). Например, ГМТ, равноудаленных от двух данных точек (прямая и плоскость соответственно), ГМТ, удаленных от данной точки на данное расстояние (окружность и сфера), ГМТ равноудаленных от сторон угла (двугранного угла) и лежащих внутри него (биссектриса и биссектор), окружность и сфера Аполлония и. т. д.

· Формулировки. При изучении стереометрии полезно спрашивать у школьников, выполняется ли это в планиметрии. Можно попросить сформулировать аналогичное планиметрическое утверждение и выяснить, верно ли оно (см. пункт 1). 

· Доказательства. Многие теоремы стереометрии и доказываются аналогично соответствующим теоремам планиметрии (например, теоремы, связанные с ГМТ, векторами, координатами, площадями и объемами). 

Также стоит отметить, что стереометрические случаи для некоторых теорем доказываются значительно проще (например, теорема Дезарга).

· Полезно обсуждать и более общие вещи. В каких разделах геометрии больше верных аналогий и почему? В каких разделах чаще встречаются неверные аналогии?

· Можно обсуждать на уроках и предлагать учащимся в качестве самостоятельных исследований сравнительный анализ ряда тем в планиметрии и стереометрии, например: параллельность прямых (плоскостей), замечательные точки треугольника (тетраэдра), площади (объемы) и. т. д.

Приведем источники, которые можно для этого использовать.

Я.П. Понарин «Элементарная геометрия», том 2, «Стереометрия», – М.: МЦНМО, 2008.

Я.П. Понарин «Элементарная геометрия», том 3, «Треугольники и тетраэдры», – М.: МЦНМО, 2009.

В.В. Прасолов «Задачи по стереометрии», – М.: МЦНМО, 2010.

А.А. Заславский «Cравнительная геометрия треугольника и тетраэдра» (15-я летняя конференция международного математического Турнира городов). http://www.turgor.ru/lktg/2003/treutetr.ru/index.htm

Критерии проверки. Первая часть оценивалась, исходя из 6 баллов (по 2 балла за каждый пункт). Учитывалось не столько количество приведенных примеров, сколько их разнообразие, а также их актуальность для работы со школьниками. 

Кроме того, оценивалось общее понимание: для каких пунктов какие разделы геометрии наиболее показательны для выбора примеров. За неверные примеры и за нечеткие формулировки утверждений баллы снимались.

К сожалению, ряд участников воспользовались интернет - источниками сомнительного качества, что привело к различным опечаткам и ошибкам.

Вторая часть оценивалась, исходя из 4 баллов. Здесь критерии были менее «жесткими»: оценивалась «конкретика» (каким образом имеет смысл использовать аналогии) и «аргументация» (для чего это можно и нужно делать). 
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