Семнадцатый заочный творческий конкурс учителей по математике

Публикуемые решения задач и комментарии написаны жюри конкурса с привлечением фрагмента работы одного из участников.

Задания конкурса, ответы, решения, комментарии и критерии проверки

I. Решите задачи.

№1. Существует ли трёхзначное натуральное число, удовлетворяющее двум условиям:

1) цифры в его десятичной записи попарно различны;

2) на русском языке оно записывается тремя словами так, что все слова начинаются с одной и той же буквы?

Ответ: существует.

Решение. Например, 147.

Г. Вольфсон

Критерии проверки. 

Приведено верное решение и получен верный ответ – 10 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№2. В клетках таблицы nґn записаны в произвольном порядке попарно различные числа. Сначала упорядочили по возрастанию числа в каждой строке, затем это же сделали в каждом столбце. Можно ли утверждать, что после второй операции числа в строках по-прежнему записаны в порядке возрастания?

Ответ: можно.
Решение. Рассмотрим произвольную k-ую строку. Пусть на i-ом месте стоит число а. Это значит, что в i-ом столбце предыдущие числа меньше а, и всего в этом столбце k чисел, не превосходящих а. До упорядочивания столбцов в каждой строке, в которой находилось каждое из этих чисел, перед ним стояли меньшие числа. Значит, в каждом столбце, предшествующем i-му, набирается не менее k чисел, меньших а. После упорядочивания столбцов эти числа собираются в первых k строках, и в k-ой строке перед а стоят меньшие числа.
Ю. Игнатов
Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Утверждение доказано только для квадрата размером 2(2  – 3 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№3. Про некоторое число k известно, что числа (2k + 1) и (3k + 1) – точные квадраты. Докажите, что k делится на 40.

Решение. Из условия задачи следует, что k –  целое неотрицательное число.

Докажем, что k делится на 5. Квадрат натурального числа при делении на 5 может давать остатки 0, 1 или 4. 

1) Если 2k + 1 є 0 (mod 5), то 2k є 4 (mod5), тогда k є 2 (mod 5). В этом случае, 3k + 1 є 2 (mod 5), что невозможно. 

2) Если 2k + 1 є 4 (mod 5), то 2k є 3 (mod 5), тогда k є 4 (mod 5). Следовательно, 3k + 1 є 3 (mod 5), что также невозможно. 

3) Если 2k + 1 є 1 (mod 5), то 2k є 0 (mod 5), тогда k є 0 (mod 5). Значит, 3k + 1 є 1 (mod 5), тогда k кратно 5.

Докажем, что k делится на 8. Квадрат натурального числа при делении на 8 может давать остатки 0, 1 или 4. 

1) Если 2k + 1 є 0 (mod 8), то 2k є 7 (mod 8), тогда k не может быть целым числом.

2) Если 2k + 1 є 4 (mod 8), то 2k є 3 (mod 8), тогда k также не может быть целым.

3) Если 2k + 1 є 1 (mod 8), то 2k є 0 (mod 8), тогда k є 0 (mod 8) или k є 4 (mod 8). 

В первом случае, 3k + 1 є 1 (mod8), 3k є 0 (mod 8), следовательно, k кратно 8.

Во втором случае, 3k + 1 є 5 (mod 8), что невозможно.

Так как k делится на 5 и на 8, а числа 5 и 8 взаимно простые, то k делится на 40, что и требовалось доказать.

Фольклор, предложил А. Блинков
Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведено в целом верное рассуждение, но при рассмотрении остатков от деления на 5 или на 8 обоснования не полные – 7 баллов

Доказана только делимость на 20 – 5 баллов

Доказана только делимость на 8 – 3 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№4. Найдите все значения параметра а, при которых на графике функции 
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существуют такие четыре точки, что касательные проведенные в них к графику этой функции параллельны прямой 
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Решение. Конечно, надо найти все значения параметра а, при которых уравнение 
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имеет ровно 4 различных решения. Заметим, что при а = 0 
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 и эта функция не удовлетворяет условию задачи. В дальнейшем 
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. Прежде чем вычислять производную, преобразуем функцию 
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. График 
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 находится выше оси ОХ, имеет две вертикальные асимптоты 
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 (односторонние пределы в каждой равны +
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), и имеет горизонтальную асимптоту у = 0. Между вертикальными асимптотами 
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. Найдем при каком значении х 
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. Несложно показать, что это и есть точка локального минимума для 
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Для этого надо подставить найденное значение в f’ и решить неравенство f’(x) < 1 относительно a. Это можно сделать «в лоб», применяя различные преобразования и получая ответ различной степени громоздкости.   Например, 
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 < 1. Тогда 
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Но можно применить трюк (В. Франк, Санкт-Петербург): 

 = 

. Далее вспомним, что 

. Тогда подстановка этих выражений в f’ не представляет трудностей: 
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Откуда 

,

Очень часто сложно найти точку перегиба для графика функций вида f(x) = 
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, где P(x) – многочлен степени не выше третьей, а Q(x) – многочлен степени не выше второй с действительными корнями. Выделение целой части и разложение на простейшие дроби помогает это сделать.
А. Иванищук
Критерии проверки (баллы суммируются). 

Функция представлена в виде суммы простейших дробей и найдена производная – 1 балл

Найдены вторая производная и значение аргумета, которое обращает её в ноль – 5 баллов

Производная исследована на монотонность и сделан вывод о количество решений f'(x) = 1 – 1 балл

Решено финальное неравенство относительно a и получен верный ответ – 3 балла.

№5. Два треугольника единичной площади, симметричные относительно некоторой точки О, в пересечении образуют шестиугольник. Найдите наибольшее значение его площади.
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Рис. 5
Ответ: 2/3. 

Решение. Пусть треугольники АВС и А1В1С1 симметричны относительно О. Их пересечением является шестиугольник, если каждая сторона одного треугольника пересекает две стороны другого. Обозначим получившийся шестиугольник через KLMNPQ (см. рис. 5).

Так как образом прямой при центральной симметрии является прямая, ей параллельная, то противолежащие стороны шестиугольника попарно параллельны. Кроме того, эти стороны попарно равны. Действительно, симметричны прямые АВ и А1В1, В1С1 и ВС, поэтому симметричны точки K и N их пересечения. Аналогично, симметричны точки L и P, поэтому симметричны стороны KL и NP. Для других пар противолежащих сторон рассуждения аналогичны.

Из параллельности противолежащих сторон следует, что треугольники AKQ и АВС подобны, значит, 

, где S – площадь треугольника АВС. Аналогично, из подобия треугольников PNC и АВС получим, что 

, а из подобия LBM и АВС: 

. Так как PN = KL, S = 1, то сумма площадей трёх рассмотренных треугольников равна 

.

Воспользуемся неравенством между средним квадратичным и средним арифметическим: 

, которое преобразуем к виду 

. Тогда 

. Тогда площадь шестиугольника KLMNPQ не превосходит 

. 

Это значение достигается, если точка О является их общей точкой пересечения медиан. Действительно, в этом случае В1С1 пересекает отрезок АО в его середине, поэтому коэффициент подобия треугольников AKQ и АВС равен 

, а отношение их площадей равно 

. Аналогично для треугольников PNC и LBM.
В работах некоторых участников для упрощения выкладок использовалось аффинное преобразование, переводящее данные треугольники в правильные. Это корректно, так как такое преобразование сохраняет отношение площадей фигур. Возможны также решения, использующие счёт в координатах.

В качестве примера, показывающего, что найденное значение достигается, можно рассматривать не произвольные, а равносторонние треугольники, симметричные относительно точки пересечения медиан (независимо от способа решения).

Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Верно и обосновано проведена оценка, но отсутствует пример – 8 баллов

Приведены только верный ответ и пример – 2-3 балла

Приведен только верный ответ – 1 балл

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

II. Методический блок

№6. Магазин дает Наташе персональную скидку 20% при покупке дыни. А еще у Наташи в этом месяце есть скидка по акции — 5%, которая применяется после всех других скидок и действует на весь чек. Наташа сходила в магазин и купила дыню весом 4,325 кг. Ей дали бумажный чек и еще прислали электронный чек в приложении. На бумажном чеке было написано:

Дыня Торпеда, кг 

66.50 * 4.325 = 287.61 

скидка = 15.14 

Итого к оплате: 287.61 

Скидки: 

— Акция 15.14

— Персональная скидка 18.00 

Ваша скидка составила 33.14 

ИТОГ: 287.61

В приложении было написано так:

Покупка: 287.61р. 

Скидка по акции: 15.14р.

Дыня Торпеда 4.325кг x 70.00 ( Розничная Цена - 88.00) = 302.75р. (Скидка 77.85р.)

ИТОГО СКИДКА: 77.85р.

Найдите все ошибки в чеках. Правильно ли Наташе посчитали скидки? И сколько же в итоге составила скидка?

Комментарий. В первую очередь заметим, что цена в чеках указана разная: 66.50 в бумажном,  в электронном написано, что розничная цена 88.00, но для этого чека 70.00 – похоже, это применили скидку 20% : 20%·88 = 17,6 и округлили до 18 (это подтверждает бумажный чек), поэтому получилась цена 70.00. 18 рублей скидки, помноженные на 4.325 кг дадут как раз скидку 77.85 р. Получается, что столько составила персональная скидка, без учета скидки по акции. Правильно в электронном чеке: Скидка 77.85. Ошибка в электронном чеке: про эту сумму написано «ИТОГО СКИДКА», но это еще не итоговая скидка.

В бумажном чеке написано, что персональная скидка составила 18 рублей, но это скидка с одного килограмма дыни, а не со всей дыни. Итак, дыня стоила 88 рублей за килограмм, персональная скидка снизила цену до 70 рублей за килограмм, стоимость без учета акции составила 302.75 рублей. Теперь учтем акцию. Если цену 70 рублей за кг уменьшить на 5% получится 66.50. Именно эту цену мы видим в бумажном чеке.

Умножив 66.50 на 4.325 кг и отбросив доли копеек, получим итоговую стоимость 287.61 р. 302,74 – 287,61=15,14. Скидка по акции составила 15.14 рублей со всей дыни.

Тут мы обнаруживаем еще одну ошибку в бумажном чеке: при подсчете итоговой скидки суммируется персональная скидка за килограмм (18 рублей) и скидка по акции за всю дыню 15.14 рублей. Получается 33.14 рублей – это бессмысленное число. Реальная итоговая скидка составила 77,85 + 15,14 = 92,99 рублей.

Таким образом, скидки подсчитали правильно, но в чеках написали разное, нигде не отразив верно итоговую скидку. Дыня стоила 88 рублей за кг, но Наташа её купила за 66.50 рублей. На 4.325 кг дыни Наташа сэкономила 92.99 рублей.
Предложила Н. Нетрусова
Критерии проверки (баллы суммируются). 

Указано, что розничная цена из электронного чека не точно соответствует подсчитанной по бумажному, из-за чего есть небольшие расхождения в числах – 1 балл

Указано, что ИТОГО СКИДКА в электронном чеке, на самом деле, не итоговая – 2 балла

Указано, что скидка в бумажном чеке считается с килограмма – 1 балл

Указано, что в бумажном чеке складывается скидка с килограмма и акционная с покупки, а это бессмысленно – 4 балла

Верно вычислена итоговая скидка – 2 балла

В заданиях №7 и №8 могут содержаться математические ошибки и недочёты (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Укажите, корректно ли условие «задачи». Если оно некорректно, то объясните, почему это так. Если неверно «решение», то укажите все ошибки и недочёты, поясните их суть, а затем приведите верное решение.



№7. «Задача». В треугольнике АВС на стороне АС отмечены точки М и K на расстоянии 2 и 6 от вершины А соответственно. Найдите радиус окружности, проходящей через точки М и K, и касающейся прямой АВ, если (ВАС = 30(. 

«Ответ»: 2.
«Решение». Пусть Р – точка касания АВ и окружности (см. рисунок). По свойству касательной и секущей, проведенных из одной точки к окружности: 

, то есть 

. 

Из треугольника АРМ по теореме косинусов: 

 = 

. Значит, РМ = 2 = АМ, то есть треугольник АРМ – равнобедренный. Тогда 

, а 

 (по свойству внешнего угла треугольника). Так как АРМ – угол между касательной и хордой, а PKM – вписанный угол, опирающийся на дугу РМ, то 

. Тогда угол MPK – прямой, значит, МK – диаметр данной окружности. Но 

, поэтому искомый радиус окружности равен 2.

Комментарий. Условие задачи корректно, но ни ответ, ни решение не могут быть признаны верными, так как рассмотрен только один из двух возможных случаев.




Действительно, по условию задачи, окружность касается прямой АВ. Поэтому, точка касания может лежать не только на стороне АВ, но и вне ее. Если точка Р лежит на луче АВ, то решение приведено выше (в приведенном тексте нигде не использовалось, что Р лежит между А и В). 

Рис. 7

Если же точка А лежит между точками Р и В (см. рис. 7), то (МАР = 150(, АР = 

 (как показано выше). Тогда, используя теорему косинусов в треугольнике АРМ, получим: 

 = 

 = 28. Из треугольника АРК (также по теореме косинусов) получим, что 

 = 

 = 84. Пусть теперь 

. Запишем теорему косинусов для треугольника РКМ: 

. Отсюда, учитывая найденные значения для РМ и РК, получим, что 

, значит, 

.
[image: image34.wmf]Тогда по следствию из теоремы синусов искомый радиус: 

. 

Таким образом, ответ: 2 или 14.

Отметим, что в решении задачи никак не используется расположение точек В и С, то есть треугольник АВС к сути задачи отношения не имеет. 
Отметим также, что если для решения использовать координатный метод, то оба ответа получатся сразу при решении соответствующей системы уравнений.

Действительно, рассмотрим систему координат с началом в точке А и осью абсцисс АМ (положительное направление задает луч АМ). Тогда М(2; 0), К(6; 0). Центр данной окружности О(хо; уо) лежит на серединном перпендикуляре к хорде МК, поэтому хо = 4. Таким образом, уравнение окружности имеет вид: 

. Так как точка М лежит на окружности, то ее координаты удовлетворяют этому уравнению, то есть 

 (*). 

Прямая АВ проходит через начало координат и образует с осью абсцисс угол 30о, значит, она задается уравнением 

. Искомый радиус R равен расстоянию от точки О до прямой АВ. Используя формулу 

 для вычисления расстояния d от точки (хо; уо) до прямой ах + by + с = 0, получим: R = 

. После возведения в квадрат и очевидных преобразований получим, что 

. (**)

Из равенств (*) и (**) получим уравнение с переменной уо, которое после упрощений примет вид: 

. Тогда уо = 0 или 

. Из (*) в первом случае R = 2, а во втором случае R = 14.
Предложила Е. Гладкова

Критерии проверки (баллы 1) и 2) суммируются). 

1) Указано, что условие «задачи» корректно – 1 балл

Верно указано, что не разобран второй случай – 4 балла

2) Верно и обосновано рассмотрен второй случай и получен верный ответ – 5 баллов

Второй случай рассмотрен, но допущена вычислительная ошибка – 2 балла

№8. Попарно различные действительные числа x1, x2,, ..., xn таковы, что 

 = 

 = .... = 

. При каждом натуральном n > 1 найдите сумму 

.

«Ответ»: 2.
«Решение». Данные числа являются корнями многочлена 

, где 

. Приведем его к стандартному виду: 

. Тогда, используя теорему Виета, получим: 

 = 

 = 22 – 2(1 = 2.

Комментарий. Условие «задачи» корректно не для всех значений n. Так, при n ( 5 задача не имеет смысла, так как указанных действительных чисел не существует. В самом деле, многочлен P(x) = 

 при любом c имеет не более четырёх различных действительных корней, так как P’(x) = 

 имеет три нуля. Значит, P’(x) имеет не более трех экстремумов а между каждыми двумя соседними корнями многочлена обязательно имеется экстремум (по теореме Ролля).
Из аналогичных соображений можно получить, что, если n равно 2, 3 или 4, то существуют значения c такие, что многочлен будет иметь 2, 3 или 4 корня соответственно. Следовательно, задача корректна только при n равном 2, 3 или 4.

Кроме того, приведенное «решение» верно только при n = 3; 4. А при n = 2 сумма попарных произведений корней многочлена вырождается в произведение корней, которое на самом деле равно не 1, а зависит от c и равно 1 – с. Это связно с тем, что в этом случае член xn–2 вырождается и необходимо использовать значение свободного члена.

Приведём одно из возможных верных рассуждений. При n = 2 рассмотренный в «решении» многочлен принимает вид (x – 1)2 – c, при этом два различных действительных корня этот многочлен имеет при c > 0. Запишем его в стандартном виде x2 – 2x + 1 – c и по теореме Виета получим x12 + x22 = (x1 + x2)2 – 2x1x2 = 22 – 2(1 – c) = 2 + 2c, то есть, искомая сумма может принимать любые значения, большие двух.
Ответ: 

 при n = 2; 2 при n = 3 или n = 4.
Некоторые участники отмечали, что в теореме Виета используются в том числе и комплексные корни. Но из условия задачи сразу следует, что у рассмотренного многочлена ровно n различных действительных корней. Возможно, в решении и стоило обратить на это внимание, но ошибкой это не является, и баллы за это не начислялись.
Предложил И. Эльман

Критерии проверки (баллы суммируются).
Указано, что при n = 2 приведенный в «решении» ответ неверен – 1 балл.

Объяснено, в чем состоит ошибка в «решении» – 1 балл.

Приведено верное решение для случая n = 2 – 2 балла.

Доказано, что при n ( 5 задача некорректна – 4 балла.

Указано, что при при n = 3; 4 «решение» верно (или приведено собственное) и доказано, что при этих n задача корректна – 2 балла.

III. Аналитический блок.
№9. Не секрет, что содержание работы учителя в значительной степени зависит от содержания независимых экзаменов (в настоящий момент, это ЕГЭ и ОГЭ). Давайте предположим, что Ваши ученики не должны сдавать никакие экзамены (и нет других форм внешнего контроля Вашей работы), а Вы просто хотите научить их математике. 

Как бы Вы изменили содержание своей работы?

1) Какие разделы или темы школьной программы Вы бы не стали изучать вообще?

2) Изучение каких разделов или тем Вы бы существенно сократили?
3) Какие разделы или темы, которых в программе сейчас нет, Вы бы добавили?

4) Изучение каких разделов или тем существующей программы Вы бы расширили?

5) Изменили бы Вы методику (технологию) своей работы со школьниками? Если да, то как именно?

Свои ответы в каждом пункте, пожалуйста, обоснуйте. Не забудьте указывать классы, в работу с которыми Вы бы вносили те или иные изменения.

Комментарий. Это задание не подразумевает наличия правильных или неправильных ответов, поэтому его объективная оценка затруднительна. При этом, члены жюри старались оценивать не степень своего личного согласия с автором (тем более что «идеальная учебная программа» для разных учеников разная), а полноту ответа. Если автор чётко разделял ответы на пять вопросов задания, то за краткий ответ на один вопрос (например, перечисление тем, которые предлагается добавить), начислялся 1 балл, а за более подробное обоснование по одному вопросу – 2 балла. Если какой-то вопрос игнорировался (обычно пятый, про методику), то соответствующие ему два балла снимались. Если автор не хотел ничего менять и мотивировал это, то не снимались. Особенно интересный разбор одного вопроса мог оцениваться и выше двух баллов. Однако, если автор предлагал многое добавить в программу (и даже пояснял, зачем), но не пояснял, за счёт чего можно изыскать на это время, оценка ответа понижалась.

Не оценивались в баллах (даже если были с интересом прочитаны):

1) Рассуждения автора на близкие темы (например, о количестве часов в учебном плане).

2) Предложения, как можно улучшить работу, явно не имеющие отношения к наличию или отсутствию внешнего контроля.

3) Критика имеющихся учебников. Мы считаем, что на экзаменах в настоящее время проверяется не степень овладения материалом конкретного учебника. Проблема подбора материалов к уроку при нехватке адекватных задач в конкретном учебнике и наличии неподходящих затрудняет работу учителя, но не имеет отношения к поставленному вопросу.

Предложил А. Блинков
Публикацию подготовили И. Барышев, А. Блинков, А. Волкова, А. Заславский, А. Иванищук, Н. Нетрусова, И. Раскина, А. Хачатурян, И. Эльман.
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