Гимназия 1543, 8-В класс                                                                   Листик 10.75,  31 мая 2010.

Некоторые задачи экзамена.

21. В библиотеке n книг и несколько читателей (каждый прочел хотя бы одну книгу). Про любые k книг (1kn) известно, сколько читателей прочитало их все. Как найти общее число читателей?

22. а) В компании из n человек каждый узнал новый анекдот. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им анекдоты. Докажите, что не более чем за 2n – 3 телефонных разговора все могут узнать все анекдоты.

б) Пусть людей больше 3. Докажите, 
что им хватит 2n - 4 разговоров.

23. Дана окружность w и прямая a. Постройте правильный треугольник так, чтобы он был описан около окружности w, и одна из его вершин лежала на прямой a.
24. Девятнадцать человек пошли в поход, и каждый взял с собой одну ложку. После завтрака, когда все ложки помыли, участники похода берут ложки по росту – сначала самый маленький, потом следующий и так далее до самого большого. Самый маленький берет себе первую попавшуюся, а остальные если могут, то берут свою, а если не могут ‑ то берут любую из оставшихся. Сколько различных вариантов распределений ложек по людям может получиться?
25. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля, уменьшенное на 1, равно сумме всех чисел, заполняющих параллелограмм, ограниченный левой и правой диагоналями, на пересечении, которых стоит число (сами диагонали в параллелограмм не включаются).

26. Докажите, что 13 + 23 + 33 + ... + 9993  делится на 1000

27. Докажите, что при всех натуральных n справедлива формула 
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28. Из вершины A квадрата ABCD внутрь квадрата проведены два луча, на которые опущены перпендикуляры ВК, BL, DM и DN из вершин B и  D. Докажите, что отрезки KL и MN равны и перпендикулярны друг другу.

29. Куб со стороной 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1*20*20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

30. Может ли число, сумма цифр которого равна 2010, быть полным квадратом?

31. На окружности отмечено 2007 белых точек и одна чёрная точка. Каких многоугольников с вершинами в этих точках больше: содержащих чёрную вершину или не содержащих её и на сколько? 
32. Найдите НОД всех 10-значных чисел состоящих из различных цифр.

33. Найдите композицию поворота и осевой симметрии, ось которой проходит через центр поворота.

34. Найдите сумму 1 n + 2 (n – 1) + 3 (n – 2) + ... + n 1.

35. Решите в натуральных числах уравнение x2 =y2+2y+13.

36. Сколько двоек в разложении числа 
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 на простые множители?
37. Старинная крепостная стена когда-то имела форму квадрата. Со временем она разрушилась, однако сохранилась минимальная часть каменной кладки на двух противоположных  сторонах квадрата, а также остатки арсенала, который располагался в центре квадрата. Восстановите крепостную стену

38. Число 
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 записали в виде a+b
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 с целыми a и b. Докажите, что|a2-2b2|=1

39. Установите биекцию точками интервала (-1,1) и точками прямой y=1.

40. Установите биекцию между множеством путей из левой нижней вершины прямоугольника mn в правую верхнюю, двигающихся только вверх и вправо по линиям сетки; и множеством слов состоящих из m букв «а» и n букв «у».
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