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Íåðàâåíñòâà è îöåíêè

Íà÷íåì ñ ñîâñåì ïðîñòîé çàäà÷è.
1. Íà äîñêå íàïèñàíû 10 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ äâóõ

èç íèõ íå ìåíüøå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë
íå ìåíüøå 25.
⊳ Òóò äàæå è äîêàçûâàòü-òî îñîáî íå÷åãî: ðàçîáüåì

÷èñëà íà ïÿòü ïàð. Â êàæäîé ïàðå ñóììà íå ìåíüøå 5,
âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 25.⊲

Òåïåðü íåìíîãî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à.
2. Íà äîñêå íàïèñàíû 9 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ äâóõ èç

íèõ íå ìåíüøå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë íå
ìåíüøå 22,5.

(Åñëè âñå ÷èñëà ðàâíû 2,5, òî è ïîëó÷èòñÿ 22,5.)
⊳Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ìîæíî

âûáðàòü ÷åòûðå ïàðû, è îäíî ÷èñëî îñòàíåòñÿ. Â
êàæäîé ïàðå ñóììà íå ìåíüøå 5, âñåãî 20. Åñëè áû ìû
çíàëè, ÷òî îñòàâøååñÿ áåç ïàðû ÷èñëî íå ìåíüøå 2,5, òî
ìû ïîëó÷èëè áû òðåáóåìîå. Íî ãàðàíòèðîâàòü ýòî ìû
íå ìîæåì. Ñêàæåì, åñëè îäíî èç ÷èñåë ðàâíî íóëþ, à
îñòàëüíûå ðàâíû 5, òî ñóììà ëþáûõ äâóõ áóäåò íå
ìåíüøå 5 (à èìåííî, 5 èëè 10). Ïðè ýòîì íåïàðíûì
ìîæåò îêàçàòüñÿ íîëü.

Íàâåðíîå, âû óæå ñîîáðàçèëè, êàê çàâåðøèòü ðàñ-
ñóæäåíèå. Ðàçáèåíèå íà ïàðû â íàøèõ ðóêàõ, è ìû
ìîæåì îñòàâèòü íåïàðíûì ëþáîå èç ÷èñåë. Â ëþáîé
ïàðå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 2,5 èëè áîëüøå. Íàì

äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë òàêîâî  �
ìîæíî îñòàâèòü íåïàðíûì èìåííî ýòî ÷èñëî, è âñå
ïîëó÷èòñÿ.⊲

Óñëîæíèì çàäà÷ó åùå íåìíîãî.
3. Íà äîñêå íàïèñàíû 10 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ òðåõ

èç íèõ íå ìåíüøå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë
íå ìåíüøå 50/3.
⊳Èñïîëüçóåì òîò æå ïðèåì: â ëþáîé òðîéêå ÷èñåë

áîëüøåå ðàâíî 5/3 èëè áîëüøå (èíà÷å âñå òðè ÷èñëà
ìåíüøå 5/3, è ñóììà ìåíüøå 5). Âîçüìåì îäíî èç
òàêèõ ÷èñåë (íå ìåíüøèõ 5/3), îñòàíóòñÿ òðè òðîéêè,

â êàæäîé èç êîòîðûõ ñóììà íå ìåíüøå 5. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ êàê ìèíèìóì ( )3 5 5 3 50 3◊ + = .⊲

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ îñòàâàëîñü îäíî ÷èñëî.
À ÷òî áóäåò, åñëè îñòàíåòñÿ äâà?

4. Íà äîñêå íàïèñàíû 11 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ òðåõ
èç íèõ íå ìåíüøå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë
íå ìåíüøå 55/3.

Ìîæíî ðåøèòü ýòó çàäà÷ó àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
(ñì. çàäà÷ó 14 è óêàçàíèå ê íåé). Íî ìû ïðèâåäåì
äðóãîå ðåøåíèå, êîòîðîå îáîáùàåòñÿ íà ëþáûå êîëè÷å-
ñòâà.
⊳Îáîçíà÷èì íàøè ÷èñëà …1 11, ,a a  è çàïèøåì èõ ïî

êðóãó. Ñóììà ëþáîé òðîéêè ñîñåäåé íå ìåíüøå 5 (ïî
óñëîâèþ):
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Ñëîæèì ýòè îäèííàäöàòü íåðàâåíñòâ. Êàæäîå ÷èñëî
âñòðå÷àåòñÿ òðè ðàçà (âõîäèò â òðè òðîéêè), ïîýòîìó
ïîëó÷èòñÿ

( )1 2 113 55a a a+ + + ≥… ,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.⊲

Âåðîÿòíîñòè è îæèäàíèÿ

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì äðóãîå ðåøåíèå ïîñëåäíåé
çàäà÷è � íà ÿçûêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü â ÿùèêå (èëè, êàê ëþáÿò ãîâîðèòü â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, â óðíå) ëåæàò 11 øàðîâ, íà êîòîðûõ
íàïèñàíû ÷èñëà …1 2 11, , ,a a a . Ìû âûíèìàåì îäèí èç
øàðîâ íå ãëÿäÿ, è íàì äàþò ñòîëüêî ðóáëåé, ñêîëüêî íà
íåì íàïèñàíî.

Ñêîëüêî ìû áóäåì âûèãðûâàòü â ñðåäíåì çà èãðó,
åñëè èãðàòü ìíîãî ðàç? Êàæäûé ðàç âûíóòûé øàð
âîçâðàùàþò â óðíó, è åå ñîäåðæèìîå ïåðåìåøèâàþò.
Íåñëîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî îòâåò òóò � ñðåäíåå àðèôìå-
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òè÷åñêîå âñåõ ÷èñåë,

+ + += …1 2 11

11

a a a
S .

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìû èãðàåì áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ðàç. Ïîñêîëüêó âñå øàðû íà îùóïü îäèíàêîâûå è èõ
ïåðåìåøèâàþò, òî îíè áóäóò ïîïàäàòüñÿ íàì îäèíàêîâî
÷àñòî. Â 1/11 äîëå âñåõ èãð íàì ïîïàäåòñÿ øàð 1a , â
1/11 äîëå � øàð 2a  è òàê äàëåå. Âñåãî ìû âûèãðàåì (çà
N èãð)

+ + +…1 2 11
11 11 11

N N N
a a a ,

è â ñðåäíåì íà îäíó èãðó ïðèäåòñÿ êàê ðàç S. Â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ñðåäíèé âûèãðûø çà áîëüøîå ÷èñëî èãð
íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âûèãðûøà,
òàê ÷òî â äàííîé èãðå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèã-
ðûøà ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó âñåõ ÷èñåë.

À ÷òî áóäåò, åñëè ðàçðåøèòü êîìàíäå èç òðåõ ÷åëîâåê
À, Á è Â âûíèìàòü ïî øàðó? Ìû èìååì ââèäó, ÷òî
øàðû âûíèìàþò áåç âîçâðàùåíèÿ, òàê ÷òî â óðíå
îñòàåòñÿ 8 øàðîâ. Êàêîâî áóäåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå âûèãðûøà êîìàíäû (ñðåäíèé âûèãðûø â ðàñ÷åòå
íà îäíó èãðó)?

ßñíî, ÷òî ïî-ïðåæíåìó êàæäûé èç èãðîêîâ áóäåò
âûíèìàòü âñå øàðû îäèíàêîâî ÷àñòî (âåäü òîò ôàêò,
÷òî êòî-òî äî òåáÿ íå ãëÿäÿ âûíóë øàð, íå ìåíÿåò
ðàâåíñòâà øàíñîâ). Çíà÷èò, êàæäûé èç èãðîêîâ áóäåò
â ñðåäíåì âûèãðûâàòü S, à âñÿ êîìàíäà � â ñðåäíåì 3S.

Òåïåðü âñïîìíèì óñëîâèå çàäà÷è: ñóììà ëþáûõ òðåõ
÷èñåë íå ìåíüøå 5. Çíà÷èò, â êàæäîé èãðå êîìàíäà
âûèãðûâàåò íå ìåíüøå 5, è ñðåäíèé âûèãðûø òîæå íå
ìåíüøå 5. Òàêèì îáðàçîì,

+ + += × ≥…1 2 113 3 5
11

a a a
S ,

ïîýòîìó + + + ≥…1 2 11 55 3a a a , ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-
êàçàòü.

Ýòî ðàññóæäåíèå âûãëÿäèò íåñòðîãèì: ÷òî çíà÷èò
«áîëüøîå ÷èñëî èãð», «â ñðåäíåì îäèíàêîâî ÷àñòî» è
ò.ä.? Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå äàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé, íî îíî âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé ñòàòüè.
Ìû, îñòàâàÿñü íà óðîâíå ïðàâäîïîäîáíûõ íåñòðîãèõ
ðàññóæäåíèé, ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïîäîáíûõ
ïðèìåðîâ.

Ñëó÷àéíûå ðàññòàíîâêè

5. Â êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè ×8 8  ñòîÿò ïëþñû
è ìèíóñû, ïðè÷åì ïëþñîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ìèíóñîâ
(ïî 32). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê ðàññòàâèòü 8
ëàäåé, íå áüþùèõ äðóã äðóãà, ÷òîáû íå ìåíüøå 4 ëàäåé
ñòîÿëè íà ïëþñàõ.
⊳Áóäåì ñòàâèòü ëàäüè (ïðîíóìåðóåì èõ îò 1 äî 8) íà

äîñêó ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè
âñå ðàññòàíîâêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëàì (ëàäüè
íå áüþò äðóã äðóãà: íà êàæäîé âåðòèêàëè è ãîðèçîíòà-
ëè èõ ïî îäíîé).

Âûáåðåì êàêóþ-òî îäíó èç ëàäåé. Íà êàêóþ êëåòêó
ó íåå áîëüøå øàíñîâ ïîïàñòü: íà a1 èëè, ñêàæåì, íà e1?
Îäèíàêîâî, ïîòîìó ÷òî â ëþáîé ðàññòàíîâêå ìîæíî
ïåðåñòàâèòü âåðòèêàëè a è e (âìåñòå ñ ëàäüÿìè, íà íèõ

ñòîÿùèìè), è ðàññòàíîâêè îäíîãî òèïà ñîîòâåòñòâóþò
ðàññòàíîâêàì äðóãîãî. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì øàíñû
ïîïàñòü íà e1 òàêèå æå, êàê, ñêàæåì, íà e4 (ïåðåñòàâ-
ëÿåì ïåðâóþ è ÷åòâåðòóþ ãîðèçîíòàëè). Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âîîáùå ó ýòîé ëàäüè
ðàâíûå øàíñû ïîïàñòü âî âñå êëåòêè äîñêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå ðàâíûå øàíñû ïîïàñòü íà ïëþñ
è íà ìèíóñ (ïî óñëîâèþ ðîâíî ïîëîâèíà êëåòîê çàíÿòà
ïëþñàìè è ïîëîâèíà ìèíóñàìè). Åñëè çà ïëþñ åé äàþò
ðóáëü, à çà ìèíóñ îòáèðàþò, òî â ñðåäíåì ëàäüÿ áóäåò
îñòàâàòüñÿ «ïðè ñâîèõ».

Òåïåðü âíèìàíèå: ðàç êàæäàÿ ëàäüÿ îñòàåòñÿ â ñðåä-
íåì ïðè ñâîèõ, òî è âñÿ êîìàíäà îñòàåòñÿ â ñðåäíåì ïðè
ñâîèõ. À åñëè áû óòâåðæäåíèå çàäà÷è áûëî íåâåðíî
(âñåãäà áîëüøå ëàäåé íà ìèíóñàõ, ÷åì íà ïëþñàõ), òî
êîìàíäà áû âñåãäà ïðîèãðûâàëà, à ïîòîìó è â ñðåäíåì
áû ïðîèãðûâàëà � ïðîòèâîðå÷èå.⊲

Ñëó÷àéíûå òî÷êè

6. Èçâåñòíî, ÷òî áîëåå ïîëîâèíû ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè çàíèìàþò îêåàíû. Èñïîëüçóÿ èç ãåîãðàôèè òîëüêî
ýòîò ôàêò, äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè äâå äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, îáå ïîïàâøèå â
îêåàí.
⊳Áóäåì âûáèðàòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè

Çåìëè (èëè ãëîáóñà). Åñëè äåëàòü ýòî ìíîãî ðàç, òî
áîëüøå ÷åì â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ âûáðàííàÿ òî÷êà A
áóäåò ïîïàäàòü â îêåàí (îíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íà ïî âñåé ïîâåðõíîñòè Çåìëè, à îêåàíû çàíèìàþò
áîëüøå ïîëîâèíû).

Ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé òî÷êà B òîæå ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî âñåé ïîâåðõíîñòè Çåìëè è ïîòîìó áîëåå
÷åì â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ ïîïàäàåò â îêåàí. Çíà÷èò, ýòè
ñëó÷àè (A â îêåàíå è B â îêåàíå) èíîãäà äîëæíû
ïðîèñõîäèòü îäíîâðåìåííî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.⊲

Åñëè ýòî ðàññóæäåíèå êàæåòñÿ âàì ïîäîçðèòåëüíûì
(÷òî çíà÷èò «ñëó÷àéíàÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ
ïî ïîâåðõíîñòè Çåìëè òî÷êà»? ïî÷åìó äîëÿ ñëó÷àåâ, â
êîòîðûõ îíà ïîïàäàåò â îêåàí, îïðåäåëÿåòñÿ äîëåé
îêåàíîâ ïî ïëîùàäè?) � ýòî íå çðÿ. Ñòðîãîå åãî
îáîñíîâàíèå ñíîâà âûõîäèò çà ïðåäåëû ýòîé ñòàòüè.

Îäíàêî ïî ñóùåñòâó òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ìîæ-
íî èçëîæèòü è áåç âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü S � ÷àñòü
Çåìëè, çàíÿòàÿ îêåàíàìè. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ
åé îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè ÷àñòü ′S . (Îíà ñîñòî-
èò èç òî÷åê, ó êîòîðûõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ïîïàäàþò â îêåàí.) Ïëîùàäè S è ′S  îäèíàêîâû
(ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿåò ïëîùàäè). Åñëè óòâåðæäåíèå
çàäà÷è áûëî íåâåðíî, è îáùèõ òî÷åê ó S è ′S  íåò, òî
ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè
ñôåðû ñîäåðæàò áîëåå 50% ïëîùàäè êàæäàÿ.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å òàêîé ïðîñòîé ïåðåâîä ðàññóæ-
äåíèÿ íà ÿçûê ïëîùàäåé íåâîçìîæåí.

7. Íà áåëîé ñôåðå åñòü ÷åðíîå ïÿòíî, çàíèìàþùåå
íå áîëåå 10% åå ïëîùàäè. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
âïèñàòü êóá â ñôåðó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäíà
åãî âåðøèíà íå ïîïàëà â ýòî ïÿòíî.
⊳Âîçüìåì êóá ′ ′ ′ ′ABCDA B C D  (íàäëåæàùåãî ðàç-

ìåðà) è áóäåì âïèñûâàòü åãî â ñôåðó ñëó÷àéíûì



îáðàçîì. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé äîëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà âåðøèíà A ïîïàäàåò â ïÿòíî (âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ «A ÷åðíàÿ») ðàâíà 1/10, ïîñêîëüêó
âåðøèíà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî âñåé ñôåðå.

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì âåðøèíà B îêàçûâàåòñÿ ÷åðíîé
â 10% ñëó÷àåâ, è òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü ïðî
ëþáóþ èç 8 âåðøèí. Çíà÷èò, îñòàåòñÿ êàê ìèíèìóì
20% = 100% � 80% ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ âñå âåðøèíû
áåëûå (ìîæåò áûòü, ìåíüøå çà ñ÷åò ñëó÷àåâ, êîãäà
íåñêîëüêî âåðøèí ÷åðíûå). Ïîýòîìó êóá ìîæíî âïè-
ñàòü òðåáóåìûì ñïîñîáîì.⊲

Íà ñàìîì äåëå òóò ìû óæå ñåðüåçíî æóëüíè÷àåì è
çàìåòàåì ïîä êîâåð îñíîâíóþ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ: ïî÷å-
ìó ñëîâà «ñëó÷àéíî âïèñàííûé êóá» èìåþò ñìûñë è
ïî÷åìó âåðøèíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñôåðå.
Èíòóèòèâíî ýòî âûãëÿäèò ïðàâäîïîäîáíî è äåéñòâè-
òåëüíî ìîæåò áûòü ñòðîãî îáîñíîâàíî (õîòÿ ÿ íå çíàþ
íèêàêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ðàìêàõ øêîëüíîé
ïðîãðàììû).

Ñëó÷àéíûå ðàñêðàñêè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô � íåñêîëüêî òî÷åê
(âåðøèí), ñîåäèíåííûõ ëèíèÿìè (ðåáðàìè). Ðàñêðà-
ñèì âåðøèíû ãðàôà â äâà öâåòà (ñêàæåì, ÷åðíûé è
áåëûé). Ðåáðî íàçîâåì ðàçíîöâåòíûì, åñëè îíî (êàê
âû óæå äîãàäàëèñü) ñîåäèíÿåò âåðøèíû ðàçíûõ öâå-
òîâ.

Êîëè÷åñòâî ðàçíîöâåòíûõ ðåáåð çàâèñèò îò ðàñêðàñ-
êè. Åñëè ìû õîòèì ñäåëàòü ýòî ÷èñëî ìèíèìàëüíûì,
íåò íè÷åãî ïðîùå � äîñòàòî÷íî ïîêðàñèòü âñå âåðøèíû
â îäèí è òîò æå öâåò. À ÷òî áóäåò, åñëè ìû õîòèì
ñäåëàòü åãî ìàêñèìàëüíûì (äëÿ äàííîãî ãðàôà)? Îòâåò
çàâèñèò îò ãðàôà, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñåãäà ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü êàê ìèíèìóì ïîëîâèíó ðàçíîöâåòíûõ
ðåáåð.

8. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ìîæíî
ðàñêðàñèòü âåðøèíû â äâà öâåòà òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû êàê ìèíèìóì ïîëîâèíà ðåáåð îêàçàëèñü ðàçíî-
öâåòíûìè.
⊳Áóäåì ðàñêðàøèâàòü âåðøèíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì

(äëÿ ãðàôà ñ n âåðøèíàìè âîçìîæíî 2n  ðàñêðàñîê, è
ìû ñ÷èòàåì âñå èõ ðàâíîâåðîÿòíûìè). Äëÿ êàæäîé
ðàñêðàñêè ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðåáåð îêàæóòñÿ ðàçíî-
öâåòíûìè. Ýòî, êàê ãîâîðÿò, «ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà» �
îíà çàâèñèò îò âûáîðà ðàñêðàñêè.

Êàêîâî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé)? Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïóñòü â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà áðîñàþò ìîíåòó
(íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âåðøèí, òàê ÷òî âñå êîìáèíà-
öèè ðàâíîâåðîÿòíû), à íà êàæäîì ðåáðå äåæóðèò
èãðîê, êîòîðûé ïîëó÷àåò ðóáëü, åñëè ðåáðî îêàæåòñÿ
ðàçíîöâåòíûì (ìîíåòû â åãî êîíöàõ âûïàäóò ïî-ðàç-
íîìó). Ñêîëüêî â ñðåäíåì áóäóò çàðàáàòûâàòü èãðîêè
çà èãðó?

Êàæäûé èãðîê â ñðåäíåì âûèãðûâàåò â ïîëîâèíå èãð
(åñòü ÷åòûðå âàðèàíòà êîìáèíàöèè öâåòîâ íà åãî êîí-
öàõ, è â äâóõ èç íèõ ðåáðî ðàçíîöâåòíîå). Çíà÷èò,
êàæäûé èãðîê â ñðåäíåì âûèãðûâàåò ïîëòèííèê çà
èãðó, à âñÿ êîìàíäà â ñðåäíåì âûèãðûâàåò V/2 ðóá-
ëåé, ãäå V � ÷èñëî ðåáåð.

Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî åñòü ðàñêðàñêè, êîãäà
íå ìåíåå ïîëîâèíû ðåáåð ðàçíîöâåòíûå (èíà÷å áû â
êàæäîé èãðå êîìàíäà âûèãðûâàëà ìåíüøå V/2, è
ñðåäíåå òîæå áûëî áû ìåíüøå V/2). ⊲

Íà ñàìîì äåëå ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ïðîñòîå êîíñò-
ðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. çàäà÷ó 19).

Ñëó÷àéíûå ïðîåêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì âåðîÿòíîñòíûå ñîîáðà-
æåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è:

9. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíà âûïóêëàÿ ôèãóðà,
îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé äëèíû L. Äîêàæèòå, ÷òî åå
äèàìåòð, ò.å. ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
åå òî÷êàìè, íå ìåíüøå πL .

Ïîÿâëåíèå çäåñü ÷èñëà π  íå ñëó÷àéíî: íåðàâåíñòâî
çàäà÷è îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ îêðóæíîñòè
äèàìåòðà = πD L .
⊳Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ñðåäíÿÿ

äëèíà ïðîåêöèè íàøåé ôèãóðû íà ñëó÷àéíîå íàïðàâëå-
íèå ðàâíà πL . (Ìû ïðîâîäèì ïðÿìóþ â ñëó÷àéíî
âûáðàííîì íàïðàâëåíèè, è ïîòîì èç êàæäîé òî÷êè
ôèãóðû îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð íà ýòó ïðÿìóþ. Ïî-
ëó÷àåòñÿ îòðåçîê � ïðîåêöèÿ ôèãóðû íà ïðÿìóþ.)

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå, ïðîåêöèÿ íà êîòîðîå èìååò äëèíó íå ìåíüøå

πL  (ñðåäíåå çíà÷åíèå
íå ìîæåò áûòü áîëüøå
âñåõ). À òîãäà è òî÷êè
ôèãóðû, êîòîðûå ïîïà-
äàþò â êîíöû ïðîåêöèè,
íàõîäÿòñÿ íà òàêîì æå
èëè áîëüøåì ðàññòîÿ-
íèè (íàêëîííàÿ äëèí-
íåå ïåðïåíäèêóëÿðà).

Êàê æå äîêàçàòü îáå-
ùàííîå? Ðàññìîòðèì
êðèâóþ, îãðàíè÷èâàþ-
ùóþ ôèãóðó. Ïðîåêöèÿ
ôèãóðû � ýòî âñå ðàâíî ÷òî ïðîåêöèÿ åå ãðàíèöû.
Ðàçîáüåì ýòó êðèâóþ íà ìíîæåñòâî î÷åíü ìàëåíüêèõ
÷àñòåé � íàñòîëüêî ìàëåíüêèõ, ÷òî êàæäóþ èç íèõ
ìîæíî ñ÷èòàòü îòðåçêîì. Ïóñòü âñå ýòè îòðåçêè áóäóò
ðàâíîé äëèíû.

Ïðîåêöèÿ âñåé ãðàíèöû ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðîåêöèé
ýòèõ îòðåçêîâ. Òî÷íåå, óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ âñåé ãðàíè-
öû ðàâíà ñóììå ïðîåêöèé îòðåçêîâ (òàê êàê îíè
ïîêðûâàþò åå äâà ðàçà � òóäà è îáðàòíî).

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ
� çíà÷èò, è ñðåäíÿÿ äëèíà ïðîåêöèè ôèãóðû ðàâíà
ñóììå ñðåäíèõ äëèí ïðîåê-
öèé êàæäîãî èç îòðåçêîâ, ñî-
ñòàâëÿþùèõ åå ãðàíèöó. Íî
îòðåçêè ýòè ðàâíîé äëèíû, è
ïîòîìó ñðåäíèå äëèíû èõ
ïðîåêöèé îäèíàêîâû (ïî-
ñêîëüêó ìû ïðîåêòèðóåì íà
ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå, òî
íàïðàâëåíèå ñàìîãî îòðåçêà
ðîëè íå èãðàåò). Çíà÷èò, ñðåä-
íÿÿ äëèíà ïðîåêöèè êðèâîé
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çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà ýòèõ îòðåçêîâ, ò.å. ïðîïîðöè-
îíàëüíà äëèíå êðèâîé, è êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü íà ïðèìåðå îêðóæíîñ-
òè.⊲

Äâå êîðîáêè

10. Â ìîñêîâñêîì ìåòðî ìîæíî ïðîâîçèòü êîðîáêè, ó
êîòîðûõ ñóììà èçìåðåíèé (äëèíû, øèðèíû è âûñîòû)
íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ãðàíèöû. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
ìîæíî ëè ïåðåõèòðèòü ïðàâèëà, ïîìåñòèâ îäíó êîðîá-
êó âíóòðü äðóãîé? Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü îäèí ïðÿìî-
óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè
äðóãîãî. Ìîæåò ëè ñóììà èçìåðåíèé âíóòðåííåãî áûòü
áîëüøå ñóììû èçìåðåíèé âíåøíåãî?
⊳Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò, íî äîêàçàòü ýòî íå òàê

ïðîñòî. Åñòü íåñêîëüêî êðàñèâûõ äîêàçàòåëüñòâ, è
îäíî èç íèõ èñïîëüçóåò âåðîÿòíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ
(ïðèìåðíî òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå).

Áóäåì ïðîåêòèðîâàòü êîðîáêó íà ïðÿìóþ ñëó÷àéíî
âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ (â ïðîñòðàíñòâå). Èç êàðòèí-
êè âèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ êîðîáêè ñêëàäûâàåòñÿ èç
ïðîåêöèè òðåõ îòðåçêîâ, èäóùèõ ïî åå âûñîòå, äëèíå è

øèðèíå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäíÿÿ äëèíà ïðîåêöèè
(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå) ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ
äëèí ïðîåêöèé ýòèõ îò-
ðåçêîâ. À ñðåäíÿÿ äëèíà
ïðîåêöèè îòðåçêà ïðîïîð-
öèîíàëüíà åãî ñîáñòâåí-
íîé äëèíå (ñ êàêèì-òî êî-
ýôôèöèåíòîì, íàì ñåé÷àñ

íå âàæíî � ñ êàêèì). Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ äëèíà ïðîåêöèè
êîðîáêè ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå åå èçìåðåíèé.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå äâå êîðîáêè, îäíó âíóòðè
äðóãîé. Íà êàêóþ ïðÿìóþ èõ íè ïðîåêòèðóé, ïðîåêöèÿ
âíóòðåííåé êîðîáêè âñåãäà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðîåêöèè
âíåøíåé è ïîòîìó èìååò ìåíüøóþ èëè ðàâíóþ äëèíó.
Çíà÷èò è ñðåäíèå äëèíû ïðîåêöèé íàõîäÿòñÿ â òîì æå
ñîîòíîøåíèè, à îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ñóììå èçìåðå-
íèé.⊲

Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ

11. Íà ëèñòêå èç òåòðàäêè â êëåòî÷êó íàðèñîâàí
ëàáèðèíò è â íåì ðîáîò, êîòîðûé ïî êîìàíäàì «ââåðõ»,
«âíèç», «âëåâî» è «âïðàâî» õîäèò èç êëåòêè â êëåòêó.
Ñòåíû ëàáèðèíòà èäóò ïî ñòîðîíàì êëåòîê, âûõîäà
èç ëàáèðèíòà íåò. Åñëè, íà÷àâ äâèãàòüñÿ ïî êîìàíäå,
ðîáîò óïèðàåòñÿ â ñòåíó, òî îí îñòàåòñÿ íà ìåñòå.
Ìû íå çíàåì, êàêîé ëàáèðèíò íàðèñîâàí, íî çíàåì
ðàçìåð ëèñòêà, èçìåðåííûé â êëåòî÷êàõ. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä,
êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ðîáîò ïîáûâàåò âî âñåõ
êëåòêàõ äîñòóïíîé åìó ÷àñòè ëàáèðèíòà.
⊳Ñðàçó æå ïðèçíàåìñÿ, ÷òî íå òîëüêî íàøå ðàññóæ-

äåíèå áóäåò ÷èñòûì äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ
(áåç ïðåäúÿâëåíèÿ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè), íî è äëèíà òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäåò àñòðîíîìè÷åñêîé.

Áóäåì äàâàòü ðîáîòó ñëó÷àéíûå êîìàíäû è ñìîòðåòü,

ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí îáîéäåò ëàáèðèíò. Ïóñòü â
ëàáèðèíòå åñòü çàìêíóòûé îáõîä èç íå áîëåå ÷åì N
øàãîâ. Òîãäà ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ðîáîòà
åñòü íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ïîäà÷å åìó N
ñëó÷àéíûõ êîìàíä îí ïîéäåò êàê ðàç ïî ýòîìó ïóòè è
îáîéäåò ëàáèðèíò. Îíà íå ìåíüøå −4 N , à âåðîÿòíîñòü

íå îáîéòè ëàáèðèíò íå áîëüøå ( )−−1 4 N . Ïðîöåññ

ìîæíî ïîâòîðÿòü: åñëè ìû äàäèì 2N ñëó÷àéíûõ êî-
ìàíä, òî âåðîÿòíîñòü íå îáîéòè ëàáèðèíò íå áîëüøå

( )−−
2

1 4 N  (íåóäà÷à íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò â äîëå

( )−−1 4 N
 ñëó÷àåâ èëè ìåíüøå, è â êàæäîì èç íèõ

âåðîÿòíîñòü ñîêðàùàåòñÿ âî ñòîëüêî æå ðàç çà ñ÷åò
âòîðîãî ýòàïà).

Âîîáùå, ïîñëå Nk ñëó÷àéíûõ êîìàíä âåðîÿòíîñòü
íåóäà÷è (â äàííîì ëàáèðèíòå ñ äàííûì íà÷àëüíûì

ïîëîæåíèåì) íå áîëüøå ( )−−1 4
kN .

Õîòÿ îñíîâàíèå ñòåïåíè è áëèçêî ê åäèíèöå, íî âñå
ðàâíî ýòî ÷èñëî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì,
óâåëè÷èâàÿ k. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ëàáèðèíòîâ íà
äîñêå äàííîãî ðàçìåðà ìîæíî âûáðàòü îäíî îáùåå N.

Ïîñëå ýòîãî âîçüìåì k òàêèì, ÷òîáû ( )−−1 4
kN  ñòàëî

ìåíüøå 1/M, ãäå M � ÷èñëî ðàçíûõ ñïîñîáîâ íàðèñî-
âàòü ëàáèðèíò è ðîáîòà âíóòðè íåãî (íà ëèñòêå áóìàãè
äàííîãî ðàçìåðà èõ êîíå÷íîå ÷èñëî). Òîãäà äëÿ êàæäî-
ãî èç M âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è
ìåíüøå 1/M, è ïîòîìó ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä äëèíû Nk îêàæåòñÿ óäà÷-
íîé äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ. Çíà÷èò, òàêàÿ óäà÷íàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.⊲

Íåñðàâíèìûå ìíîæåñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì çíàêîìñòâî ñ ýëå-
ìåíòàìè êîìáèíàòîðèêè (ìíîæåñòâà, ïîäìíîæåñòâà,
÷èñëî ñî÷åòàíèé).

12. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî èç 2n ýëåìåíòîâ. Ìû
õîòèì âûáðàòü íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè áûëè íåñðàâíèìû:
íè îäíî èç íèõ íå äîëæíî áûòü ïîäìíîæåñòâîì
äðóãîãî. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìîæ-
íî âûáðàòü?
⊳ Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âñå

âûáðàííûå ïîäìíîæåñòâà îäíîãî ðàçìåðà (è ðàçíûå).
×òîáû èõ ÷èñëî áûëî ìàêñèìàëüíûì, íàäî âçÿòü ðàç-
ìåð n, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñî÷åòàíèé 2

k
nC  ïðè äàííîì n



ìàêñèìàëüíî ïðè k = n. Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû

( )! !u
vC v u v u= − . Íî ìîæíî ýòî îáúÿñíèòü è áåç

ôîðìóë: èç k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìîæíî ïîëó-
÷èòü (k + 1)-ýëåìåíòíîå, äîáàâèâ ëþáîé èç îñòàâøèõ-
ñÿ 2n � k ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì êàæäîå (k + 1)-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïîëó÷èòñÿ k + 1 ðàç, òàê ÷òî

1
2

2

2

1

k
n
k
n

C n k

kC

+ −=
+

,

è ýòî îòíîøåíèå áîëüøå 1, êîãäà 2n � k > k + 1, ò.å.
k < n � 1/2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áðàòü ïîäìíîæåñòâà îäèíàêîâî-
ãî ðàçìåðà, òî íàèëó÷øèé âàðèàíò ïîëó÷èòñÿ, åñëè
âçÿòü 2

n
nC  ïîäìíîæåñòâ ðàçìåðà n. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü

� è ýòî ñàìîå òðóäíîå, � ÷òî äàæå åñëè áðàòü ìíîæåñòâà
ðàçíûõ ðàçìåðîâ, òî íè÷åãî ëó÷øåãî íå íàéäåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ: íà÷àâ ñ
ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ìû äîáàâëÿåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
A â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ âñå ìíîæå-
ñòâà A. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
A. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû â õîäå ýòîãî
ïðîöåññà ïðîéäåì ÷åðåç X (â êàêîé-òî ìîìåíò áóäóò
äîáàâëåíû âñå ýëåìåíòû X è òîëüêî îíè)?

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî îíà ðàâíà 21 k
nC , ãäå k � ÷èñëî

ýëåìåíòîâ â X. Â ñàìîì äåëå, â õîäå äîáàâëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìû ïðîéäåì ðîâíî ÷åðåç îäíî k-ýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî (ïîñëå k øàãîâ), è âñå k-ýëåìåíòíûå ìíîæå-
ñòâà ðàâíîâåðîÿòíû (ñèììåòðèÿ). Òàêèõ ìíîæåñòâ

2
k
nC , çíà÷èò, êàæäîå èç íèõ ïîÿâëÿåòñÿ â 21 k

nC  äîëå
ñëó÷àåâ (èìååò âåðîÿòíîñòü 21 k

nC ).
Ïóñòü òåïåðü ìû âûáðàëè êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà), ñî-
áëþäàÿ òðåáîâàíèÿ çàäà÷è (íèêàêèå äâà âûáðàííûõ
ïîäìíîæåñòâà íå ñðàâíèìû). Äëÿ êàæäîãî èç âûáðàí-
íûõ ïîäìíîæåñòâ âåðîÿòíîñòü ïðîéòè ÷åðåç íåãî ðàâíà

21 k
nC , ÷òî, êàê ìû çíàåì, íå ìåíüøå 21 n

nC . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîáûòèÿ ýòè, êàê ãîâîðÿò, «íåñîâìåñòíû»: íå
ìîæåò áûòü òàê, ÷òî â õîäå äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìû
ñíà÷àëà ïîëó÷èì îäíî âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî, à
ïîòîì äðóãîå (îíè âåäü íåñðàâíèìû). Ïîýòîìó ñóììà
âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé íå áîëüøå 1, è ïîòîìó
êîëè÷åñòâî ñîáûòèé, ò.å. êîëè÷åñòâî âûáðàííûõ ïîä-
ìíîæåñòâ, íå áîëüøå 2

n
nC , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.⊲

 Åùå íåñêîëüêî çàäà÷

13. Ñðåäè ëþáûõ òðåõ ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæ-
êà åñòü õîòÿ áû îäíà äåâî÷êà. Ñêîëüêî ìàëü÷èêîâ ìîæåò
áûòü â ýòîì êðóæêå?

14. Ðåøèòå çàäà÷ó 4 àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì (çàäà÷è 1,
2).

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà òðåõ ÷èñåë ðàâíà 5,
òî ñóììà íåêîòîðûõ äâóõ èç íèõ íå ìåíüøå 10/3. Òî æå ñàìîå
âåðíî, åñëè ñóììà òðåõ ÷èñåë áîëüøå 5.

15. Ñäåëàéòå ðàññóæäåíèå ðàçäåëà «Âåðîÿòíîñòè è îæèäà-
íèÿ» ñòðîãèì, ðàññìîòðåâ ñëó÷àé, êîãäà âñå êîìáèíàöèè èç
òðåõ øàðîâ áûëè âûòàùåíû ïî îäíîìó ðàçó.

16. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè 8 ðàññòàíîâîê ëàäåé íà
øàõìàòíîé äîñêå, êîòîðûå âìåñòå èñïîëüçóþò âñå 64 êëåòêè
äîñêè (ïî îäíîìó ðàçó êàæäóþ). Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, äàéòå
äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è 5.

17. Íå èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòåé, äîêàæèòå òàêîé îñëàáëåí-
íûé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 7: åñëè ÷åðíîå ïÿòíî
çàíèìàåò 10% ïëîùàäè ñôåðû, òî â íåå ìîæíî âïèñàòü
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû
ïîïàäàþò â áåëûå òî÷êè.

Óêàçàíèå. Ïðîâåäåì êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, êîòîðûå
äåëÿò ñôåðó íà 8 ðàâíûõ ÷àñòåé. Áóäåì èñêàòü ïàðàëëåëåïè-
ïåä, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Îí
çàäàåòñÿ îäíîé èç ñâîèõ âåðøèí, è îíà íå äîëæíà ïîïàñòü â
âîñåìü ìíîæåñòâ ïëîùàäè 1/10.

18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ðàñêðàñ-
êà, äåëàþùàÿ âñå åãî ðåáðà ðàçíîöâåòíûìè, åñëè è òîëüêî
åñëè â ýòîì ãðàôå íåò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû (íåëüçÿ
âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ âåðøèíó, íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç ïðîéäÿ
ïî ðåáðàì).

19. Ïðèäóìàéòå êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è 8 (ñïîñîá
ðàñêðàñêè, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò, ÷òî ðàçíîöâåòíûõ ðåáåð
áóäåò íå ìåíüøå ïîëîâèíû).

Óêàçàíèå. Êðàñèì âåðøèíû ïî î÷åðåäè «æàäíûì àëãîðèò-
ìîì» � êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êðàñèòñÿ òàê, ÷òîáû ÷èñëî
ðàçíîöâåòíûõ ðåáåð ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èâàëîñü.

20. Âåðøèíû ãðàôà ñ V ðåáðàìè ðàçðåøèì êðàñèòü â òðè
öâåòà. Äîêàæèòå. ÷òî ìîæíî íàéòè ðàñêðàñêó ñ 2V/3 èëè
áîëåå ðàçíîöâåòíûìè ðåáðàìè.

21. Íà ëèñòîê â ëèíåéêó ñëó÷àéíî áðîñàþò èãëó, äëèíà
êîòîðîé ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ëèíåéêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
îíà ïåðåñå÷åò îäíó èç ëèíååê ñ âåðîÿòíîñòüþ 2 π .

Óêàçàíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé
çàâèñèò (ïðîïîðöèîíàëüíî) îò äëèíû èãëû, íî íå îò åå
ôîðìû, à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìîæíî íàéòè
íà ïðèìåðå îêðóæíîñòè.

22. Íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êðèâàÿ äëèíû 22 íàõîäèòñÿ
âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ,
èìåþùàÿ ñ ýòîé êðèâîé ïî êðàéíåé ìåðå 8 îáùèõ òî÷åê.

23. Íà êàëüêå íàðèñîâàíà ôèãóðà ïëîùàäè 2,5. Äîêàæè-
òå, ÷òî êàëüêó ìîæíî òàê ïîëîæèòü íà êëåò÷àòóþ áóìàãó (ñî
ñòîðîíîé êëåòêè 1), ÷òî ôèãóðà ïîêðîåò íå ìåíåå òðåõ óçëîâ
ñåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü êàëüêó òàê, ÷òîáû
ôèãóðà ïîêðûëà íå áîëåå äâóõ óçëîâ ñåòêè.

24. Ðàññìîòðèì R-îêðåñòíîñòü ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè
(âñå òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå R õîòÿ
áû îò îäíîé èç òî÷åê êîðîáêè; âíóòðåííîñòü êîðîáêè òàêæå
âêëþ÷àåì â åå îêðåñòíîñòü).

à) Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåì ýòîé îêðåñòíîñòè ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

2 34

3
V S R L R Rπ π+ ◊ + ◊ + 2 π ,

ãäå V � îáúåì êîðîáêè, S � ïëîùàäü åå ïîâåðõíîñòè, L �
ñóììà åå èçìåðåíèé.

á) Åñëè îäíà êîðîáêà íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé, òî è R-
îêðåñòíîñòü ïåðâîé íàõîäèòñÿ âíóòðè R-îêðåñòíîñòè âòîðîé.
Ñðàâíèâ èõ îáúåìû ïðè áîëüøèõ R, ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà
èçìåðåíèé âíóòðåííåé êîðîáêè íå áîëüøå ñóììû èçìåðåíèé
âíåøíåé (çàäà÷à 10).

25. Ðåøèòå çàäà÷ó 11, íå èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðà-
æåíèé.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ëàáèðèíòû è ðàñïî-
ëîæåíèÿ ðîáîòà ïî î÷åðåäè. Âûáåðåì êàêîé-òî ïåðâûé
âàðèàíò è íàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
(Åñëè ýòîò âàðèàíò îñóùåñòâèòñÿ íà ñàìîì äåëå, òî íàì
ïîâåçëî.) Äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(âîîáùå ãîâîðÿ) íå ãîäèòñÿ, íî òåì íå ìåíåå ïîñìîòðèì, êóäà
îíà ïðèâîäèò, è äîïèøåì òî, ÷òî íóæíî, ÷òîáû îáîéòè
ëàáèðèíò âòîðîãî òèïà. È òàê äàëåå.

26. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåñðàâíèìûõ ïîäìíîæåñòâ
ìîæíî âûáðàòü â (2n + 1)-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå?
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