
ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ1. çÒÁÆÏ×ÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ É ÍÁÛÉÎÙ: ÓÌÕÞÁÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ 12. ó×ÑÚØ Ó ÒÅÛÅÔËÁÍÉ 123. çÒÁÆÏ×ÙÅ ÍÁÛÉÎÙ: ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ 134. çÉÐÅÒÇÒÁÆÙ 241. çÒÁÆÏ×ÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ É ÍÁÛÉÎÙ: ÓÌÕ-ÞÁÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑîÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÁÆÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ: ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ. ðÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ ÉÍÅÔ ×ÉÄ � −→ G, ÇÄÅ � |ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ, Á G | ÇÒÁÆ Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ (Ô.Å. ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ) ÒÅÂÒÁÍÉ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (G). ÷ G, ËÁË É×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÎÏ ÎÅÔÐÅÔÅÌØ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏÍ. òÅÂÒÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ G ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ (ÒÅÂÒÏ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÃÏ×). îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÜÔÏÊ ÎÕ-ÍÅÒÁÃÉÉ ÕËÁÚÁÎÁ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÎÕÍÅ-ÒÁÃÉÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ � −→ G Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÒÁÆÕÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÚÁÍÅÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ a, ÐÏÍÅÞÅÎÏÊ � É ÉÍÅÀÝÅÊÓÔÅÐÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ V (G), ÎÁ ÇÒÁÆ G, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ l ÉÎÃÉÄÅÎÔ-ÎÏÅ a ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ×ÉÓÑÞÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÉÚ G, ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ ×ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ, ÞÔÏ É l ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a. çÒÁÆ A ÎÁÚÏ×ÅÍ ×Ù×Ï-ÄÉÍÙÍ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ É ÏÎÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù×ÅÄÅÎ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÉÚ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ,ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ. äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ �1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÎÅÔ ÐÒÁ×ÉÌ ×ÉÄÁ � −→ E, ÇÄÅ E |ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ.äïëáúáôåìøóô÷ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ï, ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÙ G, Á Ä×Á ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ �1 É�2 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ −−→�1�2 ÅÓÌÉ × � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÉÌÏ�1 −→ �2, ÇÄÅ �2 | ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊ �2. ï1



ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ×ÅÒÛÉÎ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÄÎÉÍ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏÍ. ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ ×ÉÄÁ �1 −→ �2 ÌÉË×ÉÄÉÒÕÅÍ, ÄÏÂÁ×É× ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ �2 −→ G ÐÒÁ×ÉÌÏ �1 −→ G. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÍÍÁÔÉ-ËÉ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ×Ù-×ÏÄÉÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÉ ÔÁËÉÅ.÷Ù×ÏÄÉÍÙÅ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÇÒÁÆÙ ÍÏÇÕÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÏÂÏÊÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ, ÌÀÂÏÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍÉÃÉËÌÁÍÉ ÔÁË ÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù×ÏÄÉÍÏ.ôåïòåíá 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆÏ×ÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÁ �1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ × �, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÇÒÁÆ G1, ×Ù×ÏÄÉÍÙÊ × �1, ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ÷ÅÒÛÉÎÙ G1×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍ G, ×ËÌÀÞÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÕ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ G1 ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÂÒÁÍ G Ó ÔÏÊ ÖÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ, É ÒÅÂÅÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÇÁ-ÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ × G1. òÅÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÉËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÏÍÅÒ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÈÏÄÁ É ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÉÊ× ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÍ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ÷ ÇÒÁÆÁÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÐÒÁ-×ÉÌ � Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ. ÷ ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ ÄÏÂÁ×ÉÍÒÅÂÒÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Õ ÃÅÐØ, É Ä×Á ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÒÁ ÐÏ ËÒÁÑÍÜÔÏÊ ÃÅÐÉ. ÷ÙÂÒÁ× ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ, ÐÒÉÓ×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍÒÅÂÒÁÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÕ �1. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ×Ù×ÏÄÕ G. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.÷ [1] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × ÇÒÁÆÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÁÃÉËÌÁ NP-ÐÏÌÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.á.ï.óÌÉÓÅÎËÏ × [2] ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×, ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ × ÏÄÎÏÊÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÎÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁÇÒÁÆÁ ×ÒÅÍÑ É ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. îÁÛÁ ÃÅÌØ| ÏÂÏÂÝÉÔØ ÉÄÅÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ á.ï.óÌÉÓÅÎËÏ.íÙ ÏÂÏÂÝÁÅÍ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÓÔÅÐÅÎÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁÄÁÎÁ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÅÊ ÒÅÂÅÒ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ ÓÔÏÉÔ ÂÕË×Á ÉÚ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ (ÒÁÚÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï2



ÐÏÍÅÞÅÎÙ). ïÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÄÅÌÅÎÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ ÎÁÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ. ïÐÉÛÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÎÁÇÒÁÆÁÈ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ≤ N , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ≤ ë. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ 〈A;Q; q0; F 〉, ÇÄÅ A | ËÏÎÅÞÎÙÊÁÌÆÁ×ÉÔ, ×ËÌÀÞÁÝÀÉÊ × ÓÅÂÑ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÇÒÁÆÏ× É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÊ ÒÁÂÏÞÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ, q0| ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, F | ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ F ÜÔÏÆÕÎËÃÉÑ. ïÂÌÁÓÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÑÔÅÒÏË 〈q; a; n;m; k〉,ÇÄÅ q ∈ Q | ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, a ∈ A | ÂÕË×Á, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÍÅ-ÞÅÎÁ ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, n ≤ N | ÓÔÅÐÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ,m ≤ n | ÎÏÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏ-ÍÕ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ÐÒÉÛÌÁ × ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ (ÐÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÂÏÔÙm = 0), k ≤ K + 1 | ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅ-ËÕÝÅÇÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ. åÓÌÉ k ≤ K, Á q | ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ 〈q′; a′; n′〉. úÄÅÓØ q′ ∈ Q | ÎÏ×ÏÅ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, a′ ∈ A | ÎÏ×ÁÑ ÐÏÍÅÔËÁ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, n′ ≤ n |ÎÏÍÅÒ ÒÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÁÛÉÎÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓ-ÌÉ k = K +1, ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÁÑ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ. åÓÌÉ q |ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, k ≤ K, ÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÒÁÆ. ÷ ÎÁÞÁÌÅÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ É × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ. ðÏÔÏÍ ÏÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÉÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.ôåïòåíá 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ, ÒÁÂÏÔÁÑ ÎÁ ÎÅÍ, ÏÂÈÏÄÉÔ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ É ËÏÎÞÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ×ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.äïëáúáôáìøóô÷ï. ïÐÉÛÅÍ ÍÁÛÉÎÕ M, ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÂÈÏÄÑ ×ÓÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÒÏÉÔ ÅÇÏ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï. ðÕÓÔØ S0 |ÓÔÅÐÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ a0. òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ M ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ S0 ÜÔÁÐÏ×. îÁ n-ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÏÎÁ ÏÂÈÏÄÉÔ ×ÓÅ ÅÝÅ ÎÅ ÐÏÓÅÝÅÎÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÉÍÙÅ Ó a0 ÐÕÔÅÍ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ nÉ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÐÏ ÕÖÅ ÐÏÓÅÝÅÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÞÅÒÅÚ C. ðÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ n-ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ a0 ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏÍ n, ÞÔÏÂÙ ÐÏÍÎÉÔØ ÎÏÍÅÒ ÜÔÁÐÁ. M ÓÍÅÝÁÅÔÓÑ ÉÚ a0 ÐÏ n-ÍÕ ÒÅÂÒÕÉ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ a1. åÓÌÉ × a1 M ÕÖÅ ÂÙÌÁ, ÔÏ a1 ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÓÍÅÝÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ × a0 É n-ÙÊ ÜÔÁÐÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔ × ÒÁÚÍÅÔËÅ a1 ÎÏÍÅÒÒÅÂÒÁ a1a0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a1 É ÏÂÈÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C \ {a1} ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏ-ÅÄÉÎÉÍÙÈ Ó a1 ÐÕÔÑÍÉ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÕÖÅ ÐÏÓÅÝÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ a0. úÁ-ËÏÎÞÉ× ÏÂÈÏÄ, M ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × a0 É n-ÙÊ ÜÔÁÐ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ÷ ÓÉÌÕ3



Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÉÍÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ÂÕÄÅÔ ÐÏ-ÓÅÝÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÚÁÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÊÄÅÎÏ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.ôÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ëÁÖÄÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×.îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ, ÒÁÓÐÏ-ÚÎÁ×ÁÅÍÙÍÉ.ôåïòåíá 3. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× Ó ÔÏÊ ÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ É Ó ÒÁÚ-ÍÅÔËÏÊ × ÔÏÍ ÖÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÄ×ÕÈ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ÒÁÚÍÅÔËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁ-ÄÁÀÔ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÍÉ.äïëáúáôåìøóô÷ï. íÁÛÉÎÁ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÁÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÛÉÎÙ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÅÊ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÅÒÅÍÅÎÏÊ ÍÅÓÔÁÍÉÏÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ.÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á M1 ⋂M2 =M1 ⋃M2 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ. ïÐÉÛÅÍ ÍÁÛÉÎÕ
M, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÕÀ M1 ⋃M2, ÇÄÅ M1 É M2 ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁÍÉ M1É M2.óÎÁÞÁÌÁ M ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÍÁÛÉÎÙ M1,ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ × ÒÁÚÍÅÔËÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÕÀÒÁÚÍÅÔËÕ ÇÒÁÆÁ É ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. åÓÌÉ M1 ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÒÁÆ,
M ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÏÂÈÏÄÉÔØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ M ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ M2. ôÅÏÒÅÍÁ 3ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÚÍÅÔËÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× A1 É A2. ðÒÏÅËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á M ÎÁ A1 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A1,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÒÁÚÍÅÔËÕ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A2, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×-ÛÉÊÓÑ ÇÒÁÆ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M . ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ M ÎÁ A1 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔÏÇÒÁÆÏ×, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ × A1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍA2 ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M . âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÅÒÁÒÈÉÀËÌÁÓÓÏ× ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ÉÅÒÁÒÈÉÉ íÅÊÅÒÁ-óÔÏËÍÅÊÅÒÁ.âÁÚÏ×ÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÞÅÒÅÚ �0 = �0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙÉÅÒÁÒÈÉÉ. ëÌÁÓÓ �n+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÁ �n. ëÌÁÓÓ�n+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÁ �n. ëÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕÇÒÁÆÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÁ �n, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒ-ÍÕÌÁ

∃An+1 ∀An ∃An−1 : : : (∃=∀)A2M(A1 ×A2 × : : :×An):4



úÄÅÓØ A1; : : :An | ÒÁÚÍÅÔËÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÁÈ A1,A2,...An, Á M | ÍÁÛÉÎÁ,ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A1 × A2 × : : : × An.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÌÁÓÓÁ �n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ
∀An+1 ∃An ∀An−1 : : : (∃=∀)A2M(A1 × : : :×An):ôåïòåíá 4. ðÕÓÔØ M1 É M2 | Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÌÀÂÏÇÏËÌÁÓÓÁ ÉÅÒÁÒÈÉÉ, ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ÒÁÚÍÅÔËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á M1 ⋃M2 É M1 ⋂M2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÕ. ðÒÏÅËÃÉÑÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �n ÌÅÖÉÔ × �n. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÚ �n ÌÅÖÉÔ × �n.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M1 É M2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ �1 É �2. ïÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ �, ÚÁÄÁÀÝÕÀM1 ⋃M2 ÉÌÉM1 ⋂M2. íÁ-ÛÉÎÁ M, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÅÅ ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÒÁÚÍÅ-ÞÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÐÅÒ×ÁÑËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× M1 ÉM2, Á ÄÒÕÇÉÅËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ | ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÈ ÍÅÓÔÁÈ × �1 É �2. M, ÔÁËÖÅ ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÅÔ ÍÁÛÉÎÙ ÉÚ �1 É �2, ËÁÖÄÕÀ ÎÁ Ó×ÏÅÊ \ÐÏÌÏ-×ÉÎÅ" ÒÁÚÍÅÔËÉ. áÌÆÁ×ÉÔÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÁÍ × Ë×ÁÎÔÏÒÎÏÊÐÒÉÓÔÁ×ËÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ×,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÍ ÖÅ Ë×ÁÎÔÏÒÁÍ × �1 É �2. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË Ä×Á ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÎÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏÓÌÉÔØ × ÏÄÉÎ, ÂÅÒÑ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ×.ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ôåïòåíá 5. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ ÃÉ-ËÌÏÍ É ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �1.äïëáúáôåìøóô÷ï. õ ÇÒÁÆÁ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ ÃÉ-ËÌÏÍ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÂÈÏÄÁ ÐÏ ÎÅÍÕ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÁÚÍÅÔÉÍ ÎÏÍÅ-ÒÏÍ ÒÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÎÅÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÃÉËÌ. íÁÛÉÎÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊÒÁÚÍÅÔËÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÃÉËÌÕ, ÏÔÍÅÞÁÑ ÐÏÓÅÝÅÎÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÉÄÅÔ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀ. úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÂÈÏÄÉÔ ×ÅÓØ ÇÒÁÆ ÉÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÍÅÞÅÎÙ. ôÅÏÒÅÍÁ 5 ÄÏËÁÚÁÎÁ.á.ï.óÌÉÓÅÎËÏ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.ôåïòåíá 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÍÕÓ×ÑÚÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ G É ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ×ÙÑÓÎÑÅÔ, ×Ù×ÏÄÉÍ ÌÉ G × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÅ, É ÅÓÌÉ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÓÔÒÏÉÔ ÅÇÏ ×Ù×ÏÄ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÅ � ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÒÁÚÍÅÒÁ G.äïëáúáôåìøóô÷ï. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ ÌÀÂÁÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÇÒÁÆÕ × ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÉÚ ÎÅÅ. þÉÓÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ5



ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ≤ m. ïÐÉÛÅÍ ÔÒÅ-ÂÕÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ × G ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ≤ m ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÙÈÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÒÅÂÅÒ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ, ËÁËÏÊ ËÏÎÅÃ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÊ É ËÁËÏÊ ×ÎÅÛÎÉÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G1 ×ÅÒÛÉÎ G, ÓÏÅÄÉÎÉÍÙÈ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ M ÐÕ-ÔÅÍ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ×ÎÅÛÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G2 ×ÅÒÛÉÎ,ÓÏÅÄÉÎÉÍÙÈ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÐÕÔÅÍ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ G, G1 ⋃G2 = G. åÓÌÉ G1 ⋂G2 = ∅, ÔÏ Õ ÐÏÄÇÒÁÆÁG1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÅÓÔØ M É ÐÏÄÇÒÁÆ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. åÓÌÉ G1 ⋂G2 6= ∅ ÔÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ×ÓÅÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× Ó ÞÉÓÌÏÍÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ≤ m. âÕÄÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ ËÁ-ËÉÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ÉÚ P Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ×Ù×ÏÄÉÍÙ ÉÚ ËÁËÉÈÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ �. âÕÄÅÍ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÒÅÂÅÒ ÐÒÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÅ É ×ÉÓÑÞÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ×Ù×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ ÇÒÁÆÁ. úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍÓ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×, ×Ù×ÏÄÑÝÉÈÓÑ ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ× ÔÁÂÌÉÃÅ ×ÓÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù×ÅÄÅÎÙ ÚÁ ≤ n ÛÁÇÏ×.ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ P É ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ � −→ B ÉÚ � ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ×Ù×ÏÄ p ÉÚ � ÇÌÕÂÉÎÙ ≤ n + 1 ÓÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÁ � −→ B ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÂÁ×ÉÍ× ÔÁÂÌÉÃÕ ×ÓÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ ÚÁ n+ 1 ÛÁÇÏ×. ôÁË ÍÙ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G ×ÒÅÍÑ ÚÁÐÏÌÎÉÍ ×ÓÀ ÔÁÂÌÉÃÕ É ÕÚÎÁÅÍ ×Ù×ÏÄÉÍÌÉ G ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.ôåïòåíá 7. äÌÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅ-ÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ NP-ÐÏÌÎÁ ÏÔÒÁÚÍÅÒÁ ÇÒÁÆÁ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ M, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÁÑ NP-ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ É ÒÁÂÏÔÁÀ-ÝÁÑ ×ÒÅÍÑ p(|x|), ÇÄÅ p| ÐÏÌÉÎÏÍ, x| ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. íÏÖÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊÐÒÏÔÏËÏÌ ÄÌÉÎÙ ÒÏ×ÎÏ p(|x|). üÔÏÔ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×É-ÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÒÁÚÍÅÒÁ p(|x|)× p(|x|), ÎÁ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÁËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ M × i-ÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÕÓÔØ L | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÚÁÐÉÓÉËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ. ïÐÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ B.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ (i; j; b), ÇÄÅ 1 < i ≤ p(|x|), j ≤ p(|x|), b ∈ L,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÁÍÐÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÖÉÇÁÔØ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ(1; j; bj), ÇÄÅ j ≤ p(|x|), bj | j-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÔÏ-ÖÅ ÅÓÔØ ÌÁÍÐÏÞËÁ. âÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉÃÙ B, ÚÁÐÏÌÎÑÑ ÅÅÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ bij × ÐÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÐÁÒÙ (i; j).6



îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁbij. ðÕÓÔØ b | ÕÇÁÄÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. úÁÖÉÇÁÅÍ ÌÁÍÐÏÞËÕ (i; j; b). åÓ-ÌÉ i < p(|x|) É j > 1, ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ bi+1;j−1 ÉÚ ÔÅÈ,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ M ÓÏ×ÅÒÛÉÌÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÂÏÔÙ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÇÁÄÁÎÎÙÈÎÁ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÛÁÇÁÈ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁÖÉÇÁÅÍ ×ÓÅ S − 1 ÌÁÍÐÏÞÅË(i + 1; j − 1; b2), ÇÄÅ S = |L|, b2 6= b1. åÓÌÉ j = p(|x|), ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÕÇÁÄÙ×ÁÅÍ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b3 ÜÌÅÍÅÎÔÁ bi+1;p(|x|) É ÚÁÖÉÇÁÅÍ S − 1ÌÁÍÐÏÞÅË (i+1; p(|x|); b4), b4 6= b3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ x ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÛÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÍÏÖÅÔ ÏÔÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁ-ÖÅÞØ ËÁÖÄÕÀ ÌÁÍÐÏÞËÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, É × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ MÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. åÓÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÒÏÔÏËÏÌÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÎÁÛÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÅÇÏ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÐÁÒÙ (i; j) ÚÁÖÉÇÁÅÔ ÌÁÍÐÏÞËÕ (i; j; b), ÇÄÅ b | ÚÎÁÞÅÎÉÅ bij, ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏi-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ÌÁÍÐÏÞËÉ (i; j; c), c 6= b, ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏ,ÐÕÓÔØ M ÚÁÖÉÇÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÌÁÍÐÏÞËÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÐÏ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÕÇÁÄÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ bij, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÕÇÁÄÁÎÙ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÐÏ (i − 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ. úÎÁÞÉÔ ËÁÖÄÁÑÐÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÉÅÍ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÒÁÂÏÔÙ M. ðÒÏÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ×Ù×ÏÄÏÍÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ �. ïÐÉÛÅÍ ÇÒÁÆ G. ïÎÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ K É ÍÎÏÇÉÈ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ.÷ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ÃÅÐÉ. ëÁÖÄÁÑ ÂÕË×ÁÉÚ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÐÁÒÙ (i; j) × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. K ÏÔÒÁÖÁÅÔ ×ÅÓØ ÈÏÄ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ p2(|x|) ËÒÕÐÎÙÈ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÐÁÒÁÍ (i; j) É ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×. îÏÍÅÒ(i; j) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ NOM(i; j). ëÁÖÄÙÊ ËÒÕÐÎÙÊ ÐÏÄÏÔÒÅÚÏË ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÍÅÌËÉÈ. ðÅÒ×ÙÊ ÍÅÌËÉÊ ÐÏÄÏÔÒÅÚÏË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÃÅÐØ ÉÚNOM(i; j) ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ t, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ r1. åÓÌÉ j 6= 1 É i 6= p(|x|), ÔÏ ÄÁÌÅÅÓÌÅÄÕÀÔ ÅÝÅ S−1 ÍÅÌËÉÈ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏ×. ïÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ NOM(i+1; j−1)ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× t, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÒÍÉÎÁÌ r2. åÓÌÉ j = p(|x|), ÔÏ ÐÏÓÌÅÜÔÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÝÅ S− 1 ÍÅÌËÉÈ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÉÈ ÉÚ NOM(i+1; p(|x|)) ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× t É ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ r3. ÷ ËÏÎÃÅ K ÓÔÏÉÔÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍÉÎÁÌ r0. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÁÍÐÏÞËÁÍ. KÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÌÁÍÐÏÞËÅ (i; j; b),ÜÔÏ ÃÅÐØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÔÅÒÍÉÎÁÌÁ b, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÄÕÔ NOM(i; j) ÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÏ× d, Á ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ ÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍÉÎÁÌ d0. çÌÁ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ �ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ × � ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÉÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ \ÏÔÓÌÁÉ×ÁÔØ" ÏÔ ÎÅÅ ÌÁÍÐÏÞËÉ. ÷Ù×ÅÄÅÎÉÅ ÌÁÍÐÏÞËÉ ÓÏ-7



ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÅ ÚÁÖÉÇÁÎÉÀ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ K ×Ù×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÅÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁËÏÊ ÛÁÇ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ. åÓÌÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÕÐ-ÎÙÊ ÐÏÄÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÛÉÊ (i; j), ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕ-ÒÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ÔÏÞËÅ bij. ÷Ù×ÏÄ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÅÌËÏÇÏÐÏÄÏÔÒÅÚËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÖÉÇÁÎÉÀ ÌÁÍÐÏÞËÉ × (i; j), Á ×Ù×ÏÄ ÐÏÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ S−1 ÍÅÌËÉÈ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏ× | ÚÁÖÉÇÁÎÉÀ ÌÁÍÐÏÞÅË × (i+1; j−1).ïÐÉÛÅÍ � ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÅÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ×ÉÄÁ: ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁÞÁ-ÌÁ ÏÔÝÅÐÌÅÎÉÑ ÌÁÍÐÏÞËÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ É ËÏÎÃÁ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁÞÁÌÁ ÉÍÅÀÔ×ÉÄ: � −→ C1, ÇÄÅ C1 | Ä×ÕÈ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ �, ÓÍÅÖÎÙÊ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ b ∈ L. éÚ �×ÙÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ × ×Ù×ÏÄÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÏÓÎÏ×-ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Á b ÜÔÏ ÐÏÍÅÔËÁ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÁÍÐÏÞËÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑÏÔ �. � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ � É ÏÔ b. ðÒÁ×ÉÌÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: � −→ C2,ÇÄÅ C2 | ÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. ïÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ �,ÓÍÅÖÎÙÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ t É d. éÚÎÉÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ×ÉÓÑÞÅÍÕ ÒÅÂÒÕ, ËÏÔÏÒÙÅ × ×Ù×ÏÄÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔ-ÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÌÁÍÐÏÞËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÁ×ÉÌÁËÏÎÃÁ ×Ù×ÏÄÁ ÌÁÍÐÏÞËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: � −→ C3, ÇÄÅ C3 | ÔÒÅÈ×ÅÒÛÉÎÎÙÊÇÒÁÆ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÅÒ×ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÜÔÏÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ d0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÈÏÄÉÔ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ. ÷ ÐÒÏ-ÃÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ d0 | ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÔÄÅÌÉ×ÛÅÊÓÑ ÌÁÍÐÏÞËÉ. ÷ÔÏÒÁÑËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÜÔÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌ �, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ó ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊri, ÇÄÅ i ∈ {1; 2; 3}. éÚ ri ×ÙÈÏÄÉÔ ×ÉÓÑÞÅÅ ÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ × ×Ù×ÏÄÅÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. � É i ÚÄÅÓØ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �.ïÐÉÛÅÍ, ËÁËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÄÏÌÖÅÎ \ÐÏÍÎÉÔØ" ÔÅËÕÝÉÊ ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌ �. � \ÐÏÍÎÉÔ" ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÕÇÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÛÁÇÅ É Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙ-ÄÕÝÉÈ ÛÁÇÁÈ ÐÏ ÔÅËÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ÅÓÌÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÒÏËÉ, ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÅÓÌÉ ÔÅËÕÝÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ. ÷ � ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÖÅÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÅËÕÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÔÒÏËÉ.� \ÐÏÍÎÉÔ", ÚÁÖÉÇÁÅÔ ÌÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÌÁÍÐÏÞËÕ × ÔÅËÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ×ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ÔÅËÕÝÅÊ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b × ÐÒÁ×ÉÌÅ ÎÁÞÁÌÁ×Ù×ÏÄÁ ÌÁÍÐÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ (ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ), Á ÅÓÌÉ× ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ, ÔÏ b ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÇÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅÉ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � \ÐÏÍÎÉÔ" ËÁËÉÅ ÉÚ S− 1 ÌÁÍÐÏÞÅËÚÁÖÉÇÁÌÉÓØ, Á ËÁËÉÅ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÚÁÖÅÞØ. åÓÌÉ ÔÅËÕÝÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÏ-ÓÌÅÄÎÑÑ É ÂÙÌÏ ÕÇÁÄÁÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, � \ÐÏÍÎÉÔ" ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅÌÉ ÏÎÏ. óÉÍ×ÏÌ r0 ÍÏÖÅÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÏÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ � É � × ÐÒÁ×ÉÌÁÈ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ ÏÂÅÓÐÅ-ÞÉ×ÁÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÊ ÄÏÇÁÄËÉ,ÓÏ×ÅÒÛÅÎ ÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÁ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄ-8



ÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ.ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×Ù×ÏÄ G × �, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÚÁÖÉÇÁÎÉÑËÁÖÄÏÊ ÌÁÍÐÏÞËÉ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù×ÏÄ G × �. éÚ ÕÓÔÒÏÊ-ÓÔ×Á � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ ri × K ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÔÏÌØËÏÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÏËÏÎÞÁÎÉÅÍ ×Ù×ÏÄÁ ÌÁÍÐÏÞËÉ, É ÄÌÉÎÁ ÅÅ ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ×K. åÓÌÉ ÂÙ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÂÙÌ ÂÙ ÕÇÁÄÁÎ ËÏÎÅÃ ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ r3 ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÂÙ ÎÅ ÎÁ ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ,ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. éÚ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G ×Ù×Å-ÄÅÎ, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ×Ù×ÏÄÁ ÌÁÍÐÏÞÅË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÑÄËÕ ÉÈ ÚÁÖÉÇÁÎÉÑ× ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ. ôÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÁÍÐÏÞËÁ ÂÙÌÁ ×Ù×ÅÄÅÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ,ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÁÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 7 ÄÏËÁÚÁÎÁ.NP-ÐÏÌÎÏÔÁ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ É × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÂÙÌ ÎÅÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍ, Á � ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÁ ÂÙ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÂÏÒ ÇÒÁÆÏ×Ó ×ÉÓÑÞÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ É ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÂÒÁÍÉ ÌÀÂÏÅ.äÁÄÉÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á NP-ÐÏÌÎÏÔÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. óÍÏÄÅÌÉ-ÒÕÅÍ ÒÁÚÍÅÔËÕ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÒÏÓÔËÏ× ÄÌÉÎÙ 1. ëÁÖÄÏÍÕÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÕ É ÔÅÒÍÉÎÁÌÕ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÀÂÏÍÕ ÔÅÒÍÉÎÁÌÕ ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÏÍÕ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÕ. íÏ-ÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÇÒÁÆ G, ÄÏÂÁ×É× Ë ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÏÔÒÏÓÔËÏ×, ÞÔÏ-ÂÙ ÞÉÓÌÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÅÊ ÒÅÂÅÒ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕÅÅ ÐÏÍÅÔËÅ. ÷ � ÏÓÔÁ×ÉÍ ÌÉÛØ ÇÒÁÆÙ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ É ÔÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÓÔÏÌØËÏ ÏÔÒÏÓÔËÏ×, ÞÔÏÂÙÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÉÍ ÒÅÂÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÉÈ ÐÏÍÅÔËÁÍ.÷ ÔÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÑÔ ×ÉÓÑÞÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÄÏ-ÂÁ×ÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÔÒÏÓÔËÉ É ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×ÉÓÑÞÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÏÂÝÅÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÎÅÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÕ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÅÂÅÒÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÅÅ ÐÏÍÅÔËÅ.÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×Ù×ÏÄÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ë ×Ù×ÏÄÕ G ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÌÉÛØ ÔÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ, ÐÒÉ ËÏ-ÔÏÒÏÊ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÁ ÌÁÍÐÏÞËÕ ÉÏÓÎÏ×ÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ×ÉÓÑÞÉ-ÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÕÔÅÏÒÅÍÙ 7.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÚ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ G, ÅÓÌÉ GÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÔÅÏÒÅÍÕ á.ï.óÌÉÓÅÎËÏ Ï ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÍ ÃÉËÌÅ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ.9



ôåïòåíá 8. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÇÒÁÆÕ G É ÆÏÒ-ÍÕÌÅ � ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ×ÙÑÓÎÑÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉ � ÎÁ G. ðÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×, ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÒÁÍ-ÍÁÔÉËÅ, ×ÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G.äïëáúáôåìøóô÷ï. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ �1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ �1 ÓÔÏÉÔ ÇÒÁÆ ÉÚ ≤ 2 ×ÅÒÛÉÎ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ �1,ËÁÖÄÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ � ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ, ÏÔ-ÝÅÐÌÑÑ ÏÔ ÇÒÁÆÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, Á ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÎÏ×ÙÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ �1ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ �. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n É ÌÀÂÏÇÏËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ �(A; n), × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù×Ï-ÄÉÍÙ ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ × A, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅÓ ≤ 2 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ É ≤ n ÒÅÂÒÁÍÉ ÐÒÉËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. üÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ Ó ÔÅÒÍÉÎÁÌÁÍÉ ÉÚ A É ÏÄÎÉÍ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ, ÎÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÌÏÍ.ìåííá. çÒÁÆ G ×Ù×ÏÄÉÍ × �(A; n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÎÅÊ ×Ù×ÏÄÉÍÁ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ, Á ×ÓÅÇÏËÏÍÐÏÎÅÎÔ K. ôÏÇÄÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù×ÅÄÅÍ ÇÒÁÆ ÉÚ K ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÝÅÐÌÑÑ ÉÈ ÐÏ ÏÄÎÏÊ. úÁÔÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ×Ù×ÅÄÅÍ ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, G ×Ù×ÏÄÉÍ É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ K. ÷ÏÚØÍÅÍ ×Ù×ÏÄ G. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÁÞÁÌÁ×Ù×ÏÄÁ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁ-ÇÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ � −→ B. ëÁÖÄÕÀ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚB, ËÏÔÏÒÁÑ × ËÏÎÃÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K É ËÁÖÄÕÀ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÕÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ × ËÏÎÃÅ ×Ù×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó K,ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ B. õÄÁÌÉÍ ÉÚ B ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ, ×ËÌÀÞÁÑ ×ÉÓÑÞÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ× ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ K. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ-ÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÇÒÁÆÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ K, ÎÏ×ÏÅ ÐÒÁ×É-ÌÏ � −→ B′ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÎÁ K, ÐÏÌÕÞÉÍ ×Ù×ÏÄ K × �(A; n).ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ �(A; n) ÐÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ n ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉËÕ �, × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍ G, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÅÇÏ ×Ù×ÏÄ. üÔÏÔ ×Ù×ÏÄ ÍÙÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á D Ó ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á D ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × ×Ù×ÏÄÅ, ÕÚÅÌ | ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÊ, Á ÌÉÓÔ | ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÊ.ëÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ÐÏÍÅÞÅÎ ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÍ × ÎÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ×Ù×ÏÄÁ, ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-10



ÛÉÎÅ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á, ÓÍÅÖ-ÎÁÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÕÚÌÏÍ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ËÏÒÎÑ. ÷ ÐÏÍÅÔËÅ ÕÚÌÁ ÔÁËÖÅÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ u. ìÉÓÔ ÐÏÍÅÞÅÎ ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÍÅÔËÏÊ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÅÍÕ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G, ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.æÏÒÍÕÌÅ � ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁÄÅÒÅ×ØÑÈ. A ÂÕÄÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÄÅÒÅ×Ï ×Ù×ÏÄÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ÎÁ ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÉÓÔÉÎÎÁ �. ðÕÓÔØ M - ÍÁÛÉÎÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ ×ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ �, Á P | ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅn ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ (n | ÐÁÒÁÍÅÔÒ �). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÁÆ P ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ G ×ÍÅÓÔÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙM ÎÁ P . M, ÒÁ-ÂÏÔÁÑ ÎÁ P , ÍÏÖÅÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÉÚ P É ×ÈÏÄÉÔØ × P . ÷ÈÏÄÉÔØ × P M ÍÏÖÅÔÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ÷ÏÊÄÑ × ÐÏÄÇÒÁÆ P ,ÒÁÚÍÅÔËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÒÁÂÏÔÏÊM, ÏÎÁ ÒÁÂÏ-ÔÁÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÄÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÌÉ ÄÏÏÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ÷ÙÈÏÄÙ É ×ÈÏÄÙ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ.åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × P , M ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ × ÎÅÊ, ÉÎÁ-ÞÅ ×ÈÏÄÉÔ × P . ðÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ P ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ× ÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. åÓÌÉ M ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ× P , ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, Á ÅÓÌÉ
M ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ×ÙÛÌÁ ÉÚ P (× ÌÀÂÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ), ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ×ÈÏÄÉÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÐÕÓÔÁÑ ÒÁÂÏÔÁ M, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ × P ×ÏÏÂÝÅÎÅ ×ÈÏÄÉÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ S ÎÏÍÅÒÏ× ÒÅÂÅÒ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ M ×ÈÏÄÉÌÁ × P É ×ÙÈÏÄÉÌÁ ÉÚÎÅÇÏ, Ó ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ: ×ÈÏÄ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄ ÓÏ-×ÅÒÛÁÅÔ M; ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ M. äÌÉÎÁ S ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ2nK, ÇÄÅ K | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. S ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ P , Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ SÉ ÄÌÉÎÙ ≤ 2nK | ÓÌÅÄÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆÕ P ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ×, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÅÇÏ ×ÎÅÛÎÏÓÔÉ. ïÐÉ-ÛÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A1, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï ×Ù×ÏÄÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ×Ù×ÅÄÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. îÅÎÁÞÁÌØ-ÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ A1 ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÏ×. A1 ÂÕÄÅÔ Ä×É-ÇÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÉÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ ÄÅÒÅ×Á. ÷ ÌÉÓÔØÑÈ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÔÏÍ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ A1 ÂÕÄÅÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÍÁÛÉÎÙ M ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÁÆÁ, ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÉÚÄÁÎÎÏÇÏ ÕÚÌÁ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ A1 × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÑÍ × Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÅÊ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ ËÏÒÎÑ ×ÅÒÛÉÎÁÈ p1 Ép2 É ÒÁÚÍÅÔËÅ ×ÅÒÛÉÎ p, p1, p2. ðÏËÁÖÅÍ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. äÌÑ ×ÓÅÈÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉÓÔØÑÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÐÏÍÅÔËÅ ÌÉÓÔÁ. ðÕÓÔØ11



×ÅÒÛÉÎÁÍ p,p1,p2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÇÒÁÆÙ P ,P1,P2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÄÌÑ P ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÄÌÑP1 É P2, Á ÔÁËÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ Ë Pi ÒÅÂÒÁ ×ÅÄÕÔ ×Pj, Á ËÁËÉÅ × G\P . üÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏ-ÍÅÞÅÎÁ p. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÄÌÑ P ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØS ′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÙ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ Pi É G \ P É ÍÅÖÄÕ P1 É P2Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ: ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÎÏÍÅÒÁ ÒÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Pi ÉP ÉÌÉ P1 É P2, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. S ′ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ P , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×
M ÍÅÖÄÕ P1, P2, G \ P ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ S ′. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ S ′ ÎÁPi ÓÌÅÄ ÄÌÑ Pi, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ×ÙÞÌÅÎÅÎÉÅÍ ÉÚ S ′ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÍÅÖÄÕ Pi ÉG \ Pi. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ S ′ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÙÞ-ÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ É ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ÓÌÅÄ ÄÌÑ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊÎÁ P ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÕÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÙÅ ÓÌÅÄÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ. îÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:(S ′ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ)⇐⇒ (ÐÒÏÅËÃÉÉ S ′ ÎÁ P1 É P2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ).A1 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ D, ÅÓÌÉ × ËÏÒÎÅ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏ-ÇÏ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÅÄÁ. ÷ [3] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÄÅÒÅ×ØÅ×, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ, ÔÏÖÅÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÃÉÀ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ: ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÐÒÏÅËÃÉÉÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ÄÅÒÅ-×ØÑÈ ÉÈ ×Ù×ÏÄÁ ÐÏ ÒÁÚÍÅÔËÅ × ÌÉÓÔØÑÈ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË× ÕÚÌÁÈ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ u, Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅÎÁ \ÌÉÛÎÉÅ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕ-ÌÅ � ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A.úÁÐÕÓÔÉ× ÅÇÏ ÎÁ D, ÕÚÎÁÅÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉ �. ôÅÏÒÅÍÁ 8 ÄÏËÁÚÁÎÁ.2. ó×ÑÚØ Ó ÒÅÛÅÔËÁÍÉ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÂÌÅÍÕ Ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ. ó.æ.óÏÐÒÕÎÏ× ÄÏËÁÚÁÌ × [4], ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ ÐÌÏÓËÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀÒÅÛÅÔËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍ × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÙ 8 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.ôåïòåíá 9. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �1ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ NP-ÐÏÌÎÁ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁÒÅÛÅÔËÉ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ÷ÙÛÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÍÁÛÉÎÕ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÎÅÄÅÔÅÒ-12



ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ �1 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÅ ÔÁËÏÊ ÎÅÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ÏÚØ-ÍÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ M,ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ É ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÕÀ NP-ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÅÄÉ-ËÁÔ. ðÒÏÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÒÁÂÏÔÕ M ÒÁÂÏÔÏÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ
M1 ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ × ÒÁÚÍÅÔËÅÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ M × ÏÄÉÎ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÒÁÚÍÅÞÅÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ M × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÁÖÄÙÊ ÛÁÇ M ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. M1 ÐÅ-ÒÅÈÏÄÉÔ ××ÅÒÈ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ É, ÐÒÏÈÏÄÑ Ó ÏÄÎÏÇÏ ËÒÁÑ ÄÏÄÒÕÇÏÇÏ, ÒÁÚÍÅÞÁÅÔ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ M1 ÉÄÅÔ ×ÎÉÚ,ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ É Ä×ÕÍ ÅÅ ÓÏÓÅÄÑÍ ËÁËÁÑ ÂÕË×Á ÄÏÌÖ-ÎÁ ÓÔÏÑÔØ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ M1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕÒÅÂÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚ. ôÅÏÒÅÍÁ 9 ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÅÛÅÔÏË ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×ÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ×Ù-ÑÓÎÑÀÝÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÉÅÒÁÒÈÉÉ, ÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑî.òÏÂÅÒÔÓÏÎÏÍ É ð.ä.óÅÊÍÕÒÏÍ × [5]. éÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÏÒÏ× (ÓÍ. [5]),ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÅÛÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n× n, ÔÏ ÏÎ ×Ù×ÏÄÉÍ × ÜÔÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ.3. çÒÁÆÏ×ÙÅ ÍÁÛÉÎÙ: ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÙ, ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ, ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. ÷ [7] ë. à. çÏÒÂÕÎÏ× ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÐÏÎÑÔÉÅÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÅ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÆÙ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅ-ÎÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁÎÁ ÐÏÄÇÒÁÆÙ: ËÁÖÄÙÊ ÎÅ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ, ×ÏÚÎÉËÛÉÊ × ÐÒÏ-ÃÅÓÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÐÏÄÇÒÁÆÁ, ÐÏËÁ ×ÓÅÐÏÄÇÒÁÆÙ ÎÅ ÓÔÁÎÕÔ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÍÉ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÁÆ B ÇÒÁÆÁG ÏÔÄÅÌÉÍ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÄÅ-ÌÉÔØ ≤ n ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ Ë B ÒÅÂÒÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ B ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ÉÚ G \B | ×ÎÅÛÎÉÍÉ.ïðòåäåìåîéå. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÄÅÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏ-ÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÏÔÄÅÌÉÍ ÏÔÓ×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.ðÏÄ n-ÄÅÌÉÍÏÓÔØÀ ÐÏÄÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ n-ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ËÁË13



ÇÒÁÆÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ. ôÅÏÒÅÍÁ 6, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ á.ï. óÌÉ-ÓÅÎËÏ, ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ë.à. çÏÒÂÕÎÏ×, ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.ôåïòåíá 10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÇÒÁÆÕ G É ÞÉÓÌÕn ×ÙÑÓÎÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ G n-ÄÅÌÉÍÙÍ, É ÅÓÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÔÒÏÉÔÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ B | ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, ÏÔÄÅÌÅÎÎÙÊÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ g ∈ G ÂÏÇÁÔÏÊ ÄÌÑ B, ÅÓÌÉ ÅÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏ > n ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë B ÒÅÂÅÒ(ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ). äÅÌÅÎÉÅ B ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ,ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ×ÅÒÛÉÎÙ.ìåííá. ðÏÓÌÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙg ÐÏÄÇÒÁÆ B \ {g} ÂÕÄÅÔ ÏÔÄÅÌÉÍ ÏÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. åÓÌÉb| ÂÏÇÁÔÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ É B n-ÄÅÌÉÍ, ÔÏ B\{b} n-ÄÅÌÉÍ ÚÁ ÎÅÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ B, ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ B ÎÅÓ×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ,ÔÏ (B n-ÄÅÌÉÍ)⇐⇒(ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ n- ÄÅÌÉÍÁ).äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÅÒ×ÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁ-ÖÅÍ ×ÔÏÒÏÅ. ðÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ B ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑÐÏÄÇÒÁÆÁ B \ {b}. ðÕÓÔØ C | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÇÒÁÆ, ×ÏÚÎÉËÛÉÊ ÎÁ ÐÒÏ-ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, Á C ′ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÐÏÄ-ÇÒÁÆ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÄÅÌÅÎÉÑ B. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C ′ ÏÔÄÅÌÉÍ ÏÔÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÔÏ É C ÔÏÖÅ. åÓÌÉ C ′ = C ÔÏ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÕÓÔØ C ′ = C+{b}. ôÁË ËÁË b| ÂÏÇÁÔÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÌÑ B, ÔÏÏÎÁ ÂÏÇÁÔÁÑ É ÄÌÑ C ′. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ C ′ ×ÅÒÛÉÎ ≤ n, ÔÏ ×ÓÅËÏÎÃÙ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë C ′ ÒÅÂÅÒ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ b ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÙÄÌÑ C ′. ðÏÜÔÏÍÕ b ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ C ′. îÏ C ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ C ′ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅÍb É ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ÏÔÄÅÌÉÍ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓÄÅÌÅÎÉÑ B ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ ÐÏÄÇÒÁÆ B n-ÄÅÌÉÍ É ÏÔÍÅÞÅÎÙ ≤ n ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏÏÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ B ÞÁÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑÞÁÓÔØ ÂÙÌÁ ÂÙ n-ÄÅÌÉÍÁ, Á × ËÏÎÃÅ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÂÏÇÁÔÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ×ÅÒÛÉÎ. ïÔÄÅÌÑÅÍ ÏÔ B ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ÂÏÇÁÔÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆ B1 ÐÏ ÌÅÍÍÅ n-ÄÅÌÉÍ. âÏ-ÇÁÔÁÑ ÄÌÑ B1 ×ÎÕÔÒÅÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ b1 ÍÏÇÌÁ ÎÅ ÂÙÔØ ÂÏÇÁÔÏÊ ÄÌÑ B. îÏËÁÖÄÏÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÅ ÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ Ë B1 ÒÅÂÒÏ ÌÉÂÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ É Ë B,ÌÉÂÏ ×ÅÄÅÔ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÄÌÑ B ÏÔÄÅÌÅÎÎÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. ðÏ-14



ÜÔÏÍÕ b1 ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ B, ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ n ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÂÙÌÉ ÂÙ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÄÌÑ B, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ïÔÄÅÌÑÑ b1 ÏÔ B1 ÐÏÌÕÞÉÍB2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ Õ Bi ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÇÁÔÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÚÁ ≤ n ÛÁÇÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ G n-ÄÅÌÉÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ× ÜÔÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÏÄÇÒÁÆÁ B ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÄÅÌÑÀÔÓÑ ≤ n ×ÅÒÛÉÎ, Á ÚÁÔÅÍÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆ B′, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÂÏÇÁÔÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ B′ ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ Ë B′. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ:ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÉÚ ≤ n ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÎÅÛ-ÎÉÅ, Á ËÁËÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÉÚ ≤ n2 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÈ×ÅÒÛÉÎ; Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÏÄÇÒÁÆÁ G\P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÏÔÄÅÌÅÎÎÕÀ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍM . âÕÄÅÍÐÏ ÛÁÇÁÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚ-ÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ n-ÄÅÌÉÍÁ. ðÏÓÌÅ m-ÇÏ ÛÁÇÁ × ÎÁÛÅÍ ÓÐÉÓËÅ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, n-ÄÅÌÉÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ m ÄÅÌÅÎÉÊ É,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, n-ÄÅÌÉÍÏÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ m ÄÅÌÅÎÉÊ.îÁ (m+1)-ÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÏ×Ï-ËÕÐÎÏÓÔÉ S, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÁÛ ÓÐÉÓÏË, ÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. õÇÁÄÙ×ÁÅÍÄ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ≤ n ×ÅÒÛÉÎ M1 É M2 Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ, ËÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ËÁËÉÅ ×ÎÅÛÎÉÅ. üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÓÔØÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ K1 É K2, ÎÁËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÂÉÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ K ÉÚ S É ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍn-ÄÅÌÉÍÙÍÉ ÚÁ ≤ m ÄÅÌÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Mi ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á O1 ⊆ M1 É O2 ⊆ M2 ÔÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏÏÔÄÅÌÉÔØ É ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ×Ï ×ÎÅÛÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÇÒÁÆÙ K1 \ O1 É K2 \ O2ÏÓÔÁÌÉÓØ ÂÙ n-ÄÅÌÉÍÙÍÉ É ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÂÏÇÁÔÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ.õÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P1 É P2 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× ×ÅÒ-ÛÉÎ. ðÕÓÔØ Vi (i = 1; 2) ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÎÅÛÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÉÚMi É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Oi ⋃Pi. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÎÙ, ÐÏÄ-ÇÒÁÆÙ K1 \O1 É K2 \O2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× G \ V1 É G \ V2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍÐÏ-ÎÅÎÔÙ G \ V1 ÐÅÒ×ÙÍÉ, Á G \ V2 ×ÔÏÒÙÍÉ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÏÄÇÒÁÆK \ (O1 ⋃O2) ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ ÂÙÌÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ×ÔÏÒÙÈ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÌÉÛØ ÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ K \ (O1 ⋃O2). ðÏÎÑÔÎÏ,ÞÔÏ Ë Ki ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÒÉÐÉÓÁÎÙ i-ÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ.1. óÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ Mi.2. óÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ Vj ÐÒÉ j 6= i.15



3. éÍÅÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ MjÐÒÉ j 6= i.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÎÅÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÊ i-ÁÑËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ j-ÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ (j 6= i),ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÊ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i-ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÒÉÐÉ-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË j-ÁÑ ÕÖÅ ÐÒÉÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÅÓÌÉ j-ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÕÖÅ ÐÒÉÐÉÓÁÎÁ, ÔÏ i-ÁÑ ÎÅ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉÎÅ ÐÒÉÐÉÓÁÎÁ, ÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 3 \ÓÐÏÒÎÁÑ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ M1 É M2, Á ÌÀÂÏÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ËÏÎÅÃ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏË ÎÅÊ ÒÅÂÒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É M1 É M2. ðÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÅÅ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÕÀ ÞÁÓÔØ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ K \ (O1 ⋃O2)ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÕÄÁ ÍÙ ÐÒÉÐÉÓÁÌÉ \ÓÐÏÒÎÙÅ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.ôÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M1 É M2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈK1 É K2, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÕÓÌÏ×ÉÑ 3. åÓÌÉ K n-ÄÅÌÉÍÚÁ m+1 ÛÁÇÏ× É ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ×ÅÒÎÙÍÉ, ÔÏ ×ÓÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÖÅ ÂÙÔØ × ÎÁÛÅÍ ÓÐÉÓËÅ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÔÁÍ ÅÓÔØ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ K n-ÄÅÌÉÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁ > m + 1 ÛÁÇÏ×. ïÐÉÛÅÍÐÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ K. äÅÌÉÍ K ÎÁ K1 É K2. ïÔÄÅÌÑÅÍ ÏÔ Ki ÐÏ ÏÄÎÏÊ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Oi, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ≤ n. ðÏÄÇÒÁÆÙK1 \ O1 É K2 \ O2 ÄÅÌÉÍ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. üÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÁËÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ, ÅÓÔØ × ÓÐÉÓËÅ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÉ n-ÄÅÌÉÍÙ. éÈ ÄÅÌÅÎÉ-ÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ É ÓÐÏÓÏÂÏ×ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× G ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍn, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓËÏÍÙÊ. ôÅÏÒÅÍÁ 10 ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÏ×, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. òÅÂÒÁ ÔÏÖÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÁÎÅ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ, ËÁË ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ. òÁÚÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ. ÷ ÇÒÁÆÅ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ïÐÉÛÅÍÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ≤ K. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ 〈A;B;Q; q0; F 〉,ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ A, Q, q0 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ. B ÜÔÏ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ F ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ.ïÂÌÁÓÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× 〈q; a; k〉, ÇÄÅ q ∈ Q | ÔÅ-ËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, Á a ∈ A | ÂÕË×Á, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÔÅËÕÝÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ, k ≤ K + 1 | ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÕÞÅÔÏÍÔÅËÕÝÅÇÏ. åÓÌÉ k ≤ K, Á q | ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÔÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅÍ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÎÁÂÏÒÙ 〈q′; a′; (b; b′)〉.16



úÄÅÓØ q′ | ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, a′ ∈ A | ÎÏ×ÁÑ ÐÏÍÅÔËÁ ÔÅËÕÝÅÊ×ÅÒÛÉÎÙ, b ∈ B | ÐÏÍÅÔËÁ ÒÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÁÛÉÎÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, b′ ∈ B | ÎÏ×ÁÑ ÐÏÍÅÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. åÓÌÉ k = K+1,ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÁÑ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ. åÓÌÉ q | ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØ-ÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, k ≤ K, ÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÒÁÆ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙÍÁÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ É × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ðÏ-ÔÏÍ ÏÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÒÅÂÒÏ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÍÅÔËÏÊ,ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ. ëÁÖÄÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁ-ÆÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÉÈ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ. îÁÚÏ×ÅÍÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÍÉ.ôåïòåíá 11. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÍÉ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÍÁÛÉ-ÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÁÛÉÎ, ÇÄÅ Ä×Á ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ \ÓËÌÅÅÎÙ" × ÏÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ M′, ËÏÔÏÒÁÑÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×, ÞÔÏ É M, É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏ-ÔÕ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.äïëáúáôåìøóô÷ï. íÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÉÍÅÌÁ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÉÚ ÔÅËÕÛÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ a, ÐÏÓÅÝÅÎÎÏÊÍÁÛÉÎÏÊ, ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÉÍÅÅÔ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÉÛÌÁ × a. îÅÞÅÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙÐÏÍÅÞÁÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �1, Á ÞÅÔÎÙÅ | �2. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍÐÅÒÅÈÏÄÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ a1 × a2 ÒÅÂÒÏ l, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ,ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ ËÒÏÍÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÅÝÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ � ′. åÓÌÉ a2 ÕÖÅÂÙÌÁ ÐÏÓÅÝÅÎÁ (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÐÏÍÅÞÅÎÁ �1 ÉÌÉ �2), ÔÏ M′ ÚÁ Ä×ÁÛÁÇÁ ÔÕÄÁ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÔÉÒÁÅÔ ÓÉÍ×ÏÌ � ′ Ó l (ÎÉËÁËÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÂÒÏ × ÜÔÏÔÍÏÍÅÎÔ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ � ′ ÎÅ ÐÏÍÅÞÅÎÏ). éÎÁÞÅ, M′ ÚÁ ÔÅ ÖÅ Ä×Á ÛÁÇÁ ÚÁÍÅÎÑ-ÅÔ � ′ ÎÁ �1, ÅÓÌÉ a1 ÞÅÔÎÁÑ ÉÌÉ ÎÁ �2, ÅÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÁÑ. þÔÏÂÙ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ×ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, M′ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÃÅÐÉ ÉÚ ÒÅÂÅÒ Ó ÞÅÒÅÄÕÀÝÉ-ÍÉÓÑ ÐÏÍÅÔËÁÍÉ �1 É �2. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.íÁÛÉÎÁ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÁ-ÛÉÎÁÍÉM1 ÉM2, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. íÁÛÉÎÁ M1 ÐÅÒÅÄÅÌÙ×ÁÅÔÓÑ ×M′, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ M1 É, ÅÓÌÉ M1 ÄÏÐÕÓËÁÅÔÇÒÁÆ, ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. éÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÅ M′ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ. ëM′ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ M2.ôÅÏÒÅÍÁ 11 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓÙ �n É �n ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×Å-17



Ô×ÌÅÎÉÑ É n ≥ 1. ëÌÁÓÓ �1 ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ëÌÁÓÓ �1 ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁ-×ÁÅÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ëÌÁÓÓ �n+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÁ�n. ëÌÁÓÓ �n+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÁ �n. úÄÅÓØ ÏÐÅ-ÒÁÃÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÔËÁÍ É ×ÅÒÛÉÎ ÉÒÅÂÅÒ. ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É × ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÔÌÉ-ÞÉÅ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÉÛØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ) ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÍÁÛÉÎÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 8 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.ôåïòåíá 12. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÇÒÁÆÕ G É ÆÏÒ-ÍÕÌÅ � ÉÚ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ×ÙÑÓÎÑÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉ � ÎÁ G.ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ � É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÄÌÑ n-ÄÅÌÉÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ×ÒÅÍÑÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÅÒÅÂÉÒÁÑ ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ G n-ÄÅÌÉÍ, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÏÏÂÝÉÌ Á×ÔÏÒÕ ë.à. çÏÒÂÕÎÏ×.ìåííá 1. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G n-ÄÅÌÉÍ É ÅÓÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ P ÔÁË ÏÔÍÅÔÉÔØ ≤ nÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ P1 É P2 ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1. åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ a =∈ P É a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ Pi, ÔÏ a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ P .2. åÓÌÉ a ∈ Pi É a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ P , ÔÏ a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ Pi.3. åÓÌÉ a ∈ Pi É a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ Pj (j 6= i), ÔÏ a ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ Pi.äïëáúáôåìøóô÷ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ P ÐÕÓÔØ n1(P ) ≤ n| ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n1 ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÁÑ PÏÔ G\P . óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔÉ n1 ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕÓ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÅÛÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ.äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ G\P ,ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ Pi, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ P . ðÕÓÔØ ×ÏÐÒÅËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ M 6= ∅.ðÕÓÔØ C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Pi, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚM É ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ Pi. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |C| > |M |. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ C ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÄÌÑ P , Á ÌÀÂÏÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ Ë P ÒÅÂÒÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔ-ÎÏÅ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ C ×ÅÄÅÔ ÌÉÂÏ × M , ÌÉÂÏ × ×ÅÒÛÉÎÕ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÄÌÑ P .ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ P ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ M ,ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÁÑ P ÏÔ G\P É ÍÅÎØÛÁÑ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. üÔÏÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ |C| ≤ |M |. ìÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ Pi, ÓÍÅÖÎÁÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ M ÌÉÂÏÌÅÖÉÔ × C, ÌÉÂÏ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÄÌÑ Pi. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ Pi ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï M ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ C, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÁÑ PiÏÔ G \ Pi. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ, Á ×ÎÅÛÎÉÈ Ë Pi ×ÅÒÛÉÎ18



ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Pi,ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ P , ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ Pi. ðÕÓÔØ M 6= ∅. ðÕÓÔØ C { - ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ÉÚ G\P , ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ ÓM É ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ P . ðÒÅÄ-ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |M | ≤ |C|. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÄÌÑ Pi. úÁÍÅÎÉÍ ÄÌÑ PiC ÎÁ M . ðÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÌÑ Pi Ó ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÎÅÛÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ.ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |M | > |C|. úÁÍÅÎÉÍ ÄÌÑ P M ÎÁ C. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ÄÌÑ P ×ÅÒÛÉÎ, ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 2 ÚÁÍÅÎÏÊ G \ P ÎÁ Pj É P ÎÁ Pj. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÂÅÒÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ, ËÁË ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍ-ÍÙ 1.ðÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ G ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ p ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÇÒÁÆ P , ×ÏÚÎÉËÛÉÊ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ p ÕÚÅÌ, ÔÏ Ä×ÕÍÅÇÏ \ÓÙÎÏ×ØÑÍ" p1 É p2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÐÏÄÇÒÁÆÁ P1 É P2, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÄÅÌÉÔÓÑ P . ðÕÓÔØ V (p) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ G, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× P; P1; P2. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ V (p). ÷ ÒÁÚÍÅÔËÅ pÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V (p) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ g ÏÔÍÅÞÅÎÁ,ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÁ × P; P1; P2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÁ V (p1), ÇÄÅ p1 | \ÏÔÅÃ"p É, ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ ÏÎÁ ÔÁÍ ÉÍÅÅÔ. åÓÌÉ g ∈ V (p), ÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù b ∈ B ÕËÁÚÙ×ÁÁÅÔÓÑ min(2K;m), ÇÄÅ K | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Á m | ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë P ÒÅÂÅÒ,ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ b É ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ g. õËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÓÅÈ ÒÅ-ÂÅÒ, ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈÐÏÄÇÒÁÆÏ×) É ÐÏÍÅÔËÉ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÒÅÂÒÁ ÏÔÍÅ-ÞÅÎÎÙÍÉ. ÷ ÐÏÍÅÔËÅ ÕÚÌÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ u. ÷ ÐÏÍÅÔËÅ ÌÉÓÔÁÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÍÅÔËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÔÏ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÌÉÏÎÁ. æÏÒÍÕÌÅ � ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A, ÒÁÂÏÔÁ-ÀÝÉÊ ÎÁ ÄÅÒÅ×ØÑÈ. A ÂÕÄÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÄÅÒÅ×Ï ÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÉÓÔÉÎÎÁ �. ðÕÓÔØ M | ÎÅÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ × ÂÅÓË×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ �, Á P |ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, ÏÔÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ≤ n ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÁÆ P ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ G ×ÍÅÓÔÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ P . M, ÒÁÂÏÔÁÑÎÁ P , ÍÏÖÅÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÉÚ P É ×ÈÏÄÉÔØ × P . ðÅÒÅÄ ×ÈÏÄÏÍ × P M ÍÏ-ÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ×ÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ19



ÒÅÂÒÕ, ÐÏÍÅÔËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÛÁÇÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. ÷ÏÊÄÑ × ÐÏÄ-ÇÒÁÆ P , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ)ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÒÁÂÏÔÏÊM, ÏÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÒÁ-ÂÏÔÁÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÄÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÌÉÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ÷ÙÈÏÄÙ É ×ÈÏÄÙ ÞÅÒÅÄÕÀÔ-ÓÑ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × P , M ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ × ÎÅÊ,ÉÎÁÞÅ ×ÈÏÄÉÔ × P . ðÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × P ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÐÏ-ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ× ÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. åÓÌÉ M ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÒÁÂÏÔÕ × P , ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ,Á ÅÓÌÉ M ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ×ÙÛÌÁ ÉÚ P (× ÌÀÂÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ), ÔÏ ÍÏÖÅÔÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÐÕÓÔÁÑ ÒÁÂÏÔÁM, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ×P ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S ÎÏÍÅÒÏ× ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔ-ÎÙ ÒÅÂÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ M ×ÏÛÌÁ ÉÌÉ ×ÙÛÌÁ,ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏ Ä×ÕÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ × SÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÎÏÍÅÒÏ×. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-ÃÉÑ: ×ÈÏÄ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ M; ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ M;ÐÏÍÅÔËÉ ÒÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ M ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ É ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅ-ÈÏÄÁ. äÌÉÎÁ S ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ 2nK, ÇÄÅ K | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÅÝÁÅÍÏÓÔØ×ÅÒÛÉÎÙ. S ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ P , Á ÐÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ S É ÄÌÉÎÙ ≤ 2nK | ÓÌÅÄÁÍÉ. óÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ MÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÓÌÅÄÁ S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆÕ P ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ P , ÅÇÏÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ïÐÉÛÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ A1, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï ÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. îÅÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉA1 ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÏ×. A1 ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÉÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ ÄÅ-ÒÅ×Á. ÷ ÌÉÓÔØÑÈ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.÷ ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ A1 ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× MÄÌÑ ÐÏÄÇÒÁÆÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÜÔÏÍÕ ÕÚÌÕ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ A1 × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ × Ä×ÕÈ ÅÅ \ÓÙÎÏ×ØÑÈ" p1 É p2 ÉÒÁÚÍÅÔËÅ ×ÅÒÛÉÎ p; p1; p2. ðÏËÁÖÅÍ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏ-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÌÉÓÔØÑÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈÓÌÅÄÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÒÁÚÍÅÔËÅ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍ p,p1, p2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÇÒÁÆÙ P , P1, P2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÄÌÑ P ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÄÌÑ P1 É P2É ÒÁÚÍÅÔËÅ p. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÄÌÑ P ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ S ′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÙ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ Pi É G \ P É ÍÅÖÄÕ P1É P2 Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ: ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÎÏÍÅÒÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÄÌÑ Pi É P ÉÌÉ P1 É P2, ËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏ ÒÅÂÒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÐÏÍÅÔ-ËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÄÏ É ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ M ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. S ′20



ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ P ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× M ÍÅÖÄÕ P1, P2, G \ P ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ S ′.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ S ′ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁÉ ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ÓÌÅÄ ÄÌÑ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ P ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÚÎÁÔØ,ËÁËÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÙÅ ÓÌÅÄÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ S ′ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ S ′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.1. ðÒÏÅËÃÉÉ S ′ ÎÁ P1 É P2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ.2. ðÏÍÅÔËÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ l ÐÅÒÅÄ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÐÒÏÈÏ-ÖÄÅÎÉÅÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÍÅÔËÏÊ l ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑÐÏ ÎÅÍÕ, Á ÐÅÒÅÄ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅÍ | Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÏÍÅÔËÏÊ.3. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ × S ′ ÍÅÖÄÕ P É G \ P ÐÏ ÒÅÂÒÕ, ÉÎ-ÃÉÄÅÎÔÎÏÍÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÌÑ P ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ g, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ > 0ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë P ÒÅÂÅÒ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ a É ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÍÅÔËÕ, ÕËÁÚÁÎÎÕÀ× ÄÁÎÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ S ′ ÎÁ P1 É P2 ÞÅÒÅÚ S1 É S2. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÁ-ÞÁÌÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÌÅÄÁ S ′ É ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁ P1 É P2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔÓ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ ÓÌÅÄÏ× S1 É S2. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏ-ÉÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ËÏÔÏÒÏÍÕ × S ′ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ s. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ S ′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÏÚ-ÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óìõþáê 1. ðÅÒÅÈÏÄ ÉÚ Pi × Pj. ðÅÒÅÂÅÒÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÄÓÌÕÞÁÉ.Á) äÌÑ Pi É Pj × s ÕËÁÚÁÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ôÏÇÄÁÐÅÒÅÈÏÄ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ l, ÐÏÍÅÔËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁ-ÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2 Ó ÐÏÍÅÔËÏÊ × s. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ Si É Sj ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÏ-ÍÅÔËÏÊ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÍÕ ÄÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÍÁÛÉÎÁ
M ×ÙÊÄÅÔ ÉÌÉ ×ÏÊÄÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏ×ÅÒÛÉ× ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÏ l, M ÓÏ×ÅÒÛÉÔ×ÙÈÏÄ ÉÚ Pi É ×ÈÏÄ × Pj × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ Si É Sj. úÁÔÅÍMÐÒÏÒÁÂÏÔÁÅÔ × Pj É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ Sj ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.Â) äÌÑ Pi ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÄÌÑ Pj | ÔÏÌØËÏ×ÎÅÛÎÑÑ. M ×ÈÏÄÉÔ × Pj, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ Sj ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÅ-ÒÅÈÏÄÁ.×) äÌÑ Pi ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ×ÎÅÛÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÄÌÑ Pj | ÔÏÌØËÏ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÑÑ. íÁÛÉÎÁ ×ÈÏÄÉÔ × Pj, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ Si, É ÒÁÂÏÔÁÅÔ ×Pj × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ Sj.Ç) äÌÑ P1 É P2 × s ÕËÁÚÁÎÙ ×ÎÅÛÎÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ôÏÇÄÁÐÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 3 ÌÅÍÍÙ 1 ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÍÅÞÅÎÙ É ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ.äÁÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÅÌÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ Á).21



óìõþáê 2. ðÅÒÅÈÏÄ ÍÅÖÄÕ Pi É G \ P .Á) äÌÑ Pi ÏÔÍÅÞÅÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÄÌÑ P | ×ÎÅÛÎÑÑ. óÏ×ÅÒÛÁ-ÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 ÎÕÖÎÕÀÐÏÍÅÔËÕ. åÓÌÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ ×ÈÏÄ × Pi, M ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ Si.Â) é ÄÌÑ Pi É ÄÌÑ P ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ Ë P ÒÅÂÒÏ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÅ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÖÎÕÀ ÐÏÍÅÔËÕ. ðÏ ÎÅÍÕ É ÓÏ×ÅÒÛÁÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ.×) é ÄÌÑ Pi É ÄÌÑ P ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ×ÎÅÛÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄÓÏ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ Si.Ç) äÌÑ Pi ÏÔÍÅÞÅÎÁ ×ÎÅÛÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÄÌÑ P | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ. ôÏÇÄÁ ÐÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÌÅÍÍÙ 1 ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÄÌÑ Pi ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÉÄÌÑ P . ÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÄÌÑ P ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 ÌÅÍÍÙ 1 ÏÔÍÅÞÅÎÁÉ ÄÌÑ Pi. äÁÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÅÌÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ Á).ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ S ′ ÎÁ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÉÓÎÏ×Á ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ S1 É S2.úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ ÛÁÇÁÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ S ′. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÐÏS ′. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÄÌÑ P ÓÌÅÄÏ× ÄÏËÁÚÁÎÁ.á×ÔÏÍÁÔ A1 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï, ÅÓÌÉ × ËÏÒÎÅ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ÎÅÐÕÓÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÏ×.äÏËÁÖÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A. ÷ÙÒÁÚÉÍÆÏÒÍÕÌÏÊ × ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÅÒÅ×Á ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÔËÁ,ÎÅÓÕÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÒÅÂÅÒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÅ ÇÒÁÆÁ, ËÏÒÒÅËÔÎÁ. ëÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ g ÉÚ G ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(g) ×ÅÒÛÉÎ D ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ g ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÉÌÉ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÁÆÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÅ, ÉÌÉ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÙÎÏ×ÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ.ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ M(g) = {p | g ∈ V (p)}.ìåííá 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ g ÇÒÁÆÁ G ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(g) Ó×ÑÚÎÏ× D. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (g1; g2) ÉÚ G M(g1)⋂M(g2) 6= ∅.äïëáúáôåìøóô÷ï. ÷ÅÒÛÉÎÅ g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ × D ÐÕÔØ l(g) ÏÔËÏÒÎÑ Ë ÌÉÓÔÕ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ g | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ÷ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, g ÏÔÍÅÞÅÎÁ × ÌÉÓÔÅ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÌÅÍÍÙ 1, ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ l(g), × ËÏÔÏÒÙÈ gÏÔÍÅÞÅÎÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏ ÌÉ-ÓÔÁ. ðÕÓÔØ p ∈ M(g) É g | ×ÎÅÛÎÑÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÁÆÁp. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÐÕÔÉ ÏÔ p ÄÏ l(g)g ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÓØ ÜÔÏÔÐÕÔØ, ×ËÌÀÞÁÑ ÅÇÏ ËÏÎÅÃ p1 ∈ l(g), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M(g). éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ 3 ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÙÎÁ ÐÏÄÇÒÁÆÁ p1, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ l(g),g|×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÓÙÎ ÌÅÖÉÔ ÎÁ22



×ÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É Ó×ÑÚÎÏÓÔØ M(g) ÄÏËÁÚÁÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ×ÔÏÒÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ p1 | ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ ×ÅÒÛÉÎÁ,ÌÅÖÁÝÁÑ É ÎÁ l(g1) É ÎÁ l(g2). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÅ ÓÙÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁÌÉÂÏ g1 ÌÉÂÏ g2. åÓÌÉ É g1 É g2 ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÙÎÏ×ÅÊ, ÔÏp ∈ M(g1)⋂M(g2). éÎÁÞÅ, ÐÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ g1 × ÓÙÎÏ×ØÑÈ ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÁ.ðÕÓÔØ p2 | ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁ l(g1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊÏÔÍÅÞÅÎÁ g1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÔÃÁ ×ÅÒÛÉÎÙ p2 ÏÔÍÅÞÅÎÁ g2 É ÏÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M(g1)⋂M(g2). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ Rg ÄÅÒÅ×ÁD. ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÄÅÒÅ×Á ÕËÁÚÁÎÏ ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÎÏÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ M(g) É ÒÁ×ÎÏ × p ∈ D ÎÏÍÅÒÕ g × V (p).îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ D ÚÁÄÁÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÍÅÖÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ p1,p2 ÉÚ D ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ V (p1) ÉV (p2).ìåííá 3. (þÉÓÌÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ R ÄÅÒÅ×Á D Ó ÎÅÐÕÓÔÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÅÓÔØ Rg ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ g ∈ G)⇐⇒(äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈp1,p2 ÉÚ D, ÎÏÍÅÒÁ R × p1,p2 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ D).äïëáúáôåìøóô÷ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ =⇒ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ p ∈ D, ÇÄÅ R(p) 6= 0. îÏÍÅÒÕ R(p) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÎÅËÏÔÏÒÁÑ g ∈ G. ôÁË ËÁË M(g) Ó×ÑÚÎÏ × D, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉR ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Rg ÎÁ M(g), Á × ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ | É ÎÁD \M(g). ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÍÅÔËÁÍÉÄÅÒÅ×Á D ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. òÅÂÒÁ G ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÍÏÄÅÌÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÉ (R1; R2) ÔÁËÉÈ ÒÁÚÍÅÔÏË, ÇÄÅ R1 É R2 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ R ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ R′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ p ∈ D ÅÓÌÉ R′(p) 6= 0,ÔÏ R′(p) = R(p), ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:(∀(p1; p2)(R′(p1) 6= 0 & R(p2) 6= 0 ⇒ R′(p2) 6= 0)) =⇒ (R′ = R)úÄÅÓØ (p1; p2) | ÒÅÂÒÏ ÉÚ D. ðÏÎÑÔÉÅ \×ÅÒÛÉÎÁ p ∈ D" ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ-ÓÑ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ D ÅÄÉÎÉÃÅÊ × p É ÎÕÌÑÍÉ × D \ p, Á \ÒÅÂÒÏ (p1; p2)" |{ÒÁÚÍÅÔËÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ × p1 É p2. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈÒÅÂÅÒ ÎÁ D ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ M(g1)⋂M(g2), ÇÄÅ (g1; g2) | ÒÅÂÒÏ,ÜÔÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ Ó ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊD É ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ× D ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÔËÕ ÒÅÂÅÒ × G. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ Ó ÎÅÊ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÍÅÔËÉ D,ËÏÔÏÒÁÑ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÍÅÔËÏÊ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. üÔÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ23



p ∈ D É ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ g ÉÚ V (p) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: N&i=1 &b∈B(ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÒÅÂÅÒ Ó ÐÏÍÅÔËÏÊ b ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ g ÒÁ×ÎÏ i)⇐⇒(× p ÐÒÉ ÎÏÍÅÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙg ÓÔÏÉÔ i). úÄÅÓØ N = min(2K;m), ÐÒÉ i = N × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ \ÎÅ ÍÅÎØÛÅ i". ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ g Ë V (p)ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÔËÁ Rg ÎÅ ÎÕÌÅ×ÁÑ × p, Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ i ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ g Ó ÐÏÍÅÔËÏÊ b ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔi ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÔÏË R Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑÍÉ R⋂Rg É ÐÏÍÅÔËÏÊ b × ÎÉÈ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (×ÅÒÛÉÎÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ R(p)ÕËÁÚÁÎÁ × ÒÁÚÍÅÔËÅ D ËÁË ×ÎÅÛÎÑÑ Ë p)⇐⇒(g ÕËÁÚÁÎÁ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ Ëp). ïÐÉÛÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ A. ÷ Ë×ÁÎÔÏÒÎÏÊ ÐÒÉÓÔÁ×ËÅÆÏÒÍÕÌÙ � ×ÙÒÁÖÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ \ÒÅÂÅÒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ ÇÒÁÆÁ G"(ÜÔÏ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÎÁD) ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍÆÏÒÍÕÌÕ �′ ÎÁ D. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÒÅ×ØÅ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ, É ËÏÎØÀÎËÃÉÑ Ä×ÕÈÁ×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Á×ÔÏÍÁÔÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÕ A1 ÉÓ-ËÏÍÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A, ÐÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ �′ ÎÁ D, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ � ÎÁ G. ôÅÏÒÅÍÁ 12 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍ ÎÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÅÝÅÎÉÊ ÍÁÛÉÎÏÊ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, Á ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ �1, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊÎÁ 2-ÄÅÌÉÍÙÈ ÇÒÁÆÁÈ NP-ÐÏÌÎÁ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÇÒÁÆÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁM, ÚÁÄÁÀÝÕÀ NP-ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÌÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÏ p(|x|),ÇÄÅ p | ÐÏÌÉÎÏÍ, x | ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. üÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÊ ÃÅÐØÀ. óÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÊ ÃÅÐÉp(|x|) ÒÅÂÒÁÍÉ. ÷ ÒÁÚÍÅÔËÅ ×ÅÒÛÉÎ ÕËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÏÔ ËÒÁÑ ÞÅÔÎÙÅ ÉÎÅÞÅÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ ÒÁÚÍÅÔËÅ ÒÅÂÅÒ ÔÏÖÅ ÕËÁÖÅÍ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÅÓÑ ÞÅÔ-ÎÙÅ É ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, Á ÔÁËÖÅ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÐÏÍÅÔÉÍÞÉÓÌÏÍ 0. óÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ M ÒÁÂÏÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ M′ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÐÒÏÈÏÄÏÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ M′ ÉÄÅÔÐÏ ÒÅÂÒÕ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÍÕ 0, É ÍÅÎÑÅÔ ÜÔÕ ÐÏÍÅÔËÕ ÎÁ 1. åÓÌÉ ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ ÞÅÔÎÁÑ, ÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ËÏÍÁÎÄÅ \ÎÁÐÒÁ×Ï"M′ ÉÄÅÔ ÐÏ ÞÅÔÎÏÍÕÒÅÂÒÕ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÁÑ, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.4. çÉÐÅÒÇÒÁÆÙîÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ É ÇÉÐÅÒ-ÒÅÂÅÒ, ÇÄÅ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÏ | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒ-ÛÉÎ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÙ Ó ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.24



ðÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏÍ P ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ GÉ ÔÅ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔ × ÜÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å. çÉÐÅÒ-ÒÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ × ÎÅÍ ÌÅÖÁÔ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ Ë P . ðÏÄÒÁÚÍÅÒÏÍ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÌÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÁÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ. ðÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ.ïðòåäåìåîéå. çÉÐÅÒÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÄÅÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÏÄ-ÇÉÐÅÒÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ.ôåïòåíá 13. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÕ G ÉÞÉÓÌÕ n ×ÙÑÓÎÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ G n-ÄÅÌÉÍÙÍ É, ÅÓÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÓÔÒÏ-ÉÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G.äïëáúáôåìøóô÷ï. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆ P ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ G Ó×ÑÚ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ p1 É p2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ p1; x1; x2; : : :xk; p2 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ × ÎÅÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒÉP . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ P ÎÅÓ×ÑÚÅÎ, ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ðÏÄ n-ÄÅÌÉÍÏÓÔØÀ P ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ n-ÄÅÌÉÍÏÓÔØ P ËÁËÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ, ÎÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ.ìåííá. (P n-ÄÅÌÉÍ)⇐⇒(ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ n-ÄÅÌÉÍÁ).äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÕÓÔØ P n-ÄÅÌÉÍ, K | ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎ-ÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ P ′, ×ÏÚÎÉËÛÅÇÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅÄÅÌÅÎÉÑ P , Ó K. ôÁË ËÁË K | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ Ë K É ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅÇÏ × P ′. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ Õ P ′ ⋂K ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ P ′. úÎÁÞÉÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ PÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ K. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏ-ÎÅÎÔÁ P n-ÄÅÌÉÍÁ, ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÅÌÉÍ P ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÝÅÐÌÑÑ ÉÈ ÐÏÏÄÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏ× ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ G Ó ≤ n ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G. âÕÄÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØÓÐÉÓÏË ÔÅÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ n-ÄÅÌÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÄÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÛÁÇÏÍ × ÓÐÉÓËÅ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÙ, n-ÄÅÌÉÍÙÅ ÚÁ ≤ mÄÅÌÅÎÉÊ. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ K ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏÂÙÂÙÔØ ÐÏÍÅÝÅÎÎÙÍ × ÓÐÉÓÏË, ÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. õÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏR, |R| ≤ n ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ × K É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë Ä×ÕÍ ÞÁ-ÓÔÑÍ K1 É K2 ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ K. õÇÁ-ÄÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë K ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ ÎÁ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á:ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÌØËÏ Ë K1, ÔÏÌØËÏ Ë K2 É Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ. õÄÁÌÅÎÉÅÍÍÎÏÖÅÓÔ×Á R, K ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ25



ÍÅÌËÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÍÅÌËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ K ′ ÄÏÌÖÎÁ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÂÙÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ki. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ K n-ÄÅÌÉÍ É ×ÓÅÎÁÛÉ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÎÙ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ Ë K ′ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ ÎÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÌØËÏ Ë K1 É ÔÏÌØËÏ Ë K2.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏ× K1 É K2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÒÅÄÉ ÍÅÌËÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍ-ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÅÌËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÎÁÛÅÍÓÐÉÓËÅ. ðÕÓÔØ É ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ K n-ÄÅÌÉÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÅÓÔÉ × ÓÐÉÓÏË. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ K1 ÉK2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÅÌËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÇÉÐÅÒÒÅ-ÂÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ Ë Ki, ÏÔÎÅÓÅÍ ×Ki (ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ i=1 É ÄÌÑ i=2, ÏÔÎÅÓÅÍ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ Õ Ki ÎÅÂÏÌÅÅ n. òÁÚÄÅÌÉÍ K ÎÁ K1 É K2. úÁÔÅÍ ÄÅÌÉÍ K1 É K2 ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ,ÏÔÝÅÐÌÑÑ ÉÈ ÐÏ ÏÄÎÏÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÅÌËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÄÅÌÉÍ ÄÁÌØÛÅ.ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÏÌÎÉÍ ×ÅÓØ ÓÐÉÓÏË. ïÞÅ×ÉÄÎÏ: (G n-ÄÅÌÉÍ)⇐⇒(ÌÀÂÁÑÅÇÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ n-ÄÅÌÉÍÁ). ôÅÏÒÅÍÁ 13 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÄÌÑ n-ÄÅÌÉÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÐÒÏÂÌÅÍÁ ÄÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÈ ÍÁÛÉÎÏÊ, ÄÌÑ n-ÄÅÌÉÍÙÈ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏ× ÔÏÖÅÅÓÔØ ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÕ l ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ GÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Dl É × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÐÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D′. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ FlÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÐÏÍÅÔÏË ×ÅÒÛÉÎ A ×Dl. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ l Ó ÐÏÍÅÔ-ËÏÊ a ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Fl(a) ∈ Dl. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁl ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔD′, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÁ G.ôåïòåíá 14. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÕ GÉ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÍ Dl ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Fl ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÒÁÚÍÅÔËÉ A × Dl É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á-ÍÉ D′ ⊆ Dl ×ÙÑÓÎÑÅÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ G ÉÌÉ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÄÌÑ n-ÄÅÌÉÍÙÈ ÇÉÐÅÒÇÒÁÆÏ× ×ÒÅÍÑÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ G É ÏÔ max |Dl|.äïëáúáôåìøóô÷ï. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 13 ÎÁÈÏ-ÄÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ G n-ÄÅÌÉÍ, É ÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÄÅÌÅ-ÎÉÑ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÄÅÒÅ×Á ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØP | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆ, ×ÏÚÎÉËÛÉÊ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØF | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ Ë P ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÕÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Dl. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ FÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÎÁ P , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎ P ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× Dl, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÌÀÂÏÇÏ ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l, ÌÅÖÁ-ÝÅÇÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒÉ P , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ D′, Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ Ë26



P ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Dl, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ,ÌÅÖÁÝÉÍ × P , ÅÓÔØ F (l). ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÇÉÐÅÒÇÒÁÆÕ P × ÄÅÒÅ×Å ÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÎÁ ÎÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÆÕÎËÃÉÊ, Á ÅÓÌÉ Õ P ÎÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÒÅÂÅÒ, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÎÁÔÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ P . éÄÑ ÐÏ ÄÅÒÅ×Õ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔ ÌÉ-ÓÔØÅ× Ë ËÏÒÎÀ, ÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. äÌÑ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÈÐÏÄÇÉÐÅÒÒÁÆÏ× × ÌÉÓÔØÑÈ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÙÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ P , ÚÎÁÑÅÇÏ ÄÌÑ P1 É P2, ÇÄÅ P = P1 ⋃P2. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÐÁÒÙ F1; F2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ P1 É P2. ðÁÒÁ F1; F2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÕÀÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F ÄÌÑ P ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÃÅÌÉËÏÍ × P , ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÉ × P1,ÎÉ × P2: F1(l) + F2(l) ∈ D′. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ËP ÇÉÐÅÒÒÅÂÒÁ l: F (l) = F1(l) + F2(l), ÇÄÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Fi(l) ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ,ÅÓÌÉ Pi ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó l. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ F ÄÌÑP ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ F1,F2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÊÄÑ ÄÏ ËÏÒÎÑ ÄÅ-ÒÅ×Á, ÏÔ×ÅÔÉÍ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÄÌÑ G.ôÅÏÒÅÍÁ 14 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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