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áÎ. á.íÕÞÎÉË∗

áÎÎÏÔÁÃÉÑ

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ

ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ ×

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔÅÌØ.

1. îÅÉÎÆÏÒÍÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× a É b (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ) ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÏ×Ï

f , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ b ÉÚ a, ÎÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ (ÂÅÚ a) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

îÁÞÎ£Í Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ÍÏÔÉ×ÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-

ÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

(Ä×ÏÉÞÎÙÈ) ÓÌÏ×, Á y | ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ KS (X → y) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ

ÄÌÉÎÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô y ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ x ÉÚ X . (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕ-

ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍ; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÍÅÓÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ

ÄÌÉÎÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

KS (X → y) > max
x∈X

KS (y |x)

(ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X , ÔÏ ÏÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ), ÎÏ

ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ÅÒÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÏÊ. íÏÖÎÏ

ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ� ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ X → y (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ �ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ�.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å y ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n , Á × ËÁÞÅ-

ÓÔ×Å X ×ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (y |x) < n=2. ôÏÇÄÁ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ

ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n=2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n−O(log n). ÷ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ p | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô y ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KS (y |x) < n=2. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ×ÈÏÄÏ× ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n=2 + O(log n), É ×ÍÅÓÔÅ Ó
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p ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ y , ÐÏÜÔÏÍÕ KS (y |p) 6 n=2 + O(log n). úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï e ÄÌÉÎÙ O(log n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (y |〈p; e〉) < n=2. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ

p(〈p; e〉) = y É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ p ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(log n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÛÉÓØ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏ×ÁÍÉ

ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n .

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → b)→ b

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ

ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ

ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÉÌÉÊ.

ðÕÓÔØ a; b | Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (a → b) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ×ÈÏÄÅ a ÄÁÀÔ b. éÚ×ÅÓÔÎÏ [2], ÞÔÏ

KS ((a → b)→ b) = min{KS (a);KS (b)}+ O(logN )

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× a; b ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ

ÕÓÉÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× a É b ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ f , ÐÅÒÅ-

×ÏÄÑÝÁÑ a × b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

KS (b |f ) = min{KS (a);KS (b)}+ O(logN ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (6) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ f ,

ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ a × b. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÑ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ É ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× a É b, ÍÏÖÎÏ

×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ b.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m |

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (b |f ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ a × b. (ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉ-

ÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ

ÏÂßÅËÔÁÍÉ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Ó ÌÏÇÁ-

ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÎÅÔ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ.) îÁÍ ÎÁÄÏ

ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× a É b ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m + O(logN ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÐÁÒ 〈a ′; b ′〉 ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-

ÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: KS (b ′|f ) 6 m ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÈ

ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÏÊ f (a ′) = b ′. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÁÒÁ 〈a; b〉 ×ÈÏÄÉÔ × S .
íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ N É m . ÷ ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ

ÂÒÁËÏ×ÁÔØ ÐÁÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÉÌÉ ÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅ × ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ (ÓÒÅÄÉ

ÎÅÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÈ); ÏÔ S ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ~S , ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉ-

ËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. ðÁÒÁ 〈a; b〉 ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔØ ~S , ÎÏ × ~S ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÐÁÒÁ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ a, ÌÉÂÏ ÐÁÒÁ Ó ÏÒÄÉÎÁÔÏÊ b (ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÂÙ

ÎÅ ×ÙÂÒÏÓÉÌÉ 〈a; b〉).
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2m) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÏÇÄÁ

ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ × ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ~S ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÂÉÔÏ× É

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÌÉÂÏ a, ÌÉÂÏ b).
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ~S ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g .

åÓÌÉ 〈a ′; b ′〉 ∈ ~S , ÔÏ g(a ′) = b ′ É ÐÏÔÏÍÕ KS (b ′|g) 6 m ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ( ~S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S ). úÎÁÞÉÔ, × ~S ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2m) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b ′, Á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ

ÉÈ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÁÒ × ~S .

ëÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅ-

ÄÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÌÏ×Å b ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÕÖÅ ÚÎÁÀÝÅÍÕ ÓÌÏ×Ï a, ÐÏÓÌÁ× ÅÍÕ

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ f . (÷ÍÅÓÔÅ Ó a ÜÔÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÌÅÇËÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÏ-

×Ï b.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÎÅÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÄÅÊ, ÎÅ ÚÎÁÀÝÉÈ

ÓÌÏ×Á a, ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ f ÎÅÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï b, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (b |f ) ÂÙÌÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ KS (b) É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ KS (a) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÅ Ó a

ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ f ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ b). ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ

(min{KS (a);KS (b)}) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÇÄÁ ÎÅÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÊ

ÚÎÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÓÌÏ×Ï c. îÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ)

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ a × b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

KS (b |f; c) = min{KS (a|c);KS (b |c)};

ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï b (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÎÁÀ-

ÝÉÈ c). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ×ÔÏ-

ÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1):

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ a; b; c | ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N . ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï f , ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ:

(1) KS (b |a; f ) = O(logN );

(2) KS (b |c; f ) = min{KS (a|c);KS (b |c)}+ O(logN ).

õÓÌÏ×ÉÅ (1) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ f ÄÌÑ ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÈ (ÚÎÁÀÝÉÈ ÓÌÏ×Ï a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ

×ÓÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï b, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÈ

(ÚÎÁÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ c) ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï b.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ a | ÄÅÓËÁÔØ,

ÔÏÇÄÁ × Î£Í ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÌÉÛÎÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ�. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÅÓÌÉ a É b | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ

ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÔÏ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ, ÎÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å f (ÐÏÓËÏÌØËÕ KS (b) É KS (a) ÂÌÉÚËÉ Ë n , Á KS (b |b) ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÕÌÀ). ÷ ÜÔÏÍ

ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ÐÏÂÉÔÏ×ÕÀ ÓÕÍÍÕ a ⊕ b ÓÌÏ× a É b ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 |

ÏÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÎÁÀÝÅÍÕ a ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ b, ÎÏ KS (b |f ) ≈ n .

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ [1], ÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ

ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÍ ÏÐÉ-

ÓÁÎÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï b ′, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ

a, ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ KS (b ′|b) = O(logN ), KS (b |a; b ′) =

O(logN ) É ÄÌÉÎÁ b ′ ÒÁ×ÎÁ KS (b |a) + O(logN ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÓÌÏ×Ï a ′, ËÏÔÏÒÏÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ a ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ b, ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a, É ÕÒÁ×-

ÎÑÅÍ ÅÇÏ ÐÏ ÄÌÉÎÅ Ó b ′ (ÏÔÒÅÚÁ× ÌÉÛÎÉÅ ÂÉÔÙ ÉÌÉ ÄÏÂÁ×É× ÎÕÌÉ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, Õ
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ËÁËÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× a É b ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ), ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ a ′′. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å f

ÓÌÏ×Ï a ′′ ⊕ b ′.

úÎÁÑ f É a, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ a ′ É ÚÁÔÅÍ a ′′ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

(ÔÏÞÎÅÅ, Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ b ′ É ÚÁÔÅÍ b. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ KS (b |f ) = min{KS (a);KS (b)} Ó
ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

KS (b |f ) = KS (b; f |f ) = KS (b; b ′; f |f ) = KS (b; a ′′|f ) >

> KS (b; a ′′)− KS (f ) >′ KS (b; a ′′)− |f | = KS (b; a ′′)− KS (b |a)

óÌÏ×Á a ′ É b ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (ÉÍÅÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ), ÐÏÜÔÏÍÕ

ÓÌÏ×Ï a ′′ (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ a ′ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ

Ó b. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ËÁË KS (b)−KS (b |a) +KS (a ′′), ÞÔÏ

ÒÁ×ÎÏ min{KS (a);KS (b)}. (ëÏÎÅÃ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1).

ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï f ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ

(ÏÔ N ) ÄÌÉÎÙ É ÄÁÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ KS (b |a). (÷ ÄÒÕÇÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å

ÓÌÏ×Ï f ÂÙÌÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.) äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÏ× a É b ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï f ÄÌÉÎÙ

KS (b |a), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KS (b |f; a) = O(logN )

É

KS (b |f ) = min{KS (a);KS (b)}+ O(logN ):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ (ÐÏ

ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ c (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2). ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ a É b | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ 2n , Á a1, a2 [b1, b2] | ÐÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÌÏ×Á a [ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ b]. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï c ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏ×ÉÎ a1 ⊕ a2 ⊕ b1 É a2 ⊕ b1 ⊕ b2. ôÏÇÄÁ

KS (a|c) = KS (a; c |c) = KS (a; b |c) = 2n , KS (b |c) = 2n , ÎÏ KS (b |c; a ⊕ b) = 0.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÒÏÔ-

ËÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ f , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï b ÄÌÑ ÚÎÁÀÝÉÈ a, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ

ÚÎÁÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ c.

2. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÔÏÞÎÅÅ

ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ KS (a|c) > KS (b |c) + KS (b |a) + O(logN )), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ f ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (b |a) +
O(logN ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.
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ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ

ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n > m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ

Bn → Bm , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 2m poly(n) ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á b ∈ Bm É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÏ-

×ÉÎÙ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ b, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÈ

ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F ′, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2m) ÔÏÞÅË.

æÏÒÍÁÌØÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Á F , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÌÅÍÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

∀b ∀F ′ ⊂ F
[
|F ′| > 1

2
|F | ⇒ |{a ∈ Bn | f (a) 6= b ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ F ′}| = O(2m)

]
(úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ n > m ÉÚÌÉÛÎÅ: ÐÒÉ n < m ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ a ÅÓÔØ O(2m).)

éÄÅÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ: ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÎÅÓÕÝÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï b, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÌÀÂÏÍ

ÐÒÏÓÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ a

× b, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÁÌÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ (ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÂ a, ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ).

Bn

Bm b

òÉÓ. 1. þÁÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ (ÄÏ 50%) ÉÚ F ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ

ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ÌÀÂÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ O(2m) ÔÏÞÅË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÚ 2t

ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ '1; : : : ; '2t . (÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÙ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Bn → Bm ; ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ

ÐÏÚÖÅ.) ïÃÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ

• b ∈ Bm ;

• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ Bn ÉÚ s · 2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ËÏÎÓÔÁÎÔÕ s ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ);

• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ⊂ {1; 2; : : : ; 2t}, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÓÅÈ ÉÎÄÅËÓÏ×,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

'i (a) 6= b ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ S É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ I (∗)
ïÃÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b ÅÓÔØ 2m , ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ I ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 22
t

, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ S ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (2n)s2
m

. ðÒÉ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ b, S É I ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (∗) ÅÓÔØ(
1− 1

2m

)2t−1·s2m
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(ËÁÖÄÁÑ ÉÚ 2t−1 ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ × I × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ S ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × b Ó

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (1− 1=2m)). ÷ÓÅÇÏ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ

2m · 22t · 2ns2m ·
(
1− 1

2m

)2t−1·s2m

;

É ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ (1−1=2m)2m ≈ 1=e (Ó ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÞÅÍ

ÎÕÖÎÏ ÎÁÍ), ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ËÁË

2m+2t · 2ns2m · (1=e)s2t−1:

ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ 2t É 2m × ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÐÏ-

ÓËÏÌØËÕ 2t ; 2m � m; n; s). îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÌÙÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÅÒÅ×ÅÓÉÌ

Ä×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. òÁÚÏÂØ£Í ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ (1=e)s2
t=4, É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÜÔÉ

ÞÁÓÔÉ Ó ÐÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ

2m+2t · (1=e)s2t=4 < 1

É

2ns2
m · (1=e)s2t=4 < 1:

ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ s ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ. ÷Ù-

ÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (× ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ s) ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ,

ÐÏÌÏÖÉ× 2t = 2m poly(n).

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× a; b; c ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

KS (a|c) > KS (b |c) + KS (b |a) + C logN;

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï f ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ KS (b |a) + C logN , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (b |a; f ) 6
C logN É KS (b |c; f ) > KS (b |c)− C logN .

õÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ × ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ ÓÌÏ×Ï a ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Õ �ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ� (ÚÎÁÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Ï c);

ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï f ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ b ÐÏ a É ÉÍÅÅÔ (ÓÒÅÄÉ ÔÁ-

ËÉÈ ÓÌÏ×) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ b ÐÏ c.

(÷Ï ×ÓÅÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ O(logN ) ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C , ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ Ó

ÒÏÓÔÏÍ C ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÌÁÂÅÅ, ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ [1] É ÎÁÊÄ£Í ÓÌÏ×Ï b ′

ÄÌÉÎÙ KS (b |a), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (b |b ′; a) É KS (b ′|b) ÒÁ×ÎÙ O(logN ). ðÒÉ-

ÍÅÎÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÌÅÍÍÕ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Bn → Bm Ó ÕËÁÚÁÎ-

ÎÙÍÉ × ÎÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ×ÚÑ× m ÒÁ×ÎÙÍ ÄÌÉÎÅ b ′, ÔÏ ÅÓÔØ KS (b |a), Á n ÒÁ×ÎÙÍ ÄÌÉÎÅ

a. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÔÏ
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ÅÓÔØ ÉÍÅÀÝÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(logN ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ m É n ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ó

ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ.

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ × ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å (ËÁË É × ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Å) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÀÔ ÚÁÄÁÎÉÅ b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ c (ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

KS (b |c)−KS (b |c; f )). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logN ) ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

KS (f |c) − KS (f |b; c) (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ), ÓÒÅÄ-

ÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÅÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

m + O(logN )), ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ O(logN ) É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ þÅÂÙÛ£×Á.

ïÓÔÁ×É× × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å F ′ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á, ÍÙ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ) ÐÏ-

ËÒÏÅÍ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÐÁÒÙ ×ÉÄÁ 〈a ′; b ′〉 ÐÒÉ ×ÓÅÈ a ′ ÄÌÉÎÙ n , ËÒÏÍÅ O(2m) �ÐÌÏÈÉÈ� a ′,

É ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ a ÎÅ ÐÏÐÁÌÏ × ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ

KS (a ′|c) < KS (b |c) + KS (b |a) + O(logN )

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÌÏÈÉÈ a ′. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ b É c, Á ÔÁËÖÅ KS (b |c) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ O(logN ) ÂÉÔÏ×, É Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ), ÍÏÖÎÏ

ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÅ ÐÏÐÁ×ÛÉÅ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F ′ (ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÅ ÚÁÄÁÎÉÅ b ÐÒÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ c), Á ÐÏÔÏÍÕ É ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÅ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á F ′. (îÁ-

ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ b ′ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ b Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ.) üÔÉÈ

ÔÏÞÅË ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ b; c ÎÅ ÂÏÌÅÅ

m + O(logN ). ðÏÌÕÞÁÅÍ

KS (a ′|b; c) 6 KS (b |a) + O(logN )

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÌÏÈÉÈ a ′, É ÐÏÔÏÍÕ

KS (a ′|c) 6 KS (a ′|b; c) + KS (b |c) + O(logN ) 6 KS (b |a) + KS (b |c) + O(logN );

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

3. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ×ÏÐÒÏÓÙ

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á

a; b; c ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á a ÂÙÌÁ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á b, É ÜÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÔÒÁÎÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ ÁÇÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÍÅÔØ

×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÄÁÔØ? ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÕÓÌÏ×ÉÑ KS (a) >

KS (b) ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ?).

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÉÍÅÀÔ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ. ôÏÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

(ÓÍ. ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 5) É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ, É ÍÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ÂÏÌÅÅ ÐÒÏ-

ÓÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÄÁ£Ô ÐÒÉÍÅÒ Ó ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á c.

úÁÔÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á c.

âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÓÌÏ×Á a; b; c, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÌÀÂÁÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ

ÄÌÉÎÎÁÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏ× ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÕÂÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ)

ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ f , ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑ b ÉÚ a, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ b ÉÚ c. ÷ ÜÔÏÍ
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ÐÒÉÍÅÒÅ ÓÌÏ×Á a É b ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1;3n É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á

ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÂÌÉÚËÁ Ë ÎÕÌÀ. (ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1;3 ×ÙÂÒÁÎ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ; ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ 1 É ÍÅÎØÛÅ 2.) CÌÏÖÎÏÓÔØ b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ c ÂÕÄÅÔ

ÒÁ×ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n , ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ c × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ b.

á ×ÏÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ (Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ c) ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ f , ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊ b ÉÚ a, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ b: ×ÍÅÓÔÏ KS (b |c) ≈ n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ KS (b |f; c) ≈ 0;3n .

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÁËÏ×Á: ÓÌÏ×Ï c ÓÁÍÏ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ a

× b (ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÚ a ÓÌÏ×Ï c ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï b). ðÕÓÔØ ÎÁÍ

ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ f , ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ a × b. ëÁË ÏÎÁ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÚÁÄÁÔØ

b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ c? íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ É c, É f ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ a × b, ÐÏÜÔÏÍÕ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ c(x) = f (x). üÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ c É f

(ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ×ÓÀÄÕ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ). åÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÁÌÏ,

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ a (Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É b), ÕËÁÚÁ× ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ × ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ

ÒÅÛÅÎÉÊ. üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ c É f , É ÍÏÖÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÍÅÎØÛÅ ÂÉÔÏ×,

ÞÅÍ KS (b) (ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ KS (b |c); ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ c ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÔ b).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×Ù-

ÂÒÁÔØ ÐÁÒÕ ÓÌÏ× 〈a; b〉 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎ (1;3n É n), Á × ËÁÞÅÓÔ×Å c ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÕ-

ÞÁÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎ), ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ

ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ 〈a; b〉. (ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÎÁ-

ÞÁÌÁ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÐÏÔÏÍ ÎÁ Å£ ÇÒÁÆÉËÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ.)

óÌÏ×Á a É b ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÍÁÌÕÀ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ó

ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ b ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ c ÂÕÄÅÔ

ÂÌÉÚËÁ Ë n . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ c Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1;3n É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

ÄÌÉÎÙ n ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ (ÏËÏÌÏ

20;3n), É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ

Å£ ÇÒÁÆÉËÁ ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ, É ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÄÁÖÅ ÐÒÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ c.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ f , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ a × b, ÐÒÉÞ£Í ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ

ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÔÅÏÒÅÍÁ 2). óËÏÌØËÏ

ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f (x) = c(x)? ÷ ÔÉÐÉÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ f É

ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ c) ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÏËÏÌÏ 20;3n (× ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ Ó ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØÀ 2−n , Á ÔÏÞÅË 21;3n); ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ f ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÎÏ ÅÓÌÉ

ÎÅÔ, ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÅ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ f É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ c ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÛÁÒ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ × ÍÅÔÒÉËÅ èÅÍÍÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ× ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÁÌÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, É

Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ c ÎÅ ÐÏÐÁÄ£Ô ÎÉ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏ×.

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ c(x) = f (x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎ-

ÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ f ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ 20;3n ÒÅÛÅÎÉÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

KS (a|f; c) É KS (b |f; c) ÂÕÄÕÔ ÌÉÛØ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ 0;3n , ËÁË ÍÙ É ÏÂÅÝÁÌÉ.

íÙ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ, ÔÁË ËÁË ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ

ÓÉÌØÎÏÅ (É ÓÌÏÖÎÏÅ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×Ï c ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ

ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Á ÎÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÁË × ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË-

ÃÉÉ); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á c ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ KS (b) ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍ f ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ. (üÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍ f
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ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ \ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ", ÔÅÍ ÂÏÌØÛÁÑ Ó×ÏÂÏÄÁ × ×ÙÂÏÒÅ c ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.)

éÄÅÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ | ×ÙÂÏÒ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ c | ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ-

ÓÑ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ c ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑÍÉ ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ), Á ÓÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á C . íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ

ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÄÏËÁÖÅÍ (×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÎÏ), ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÚÁËÌÀÞÉÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ

ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÐÅÒÅÂÏÒ), Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÔÏÞÅË

a; b ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ c ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ.

(ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÒÏÊËÉ 〈a; b; c〉, Á ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØ-

ÎÙÊ ÆÁËÔ: ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÐÁÒ 〈a; b〉 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c.) ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á,

ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á c.

îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ

ÄÁÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ

A → B ÂÒÁËÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ c : A → B , ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ f ∈ F ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{a : c(a) = f (a)} ÂÏÌØÛÅ 4|A|=|B | (ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 4 ÒÁÚÁ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ \ÏÖÉ-

ÄÁÅÍÏÅ"). ðÕÓÔØ H | ÎÁÂÏÒ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ A × B , ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

b (ÔÏ ÅÓÔØ H(b) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ b ∈ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ A → B ). óËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ c ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÐÁÒÕ 〈a; b〉 ∈ A×B ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ F É H, ÅÓÌÉ c(a) = b, ÐÒÉ

ÜÔÏÍ c ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ F É c =∈ H(b).

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ A É B | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÐÒÉÞ£Í B ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É |A| > 16|B |. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÁÎÙ ÞÉÓÌÁ " > 4|B |=|A| É
� 6 2|A|=4|B |. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï C ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ A → B ÒÁÚÍÅÒÁ

(ÍÏÝÎÏÓÔÉ)

max

{
20|B |
"

;
6� log2 |B |

"
; 6�|B | log2 |B |

}
;

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á F ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ � É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ H ÓÅÍÅÊÓÔ×,

ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ |C | (ÔÏ ÅÓÔØ |H(b)| 6 |C |=4
ÐÒÉ ×ÓÅÈ b ∈ B ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ "-ÄÏÌÉ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÉÚ A × B ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏ ÎÉ ÏÄÎÉÍ c ∈ C ÐÒÉ

ÄÁÎÎÙÈ F É H.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË (ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÙ C ,

F É H(b)):

∃C ∀F ;H∣∣∣{〈a; b〉 : ∀c [(c(a) = b)⇒
[
(c ∈ H(b)) ∨ (∃f ∈ F |{x : f (x) = c(x)}| > 4|A|

|B | )
]]}∣∣∣ 6

6 "|A||B | :

óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ (ËÁË ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ) ÔÁËÏÊ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ

ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï C ÐÒÏÓÔÏÅ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÅÒ×ÏÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ó ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ). ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å F ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙ), Á × ËÁÞÅÓÔ×Å H(b) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

b. äÌÑ ÐÁÒ 〈a; b〉, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × "-ÄÏÌÀ \ÐÌÏÈÉÈ", ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÉÈ ÆÕÎËÃÉÑ

Ó ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á C . üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (ÔÏÞÎÅÅ, Å£ ÉÎÄÅËÓ × C ) É ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅ-

ÒÏÍ (ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Õ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ). åÓÌÉ × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë c ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ
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ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ f , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ a × b, ÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ a É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ b ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ a × ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f (x) = c(x).

÷ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ H, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ c ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ Ó

b (ÉÍÅÅÔ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ b). ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÍÙ

ÓËÁÖÅÍ ÐÒÏ ÜÔÏ ÄÁÌØÛÅ, Á ÐÏËÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å C ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÎÕÖÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

(âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ C ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ |C |, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

ÎÏÍÅÒÁ i É ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A ÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i -Ê ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ a,

×ÙÂÉÒÁÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× B .) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ C
\ÎÅÕÄÁÞÎÏÅ", ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÅÎØÛÅ 1.

ïÃÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å F . îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÅÍÅÊÓÔ× H (Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÌÅÍÍÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ | ×ÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ C ) ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÐÁÒ 〈a; b〉 ÎÁÛÌÁÓØ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ C , ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅ-

ÒÅÚ ÔÏÞËÕ 〈a; b〉, ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ F É ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÁÑ × H(b). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ C : ÚÎÁÑ F , ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÅ

ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÙ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÏ (ÓËÁ-

ÖÅÍ, ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ) É ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÁÌÏ (ÍÅÎØÛÅ

ÞÅÔ×ÅÒÔÉ). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏ ×ÓÅÍ

ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍ H(b), É ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ

|C |).
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á F ÎÅÕÄÁÞÎÏÓÔØ C ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅ-

ÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÏÂÙÔÉÊ:

1) F ÂÒÁËÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ;

2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ H, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á H(b) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÐÏÌÏ×ÉÎÙ |C |, ÄÏÌÑ ÐÁÒ ÉÚ A × B , ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ

c ∈ C , ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÁÑ × H(b), ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ".

îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ F , ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ

ÍÅÎØÛÅ 1=2, ÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ (|B ||A|)� (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ | ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× F ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �).

ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÚÁÐÉÛÅÍ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï C ′ ⊂ C
ÒÁÚÍÅÒÁ |C |=4, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ c ∈ C ′ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ ⊂ A ÒÁÚÍÅÒÁ

4|A|=|B | É ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ F , ÞÔÏ f (a) = c(a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ A′.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ C ′ ÏÃÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔ× × C , ÔÏ ÅÓÔØ

2|C |. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Å (ÔÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×) ÆÕÎË-

ÃÉÉ Ó ÜÔÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ É ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × ÓÔÅÐÅÎØ. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á

×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A′ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÁ r × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

ÒÁÚÍÅÒÁ q , ÔÏ ÅÓÔØ C r
q , ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ q r=r ! 6 q r=((r=3)r) = (3q=r)r . äÌÑ q = |A| É

r = 4|A|=|B | ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ A′ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (3|B |=4)4|A|=|B |.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

2|C |

(
�

(
3|B |
4

)4|A|=|B |(
1

|B |

)4|A|=|B |
)|C |=4

=

(
2�1=4

(
3

4

)|A|=|B |)|C |
:
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ðÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ |B ||A|� (ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× F ) ÏÎÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÍÅÎØ-

ÛÅ 1=2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ |B | > 2, |A| > 16|B |, � 6 2|A|=4|B | É |C | >
6�|B | log2 |B |. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |C | > 12 ÐÒÉ � > 1

(ÓÌÕÞÁÊ ÐÕÓÔÏÇÏ F ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ) É |B | > 2, ÐÏÜÔÏÍÕ 1 + |C | 6 13|C |=12 É ÉÚ 1 6
|A|=16|B | ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 + |C | 6 (13=192)(|A||C |=|B |). éÚ log2� 6 |A|=4|B | ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ (|C |=4) log2� 6 (1=16)(|A||C |=|B |). îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ |C | > 6�|B | log2 |B | ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ |A|� log2 |B | 6 (1=6)(|A||C |=|B |). óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ

19=64 < 1=3 < log2(4=3), É ÐÏÔÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2, ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

ðÅÒÅÊÄ£Í ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÏÂÙÔÉÀ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ F , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁ-

ÇÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ): ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÅÍÅÊÓÔ× H = {H(b)}b∈B , × ËÏÔÏÒÏÍ

ËÁÖÄÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï H(b) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ |C |, É ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

U ⊂ A × B ÒÁÚÍÅÒÁ "|A||B |, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ 〈a; b〉 ∈ U É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

c ∈ C , ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ H(b), ÚÎÁÞÅÎÉÅ c(a) ÎÅ ÒÁ×ÎÏ b.

úÄÅÓØ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á H(b) ÓÏÓÔÏÑÔ ÎÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÚ ÉÈ

ÉÎÄÅËÓÏ× (ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ |C |). (óÏÂÙÔÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ.)

þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ (\×ÔÏÒÏÇÏ") ÓÏÂÙÔÉÑ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ

F , H É U . ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏ ×ÓÅÍ

ÐÁÒÁÍ 〈a; b〉 É ÐÏ ×ÓÅÍ i =∈ H(b) ÓÏÂÙÔÉÊ c[i ](a) 6= b (\ÆÕÎËÃÉÑ ÎÏÍÅÒ i × ÔÏÞËÅ a

ÎÅ ÒÁ×ÎÁ b"). ïÃÅÎËÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ: ÔÏÇÄÁ

ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ (1− 1=|B |) × ÓÔÅÐÅÎØ, ÒÁ×ÎÕÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË 〈i; a; b〉, ÔÏ
ÅÓÔØ "|A| · |B | · |C |=2. (íÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ 〈a; b〉 ∈ U ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

i ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ b.) ðÒÉ ÒÁÚÎÙÈ a (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i ) ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÐÏ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÎÏ ÓÏÂÙÔÉÑ c[i ](a) 6= b1 É c[i ](a) 6= b2 ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. îÁÓ ×ÙÒÕÞÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÔÕÔ \× ÎÁÛÕ ÐÏÌØÚÕ" | ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ c[i ](a) 6= b1, ÔÏÌØËÏ

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ c[i ](a) 6= b2 (ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × 1=|B | ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÅÄÉÎÉÃÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÓÌÏ×ÉÊ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ

ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ a É i É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1−
k=|B |) 6 (1− 1=|B |)k , ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÙÔÉÊ × ÇÒÕÐÐÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÁÞÉ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÈ F , H É U ): ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ(
1− 1

|B |

)"|A||B ||C |=2

6 2−"|A||C |=2 :

ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× U (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2|A||B |), ÎÁ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× H (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (2|C |)|B |) É ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÅÍÅÊÓÔ× F . ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ

ÐÏÌÕÞÉÍ

2−"|A||C |=22|A||B |2|C ||B ||B ||A|� :

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÎØÛÅ 1=2 ÐÒÉ |B | > 2, " > 4|B |=|A|, |C | > 20|B |=", É
|C | > (6� log2 |B |)=". äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 1+ |A||B | 6 3|A||B |=2 ÐÒÉ ÎÅÐÕÓÔÏÍ A É |B | > 2,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ |C | > 20|B |=" ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 + |A||B | 6 (3=40)"|A||C |. éÚ " > 4|B |=|A|
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |C ||B | 6 (1=4)"|A||C |. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ |C | > (6� log2 |B |)=" ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|A|� log2 |B | 6 (1=6)"|A||C |. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ 59=120 < 1=2,

É ÐÏÔÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2, ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
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ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÙÊ

ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÕÓÔØ � > 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÕÓÔØ m , n , l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞ£Í

n > 1, m > n + 4, m − � log2m > n + 2 É l + log2(l + 1) 6 2m−n−2. ðÏÌÏÖÉÍ

N = max{m; l }.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÌÏ×Ï a ÄÌÉÎÙ m É ÓÌÏ×Ï b ÄÌÉÎÙ n , ÐÒÉÞ£Í

m + n − KS 0
′
(a; b) < � log2m:

ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï c ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n + l + O(logN ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

• KS (c |b) = KS (c) + O(logN );

• KS (b |a; c) = O(logN );

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (f ) 6 l − KS (b |a; f ), ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É KS (b |c; f ) 6
m − n + KS (b |a; f ) + O(logN ).

(ëÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(·) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �, ÎÏ ÎÅ ÏÔ m , n É l .)

ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÔÅÏÒÅ-

ÍÅ 4. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á KS (c |b) = KS (c) + O(logN ) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ b É c ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É

KS (b |c) = KS (b) = n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logN )). ðÏÓËÏÌØËÕ KS (b |a; c) = O(logN ), ÔÏ

É KS (a|c) > KS (b |c) − KS (b |a; c) = n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logN )). ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ

KS (b |a) = n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logm)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ KS (b |a; f ) = O(logN ) ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á f ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ l , ÔÏ

KS (b |c; f ) < min{KS (a|c);KS (b |c)}+ O(logN )

ÐÒÉ m − n < n + O(logN ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ KS (a) < KS (b |c) + KS (b |a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ m , B | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ

ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . ÷ÏÚØÍ£Í " = 1=m� É � = 2l (l + 1). ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ

n;m; l ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A, B , " É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï C
Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÌÅÍÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ,

ÚÎÁÑ A, B , " É �, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ C ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ

ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × C ÐÌÀÓ O(logN ), ÔÏ ÅÓÔØ n + l + O(logN ).

÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å H(b) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {c ∈ C : KS (c |b) 6 log2 |C | − 2}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
|H(b)| 6 |C |=4.

óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ F ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ � ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ-

×ÁÎÎÙÈ ÏÔ 1 ÄÏ �. íÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ 〈a; b; f 〉, ÇÄÅ a ∈ A, b ∈ B É f | ÓÌÏ×Ï

ÄÌÉÎÙ l , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (f ) + KS (b |a; f ) 6 l . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ

ÉÍÅÀÔ ÍÅÔËÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ l . ëÏÇÄÁ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ 〈a; b; f 〉,
ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ × ÔÏÞËÅ a ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ b ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÖÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ

ÍÅÔËÏÊ f . åÓÌÉ ×ÓÅ ÏÎÉ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÔÏÞËÅ a (É ÎÅ ÒÁ×ÎÙ b), ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÏÍÅÒ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÅÝ£ ÎÅ ÐÏÍÅÞÅÎ, ÐÏÍÅÞÁÅÍ ÅÇÏ ÓÌÏ×ÏÍ f É ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÒÁ×ÎÏÊ b × ÔÏÞËÅ a. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ (ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÊ)

ÎÏÍÅÒ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2l−KS (f ) ÎÏÍÅÒÏ× (ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ×ÓÅ 2l−KS (f ) ÆÕÎËÃÉÊ
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ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÌÉ ÕÖÅ 2l−KS (f ) + 1

ÒÁÚÎÙÈ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (b |a; f ) 6 l − KS (f ) | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ), Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ÎÕÖÎÏ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ∑KS (f )6l 2
l−KS (f ) = ∑

l
k=0 ∑KS (f )=k 2

l−k = � ÎÏÍÅÒÏ×. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ

Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ, ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ

ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈a; b〉, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÈ C ÐÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ F É H. éÈ ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "2m+n . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F É H ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0′, É ÐÏ ÎÉÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏËÒÙÔÙÈ ÐÁÒ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÏËÒÙÔÏÊ ÐÁÒÙ KS 0
′
(a; b) 6 m + n − � log2m .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× a É b, Õ ËÏÔÏÒÙÈ m + n − KS 0
′
(a; b) < � log2m ,

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ c ∈ C , ÞÔÏ c(a) = b, c =∈ H(b) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ F ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ

x ∈ A, ÞÔÏ c(x) = f (x), ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m−n+2.

éÚ c(a) = b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (b |a; c) = O(logN ).

éÚ c =∈ H(b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (c |b) > log2 |C | − 2, ÔÏ ÅÓÔØ KS (c) = KS (c |b) +
O(logN ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ KS (b |c; f ) ÄÌÑ f , Õ ËÏÔÏÒÙÈ KS (f ) 6 l −KS (b |a; f ). úÎÁÑ ÓÌÏ×Ï

f , ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ f . ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ,
~f ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÕ 〈a; b〉 (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ~f (a) = b), ÄÌÑ Å£ ÚÁÄÁÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

KS (b |a; f ) + O(logN ) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ×. ôÅÐÅÒØ ÐÏ ~f É c ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ x , ÞÔÏ c(x) = ~f (x). (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ KS (b |a; f ) + O(logN )

ÂÉÔÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÏÍÅÒ ~f × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å F , Á ÎÅ ÓÁÍÕ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ c(x) = ~f (x) ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÐÁÒÙ 〈x; y〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y = ~f (x), ÐÏ×ÔÏÒÑÑ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ

F .) üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ a É ÓÏÓÔÏÉÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ 2m−n+2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÚÁÄÁÔØ a, ÚÁÔÒÁÔÉ× ÅÝ£ m − n + 2 ÂÉÔÏ×. éÔÏÇÏ, KS (b |c; f ) 6 KS (a|c; f ) +O(logN ) 6
KS (b |a; f ) +m − n + O(logN ), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ïÔËÒÙÔÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ.

1) íÏÖÎÏ ÌÉ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ×ÙÂÒÁÔØ c ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n+O(logN ) ×ÍÅÓÔÏ n + l + O(logN )?1

2) ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ÎÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ b, ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÍ c ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÅËÒÅÔÎÙÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÕÓÔÏÍ c ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÅËÒÅÔÎÙÅ ÓÏÏÂ-

ÝÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÓÌÏ× c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

×ÏÚÍÏÖÎÙ É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ?

3) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÈ KS (f |b), KS (f |a; b), KS (f |a; b; c)
ÄÌÑ ÓÅËÒÅÔÎÙÈ f ?
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