
\ôÕÐÉËÏ×ÏÅ" ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÕÓÔÏÔÙ É ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉÁ×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÑÈ. áÎ.á.íÕÞÎÉËäÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ [1]. íÙ ÐÒÏÄÅ-ÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × [1] ÍÅÔÏÄ ÔÕÐÉËÏ× ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÕÓÔÏÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÒÅ×ØÅ× É ÎÁÈÏ-ÖÄÅÎÉÑ × ÎÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕ-ÞÁÅÍÕÀ \ÓÌÏÖÎÏÓÔØ" ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á (n!) ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÕÍÅÎØÛÉÔØ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {ì,ð}:(� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ. äÅÒÅ×ÏÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �, ÉÌÉ �-ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×Á-ÍÉ ÉÚ �, Ô.Å. ÌÀÂÏÅ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÅÒÛÉÎ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á × �.á×ÔÏÍÁÔ ÎÁ �-ÄÅÒÅ×ØÑÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ:1) ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ: ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ′ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ:2) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S0 ⊂ S ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ:3) ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S×�×S×S.üÌÅÍÅÎÔ 〈s; a; s′; s′′〉 ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÈÅÍÏÊóÈÅÍÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ A:4) ÓÐÉÓËÏÍ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.èÏÄÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÎÁ �-ÄÅÒÅ×Å D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ S-ÄÅÒÅ×Ï H,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ: 1) ËÏÒÅÎØ H ÐÏÍÅ-ÞÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ, 2) ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ x ÐÏÍÅÞÅÎÁ × D ÂÕË×ÏÊa, É ×ÅÒÛÉÎÙ x, xì, xð ÉÍÅÀÔ × H ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÍÅÔËÉ s, s′,s′′, ÔÏ 〈s; a; s′; s′′〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ A. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏ-ÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ�-ÄÅÒÅ×Å. îÁÚÏ×ÅÍ Á×ÔÏÍÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÅÇÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ S × Sigma × S × S. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÈÏÄ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �-ÄÅÒÅ×Å.äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÈÏÄÁ. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÕÔÅÍ ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0; x1; x2; : : : ×ÅÒÛÉÎ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×ÁÔÁËÕÀ, ÞÔÏ x0 = A É xi+1 | ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁ xi. ðÕÓÔØ H | ÈÏÄ A ÎÁ �-ÄÅÒÅ×Å. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÍÕ1



ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÕÔÉ x0; x1; : : : ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ s0; s1; : : :, ËÏÔÏÒÙÍÉ × H ÐÏÍÅÞÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ x0; x1; : : :. îÁÚÏ-×ÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÐÕÔÉ x0; x1; : : : × H ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s0; s1; : : : ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. èÏÄ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ × ÈÏÄÅ H ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙ. á×ÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓ-ËÁÅÔ �-ÄÅÒÅ×Ï, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÜÔÏÍ�-ÄÅÒÅ×Å. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �-ÄÅÒÅ×ØÅ×, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ A.äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÔÅÌÑ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ | ÜÔÏ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÉÎÈÒÏÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó ×ÙÈÏÄÏÍ. ïÎ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÁÌÆÁ×É-ÔÁ | ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ. ðÒÏÞÉÔÁ× ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÂÕË×Õ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á,ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ ÉÚ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ÷ÙÄÁÎÎÁÑÂÕË×Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÞÔÅÎÎÏÊ ÂÕË×Ù É ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ×ÙÈÏÄÎÕÀ ÂÕË×Õ ÅÝÅ ÄÏ ÞÔÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á (ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÂÕË×Õ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÔÅÌØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÈÏÄÎÙÍ É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ É ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ É ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÐÅÒÅ-ÈÏÄÏ×. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÁÂÌÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× | ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑÉÚ S ×� × S ×�, ÇÄÅ S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Á �, � | ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ.ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ �-ÄÅÒÅ×Á ÔÁËÏ×Ï. äÅÒÅ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó ×ÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ-×ÉÔÏÍ {ì,ð} É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ �, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÒÏÞÉÔÁ× ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ-×Ï u × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {ì,ð}, ×ÙÄÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÂÕË×Ù ÐÏÍÅÔËÕ×ÅÒÛÉÎÙ u × ÜÔÏÍ �-ÄÅÒÅ×Å. ðÏÍÅÔËÁ ËÏÒÎÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÂÕË×Å. ìÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÍ ÄÅÒÅ×Ï.ôåïòåíá 1. 1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÐÏ Á×ÔÏÍÁ-ÔÕ ÎÁ ÄÅÒÅ×ØÑÈ, ÐÕÓÔÏ ÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. 2) ìÀÂÏÅ ÎÅÐÕ-ÓÔÏÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �-ÄÅÒÅ×ØÅ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï,ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÔÏÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n! ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÊ. üÔÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÏÁ×ÔÏÍÁÔÕ.äïëáúáôåìøóô÷ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÔÅÌÑ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÄÅÒÅ×Ï, ÄÏÐÕÓ-ËÁÅÍÏÅ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÎÕÔÒÅÎ-2



ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ. þÔÏÂÙ ÕÄÁÌÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÍÙÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ÁÔØ, ××ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ �-ÄÅÒÅ×Á Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ. ðÕÓÔØ T | ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ Ó � É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÕÐÉËÏ×. �-ÄÅÒÅ×ÏÍ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÄÅÒÅ×Ï ÐÏÌÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏ-ÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÈÏÄÉÔ 0 ÉÌÉ 2 ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ,ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÔÕÐÉËÏ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ T , Á ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �. ëÁÖÄÏÅ �-ÄÅÒÅ×ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �-ÄÅÒÅ×ÏÍ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÕÐÉËÏ× T . á×ÔÏÍÁÔ ÎÁ �-ÄÅÒÅ×ØÑÈ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔÁ×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ �-ÄÅÒÅ×ØÑÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÉÄÁÇÄÅ ÏÄÎÏ ÉÚ p, q ÉÌÉ ÏÂÁ | ÔÕÐÉËÉ. ôÏ ÅÓÔØ, ÔÁÂÌÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× | ÐÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S×�×(S ⋃T )×(S ⋃T ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊS ÄÏÌÖÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÕÐÉËÏ× T . ÷ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÈÏÄÁ×ÔÏÍÁÔÁ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å D Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ, ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅ×Ï H,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ D ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÎÅ-ÔÕÐÉËÏ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ D, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× É ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ × ËÏÒÎÅ ÓÔÏÉÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ôÏ ÅÓÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÕÐÉ-ËÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ x ÄÅÒÅ×Á H, ÅÓÌÉ a | ÐÏÍÅÔËÁ x ÉÚ �, s | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÍÅÞÅÎÁ x, Á p É q | ÐÏÍÅÔËÉ ÉÚ S ⋃T ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ×ÅÒÛÉÎ xì É xð, ÔÏ ÞÅÔ×ÅÒËÁ 〈s; a; p; q〉 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÅÒÅ-ÈÏÄÏ×. ïÂÙÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÕÐÉËÏ× T ÐÕÓÔÏ).ïÂÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÁ ÄÅÒÅ×ØÑ Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó ×ÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {ì,ð} É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ�⋃T ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ �-ÄÅÒÅ×Ï D Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T , ÅÓÌÉ ÐÒÏÞÉÔÁ× ÌÀÂÏÅÓÌÏ×Ï v × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {ì,ð}, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÅÔ ÐÏÍÅÔËÕ ×ÅÒÛÉÎÙv × ÄÅÒÅ×Å D.éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓ-ÌÉ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ �-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ, ÔÏ A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ, ÐÏ-ÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉ-ÑÍÉ. âÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÎÅÐÕ-ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅÐÕÓÔÙÍÉ.âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ. óÌÕÞÁÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ. ôÁË ËÁË
A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÄÅÒÅ×Ï, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ× A ÎÅÐÕÓÔÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ1). éÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ ×ÉÄÁÇÄÅ t1, t2 | ÔÕÐÉËÉ.ôÏÇÄÁ A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ3



ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó ÏÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ.2). ðÅÒÅÈÏÄÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÔÕÐÉËÁÍÉ ××ÅÒÈÕ ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÄÏÐÕÓËÁ-ÀÝÉÊ ÈÏÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÅ {s} ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÉÄÏ×ÇÄÅ t | ÔÕÐÉË.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó ÔÕÐÉËÁÍÉëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó ÏÄÎÉÍÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ.ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ÉÍÅÅÔ n ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÊ n ≥ 2. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ôÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ k+1.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ(Ô.Ë. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ A, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×,ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍÉ ÉÚ A ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ÜÔÏ 0.ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ 2n Á×ÔÏÍÁÔÏ× B0; : : : ;Bn−1; C0; : : : ; Cn−1, ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ (n− 1) ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.ðÕÓÔØ k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k × ÔÕÐÉË. ÷ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë A ÏÎÁ ÄÁÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÓ ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ⋃
{k} É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ {0; : : : ; n − 1} \ {k}.éÚ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× A ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ k ×ÎÉÚÕ, Á ÉÚÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅ k.ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k. ÷ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÁ×ÔÏÍÁÔÕ A ÏÎÁ ÄÁÅÔ Á×ÔÏÍÁÔ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÕÐÉËÏ× É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ {0; : : : ; n − 1} \ {k}. éÚ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÀÔÓÑ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ k ××ÅÒÈÕ ÉÌÉ ×ÎÉÚÕ, É ÉÚ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁ-ËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ k.á×ÔÏÍÁÔ Bk ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k+1, ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Bk | ÜÔÏ k. á×ÔÏÍÁÔ Bk ÎÁÚÏ×ÅÍ k-ÏÊÂÒÏÓÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ A.á×ÔÏÍÁÔ Ck ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ÐÅÒÅ×ÏÄÏÍ k + 1 × ÔÕÐÉË É ÚÁÍÅÎÏÊÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ k. á×ÔÏÍÁÔ Ck ÎÁÚÏ×ÅÍ k-ÏÊ ÔÕ-ÐÉËÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ A. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óìõþáê 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÒÏÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÁÑ ÎÅÐÕ-ÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Ô.Å. ÎÅÐÕÓÔÁÑ ÂÒÏÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕ-ÄÅÔ Bk. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ T , ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ A.4



ðÕÓÔØ A
′ | Á×ÔÏÍÁÔ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ A ÐÅÒÅ×ÏÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k × ÔÕÐÉË.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A

′ ÎÅ ÐÕÓÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï DÓ ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T , ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ A. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ A ÎÁ D.ðÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ Ó ËÏÒÎÅÍ v ÄÅÒÅ×Á D (ÇÄÅ v | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ D), ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á D ×ÉÄÁ vu (ÇÄÅ u ∈ {ì,ð}∗),×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÈ ÐÏÍÅÔËÁÍÉ. îÁÄÄÅÒÅ×Ï ÄÅÒÅ×Á D Ó ËÏÒÎÅÍ v ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁËÄÅÒÅ×Ï Dv, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ ÐÏÄÄÅÒÅ×Á ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v ËÏÒÎÅÍ.æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÅÒÅ×Ï Dv ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ u ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ vu ÐÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ D, ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ u ÐÏÍÅÞÅÎÁ × ÄÅÒÅ×Å D ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, ÞÔÏÉ ×ÅÒÛÉÎÁ vu × ÄÅÒÅ×Å D. èÏÄÕ H Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÎÁ ÄÅÒÅ×Å D ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÄ Hv ÎÁ ÄÅÒÅ×Å Dv Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ AÚÁÍÅÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ×ÅÒÛÉ-ÎÁ v × ÈÏÄÅ H. ïÔÒÅÖÅÍ Õ D ÐÏÄÄÅÒÅ×ØÑ Ó ËÏÒÎÅÍ × ÔÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ×ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ ÉÍÅÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ k, ÐÏÍÅÔÉÍ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÔÕÐÉËÏÍ k (×ÍÅÓÔÏ ÐÏÍÅÔËÉ ÉÚ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÑÌÁ ÔÁÍ ÒÁÎØÛÅ).ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ T ⋃
{k} ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ A

′.ðÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉT ⋃
{k}, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó (n− 1)! ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ É ÄÏÐÕÓ-ËÁÅÍÏÅ A

′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ D1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �-ÄÅÒÅ×Ï D2 Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T , ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ k-ÏÊ ÂÒÏÓÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ
A É ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó (n − 1)! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ðÏÄËÌÅ-ÉÍ D2 ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ D1, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÕÐÉËÏÍ k, ÓÔÅÒÅ× ÐÏÍÅÔËÕk (ÔÅÐÅÒØ ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÁÌÁ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÐÏÍÅÔËÏÊ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅ×Á D2).ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ D3. ôÏÇÄÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, D3 ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ
A: ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÊËÏÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÈÏÄÁ A

′ É k-ÏÊ ÂÒÏÓÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ D1 É D2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊÐÕÔØ × ÓËÌÅÅÎÏÍ ÈÏÄÅ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÈÏÄÅ A
′ ÎÁ D1 É, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÅÓÔÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÈÏÄ k-ÏÊ ÂÒÏÓÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ D2 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, D3 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÓËÌÅÊ-ËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ D1 É D2: × ÔÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÇÄÅÐÅÒ×ÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÅÔ ÔÕÐÉË k, ÎÁÄÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. þÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ(n− 1)! + (n− 1)! ≤ n! (ÐÏÓËÏÌØËÕ n ≥ 2).óìõþáê 2. ÷ÓÅ ÂÒÏÓÏ×ÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÕÓÔÙ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ {0; 1; : : : ; n−1} ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É×ÓÅ ÔÕÐÉËÏ×ÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÅÐÕÓÔÙ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ�-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ D, Á ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ ÎÁÜÔÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ H. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØÓ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ {0; 1; : : : ; n − 1}. ðÏÓËÏÌØËÕ 0-ÁÑ ÂÒÏ-5



ÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÕÓÔÁ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ H ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ 1.ðÏÓËÏÌØËÕ 1-ÁÑ ÂÒÏÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÕÓÔÁ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ H, ÒÁÓ-ÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ 2. òÁÓÓÕÖÄÁÑÄÁÌÅÅ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÐÕÔØ × H, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÐÏ ÃÉËÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A. ðÏÓËÏÌØËÕ H | ÄÏÐÕÓËÁ-ÀÝÉÊ ÈÏÄ, Á ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {0; : : : ; n−1},ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÕÐÉËÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÅÐÕÓÔÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ k Á×ÔÏÍÁÔÁ A. ÷ÏÚØÍÅÍ ÄÅÒÅ×Ï Dv, ÇÄÅ v | ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ, ÞÔÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ H ÐÒÏÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÞÅÒÅÚ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅ k. ïÔÒÅÖÅÍ Õ ÄÅÒÅ×Á Dv ×ÓÅ ÐÏÄÄÅÒÅ×ØÑ Ó ËÏÒÎÑÍÉ × ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÄ H ÐÒÉÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (k+1); ÓÁÍÉ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙÐÏÍÅÔÉÍ ÔÕÐÉËÏÍ (k + 1) (×ÍÅÓÔÏ ÉÍÅ×ÛÅÊÓÑ ÐÏÍÅÔËÉ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ�-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ⋃
{k + 1} ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ k-Ê ÔÕÐÉËÏ×ÏÊ ÒÅÄÕË-ÃÉÅÊ.ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T , ÄÏÐÕÓËÁ-ÅÍÏÅ A. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÕÐÉËÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ BkÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï Dk Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ⋃

{k+1},ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó (n − 1)! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÄÅÒÅ×ØÅ× D0; : : : ; Dn−1 ÉÓËÏÍÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T , ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ A.÷ÏÚØÍÅÍ D0; ÐÒÉËÌÅÉÍ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÔÕÐÉËÏÍ 1, ÄÅÒÅ×Ï D1;ÚÁÔÅÍ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ó ÔÕÐÉËÏÍ 2 ÐÒÉËÌÅÉÍ ÄÅÒÅ×ÏD2 É Ô.Ä. ÐÏ ÃÉËÌÕ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×ÏÓ ÔÕÐÉËÁÍÉ ÉÚ T ÞÅÒÅÚ D. ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ D É ÞÔÏD ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×Ï D ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ A. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊÈÏÄ A ÎÁ D. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄk-Ê ÔÕÐÉËÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ Dk É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÉÍ ÈÏÄÁÍ ÔÕ ÖÅ ÐÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓËÌÅÊËÉ, ÞÔÏ É Ë ÄÅÒÅ×ØÑÍ D0; : : : ; Dn−1. ðÏ-ÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÈÏÄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H. ìÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ × H ÌÉÂÏÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÍ ÈÏÄÅ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÔÕÐÉËÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ,ÌÉÂÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ÃÉËÌÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏÐÕÓËÁÀ-ÝÉÈ ÈÏÄÏ× ËÁÖÄÏÊ ÔÕÐÉËÏ×ÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.äÅÒÅ×Ï D ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ, ÐÏ-ÌÕÞÅÎÎÙÍ ÓËÌÅÊËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ D0; : : : ; Dn−1. þÉ-ÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÒÁ×ÎÏ n× (n− 1)! = n!.ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÕÎËÔÁ 2.ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÐÕÓÔÏÔÙ, ÍÙ ÏÐÉ-6



ÛÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏ Á×ÔÏÍÁÔÕ Ó ÔÕÐÉ-ËÁÍÉ A ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔ, ÐÕÓÔÏ ÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. áÌÇÏÒÉÔÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ. ðÒÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ×ÙÚÏ×ÁÈ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÓÏÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ.óìõþáê 1. á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÍÏ-ÔÒÉÍ, ÐÕÓÔÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. åÓÌÉ ÐÕÓÔÏ, ÔÏ É Á×ÔÏÍÁÔ ÄÏ-ÐÕÓËÁÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÓÍÏÔÒÉÍ, ÅÓÔØ ÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄÓ Ä×ÕÍÑ ÔÕÐÉËÁÍÉ ××ÅÒÈÕ. åÓÌÉ ÅÓÔØ, ÔÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ-ÐÕÓÔÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÉÍÅÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅ ÔÕÐÉË (Ô.Å.ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 0) ××ÅÒÈÕ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÕÓÔÏÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÕÓÔÏÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÄÅÒÅ-×Ï, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.óìõþáê 2. ðÕÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔ A ÉÍÅÅÔ n ≥ 2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉ ÏÎ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏ×ÅÒÑ-ÅÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÎÅÐÕÓÔÁÑ ÂÒÏÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. ×ÓÅÒÅÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ (n − 1) ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ). åÓÌÉ ÎÅÐÕÓÔÁÑ ÂÒÏÓÏ×ÁÑ ÒÅÄÕË-ÃÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ k-ÁÑ, ÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÕÓÔÏÔÙ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏ×ÅÒËÅÐÕÓÔÏÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÁ A
′, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ A ÐÅÒÅ×ÏÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k × ÔÕ-ÐÉË. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, A ÎÅ ÐÕÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A

′ ÎÅÐÕÓÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ A
′ ÉÍÅÅÔ (n − 1) ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÐÕÓÔ ÌÉ A

′.ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÂÒÏÓÏ×ÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÕÓÔÙ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A ÎÅ ÐÕÓÔ, ÔÏ ÐÏÌÎÏÅ ÍÁ-ËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É ×ÓÅ ÔÕÐÉËÏ×ÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÅÐÕÓÔÙ. éÚÔÏÇÏ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÎÏÅ ÍÁËÒÏ-ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É ×ÓÅ ÔÕÐÉËÏ×ÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÅÐÕÓÔÙ, ÔÏ É
A ÎÅ ÐÕÓÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÕÓÔÏÔÕ ÔÕÐÉËÏ×ÙÈÒÅÄÕËÃÉÊ (ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÐÏ (n− 1) ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ) É ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌ-ÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÞÅ-×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× A

′, ÔÕÐÉËÏ×ÙÈ ÉÂÒÏÓÏ×ÙÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÕÌÕÞÛÅÎÁ.ôåïòåíá 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {0; 1}-ÄÅÒÅ×ØÅ×, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó cn ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ {0; 1}-ÄÅÒÅ×Á, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ.äïëáúáôåìøóô÷ï. ïÂÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÄÏ ÐÏÎÑ-ÔÉÑ n-ÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á (ÉÌÉ ÄÅÒÅ×Á ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ n). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ä×Ï-7



ÉÞÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × Ä×Ï-ÉÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {ì,ð} ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, n-ÉÞÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ-×ÉÔÅ {1 : : : n} ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �. åÓÌÉ a1a2a3 : : : ak : : : (ak ∈ {1 : : : n}) |ÐÕÔØ × n-ÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å, ÔÏ ak ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÐÕÔÉ k-ÇÏÑÒÕÓÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÐÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÔÅÌÑ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ n-ÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï.óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÉÞÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ � = {1 : : : n}, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÏÅÎÅËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó cn ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (Á×ÔÏÍÁÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ), É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÄÅÒÅ×Á, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÔÅÌÅÍ Ó ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. úÁÔÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á n-ÉÞÎÙÈ �-ÄÅÒÅ×ØÅ× ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ {0; 1}-ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó ÔÅÍÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ; ÎÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ× M , ÕËÁÚÁ× × ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÅ n-ÉÞÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï D ÌÅÖÉÔ × M . ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ× D. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ n1; n2; n3; : : : nk; : : :, Á ÐÏÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ p0; p1; p2; : : : ; pk; : : : (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÍÅÔËÉ ËÏÒÎÑ); pk ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÐÏÍÅÔËÏÊ k-ÇÏ ÑÒÕÓÁ. ðÕÓÔØ N | ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÑÒÕÓÏ× (Ô.Å. ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÑÒÕÓÁÈ), Á P | ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÐÏÍÅÔÏË ÞÅÔÎÙÈ ÑÒÕÓÏ×.îÁÚÏ×ÅÍ ÐÕÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ P (ÐÒÉ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ � = {1 : : : n}) ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× N(Ô.Å. maxP = |N |). ôÁË ×ÏÔ, ÄÅÒÅ×Ï D ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M , ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏÐÕÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M ÎÅÐÕÓÔÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó2n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n-ÉÞÎÏÅ �-ÄÅÒÅ×Ï, ÚÁÔÅÍÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M . þÉÔÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ-ÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ n1; n2; n3; : : : nk; : : :, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÞÅÔÎÏÍÛÁÇÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ \ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÑÒÕÓÏ×". üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅ×ÒÅÍÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ.óÎÁÞÁÌÁ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ, ÓËÁÖÅÍ (1; 2; : : : ; n), Á ÚÁÔÅÍÐÏÓÌÅ ÞÔÅÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÑÒÕÓÁ n2k+1 Ó ÐÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÅ ÎÁ-ÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Á ÐÒÅÖÎÅÅ ÅÇÏ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ). îÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ ÐÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÅÔ ÎÅ ×ÁÖÎÏ ËÁËÕÀ ÐÏÍÅÔËÕ, ÓËÁÖÅÍ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍÐÏÍÅÔËÕ, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÎÁ ÞÅÔÎÏÍ ÛÁÇÅ 2k+2. ðÕÓÔØl | ÄÌÉÎÁ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ8



ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ (ÎÅÞÅÔÎÏÍ) ÛÁÇÅ, Ô.Å. l ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÐÒÁ-×ÌÅÎÉÑ n2k+1 × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ×ÙÄÁ-×ÁÅÍÁÑ ÎÁ ÛÁÇÅ 2k + 2 ÐÏÍÅÔËÁ É ÅÓÔØ l.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÜÔÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÔÅÌÅÍ ÄÅÒÅ×Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊÐÕÔØ, ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ, ÐÒÁ×ÉÌÅÎ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ÐÕÔØ. ðÕÓÔØ N | ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅÞÅÔÎÙÈÑÒÕÓÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÎÁ-ÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ |N | ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× N , Á ÚÎÁ-ÞÉÔ ÐÏÍÅÔËÉ, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ
|N |. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÚ N ×ÓÔÒÅÞÁÅÔ-ÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÏÑÝÅÅ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÎÁ |N |-ÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÅ-ÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ × ÎÁÞÁÌÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÂÕÄÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÐÏÍÅÔËÕ |N |.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó cn ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑÍÉ. üÔÏÔ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×: ÐÅÒ×ÙÊ ÔÉÐ| ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ É ×ÔÏÒÏÊ ÔÉÐ |ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù ÉÚ �. ô.Å. ×ÓÅÇÏ 2n ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÊ. îÁ ÞÅÔÎÙÈ ÑÒÕÓÁÈ Á×ÔÏÍÁÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÐÏÍÅÔËÅ. îÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈÛÁÇÁÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÏÍÅÔËÉ Á×ÔÏÍÁÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÒÁ×-ÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ÌÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏÔÉÐÁ. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ | ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.äÏËÁÖÅÍ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍÓ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ M . äÏÐÕÓÔÉÍ B | ÐÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ M .ðÕÓÔØ � = (v1; : : : ; vn) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÐÒÁ-×ÌÅÎÉÊ (ÍÙ ÐÅÒÅÂÅÒÅÍ ×ÓÅ n! ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË). ÷ÏÚØÍÅÍ ÓÌÏ×Ïs� = (: : : ((vn!1 v2)n! : : : vn)n!:âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï ((: : : (vn!1 v2)n! : : : vi−1)n!vi ÂÌÏËÏÍ i-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË i-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ n! ÂÌÏËÏ× (i − 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÉÂÕË×Ù vi, ÐÒÉÞÅÍ ÓÁÍÏ s� ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ n! ÂÌÏËÏ× n-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. úÁÐÕ-ÓÔÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ B ÎÁ ÓÌÏ×Å s�, ÐÏÄÁ×ÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ B ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Ás� ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ É, ÓËÁÖÅÍ 1, ÎÁ ÞÅÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÎÁÞÉ-ÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÓÌÏ×Á \ÐÏÄÁÄÉÍ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ×ÈÏÄ B" ÉÌÉ \ÚÁÐÕÓÔÉÍ
B ÎÁ ÓÌÏ×Å" ÂÕÄÕÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ B ÞÉÔÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÛÁÇÁÈ9



É ÂÕË×Õ 1 ÎÁ ÞÅÔÎÙÈ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔ-ÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅÍ ÂÌÏËÏ× n-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. ðÏÓËÏÌØËÕÂÌÏËÏ× × s� ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Õ B, × s� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÑ ÂÌÏËÁ n-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ sn, Á ÜÔÉ Ä×Á×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × s� ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÕÓÔÉÍ B × ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ sn ÎÁ ÂÌÏËÅ n-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. ïÐÑÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÌÏËÁ(n − 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÔÏÍ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ sn−1, Á ÏÂÁ ÜÔÉ ×ÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÂÌÏËÁ (n− 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÌÏËÁn-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅ-ÔÙÒÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÌÏËÁ (n − 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ × s�. ðÏ×ÔÏÒÉ×ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ n ÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s1 É 2n ÏÔÍÅ-ÞÅÎÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÌÏËÁ 1-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ v1. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � É �′ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÔÅÍ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ s1. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ � É �′. ðÕÓÔØ� = (v1 : : : vn), �′ = (v′1 : : : v′n). ðÕÓÔØ i | ÐÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅ×Á, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ � É �′.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï s� ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÂÕË×Ù
{v1 : : : vi} É ÔÏÌØËÏ ÉÈ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ s� ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ BÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ s1 ÐÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÞÔÅÎÉÑ ÐÏÄÓÌÏ×Á É ÐÏÓÌÅ ËÏÎÃÁÞÔÅÎÉÑ ÐÏÄÓÌÏ×Á. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÅ ÂÌÏËÁ (i+1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, × ÎÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÑ ÂÌÏËÁ (i)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ((: : : (vN1 v2)N : : : vNi−1)vi. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈÄ×ÕÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ (ÌÀÂÏÍÕ)ÂÌÏËÁ 1-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ v1. ðÏÄÓÌÏ×Ï ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÙÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ v1 (×ËÌÀÞÁÑv1) É ÐÒÁ×ÙÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ v1 (ÉÓËÌÀÞÁÑ v1) É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÂÕË×Ù {v1 : : : vi} É ÔÏÌØËÏ ÉÈ, É × ÓÉÌÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÓÔÉ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ v1, ÐÅÒÅÄ É ÐÏÓÌÅ ÞÔÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ BÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ s1. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ W . áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÄÓÌÏ×Ï W ′ ÓÌÏ×Á s�′.ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï x, ÐÒÏÞÉÔÁ× ËÏÔÏÒÏÅ, B ÐÒÉÈÏÄÉÔ ×ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á (Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× �):xwww : : :xw′w′w′ : : :xww′ww′ : : :ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÚÁÄÁÅÔ × n-ÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ (Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï a0a1a2 : : : ÚÁÄÁÅÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÕÔØ�; a0; a0a1; a0a1a2; : : :). 10



ðÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ B ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÐÅÒÅÄÐÒÏÞÔÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ w ÉÌÉ w′, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ s1. ðÕÓÔØ P É P ′ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÍÅÔÏË, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÈ BÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ w É w′.ôÏÇÄÁ P ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÍÅÔÏË ÐÒÉÞÔÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á, P ′ | ×ÔÏÒÏÇÏ, Á P ⋃P ′ | ÔÒÅÔØÅÇÏ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ
{v1 : : : vi}; {v′1 : : : v′i} É {v1 : : : vi}⋃

{v′1 : : : v′i} = {v1 : : : vi−1; vi; v′i}.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ maxP = i, maxP ′ = i, max(P ⋃P ′) =
|{v1 : : : vi−1; vi; v′i}| = i+ 1, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ.éÔÁË, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M {1 : : : n}-ÄÅÒÅ×ØÅ× ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ n, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó cn ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÑÍÉ, É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÄÅÒÅ×Á, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ Ó ÍÅ-ÎÅÅ ÞÅÍ n! ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÉÎÁÒÎÙÈ {0; 1}-ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÉÖ-ÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ n, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ n = 2k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n-ÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á D × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {1 : : : n} ÏÐÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÅÇÏ \Ä×ÏÊÎÉË" ~D | Ä×ÏÉÞÎÏÅ {0; 1}-ÄÅÒÅ×Ï. äÅÒÅ×Ï ~D ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×Ä×Á ÜÔÁÐÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÂÉÎÁÒÎÏÅ {1 : : : n}-ÄÅÒÅ×Ï �D, Á ÚÁÔÅÍ ÅÇÏÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ × ~D.äÅÒÅ×Ï �D ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ: ÉÄÑ ÐÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÏ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÕÔÑÍ ÏÔ ËÏÒÎÑ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÐÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÁ ÎÏ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ.ðÏÄÄÅÒÅ×ÏÇÄÅ T1 : : : Tn | ÐÏÄÄÅÒÅ×ØÑ Ó ËÏÒÎÑÍÉ × ÓÙÎÏ×ØÑÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊa, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÄÅÒÅ×ÏôÅÐÅÒØ ÌÀÂÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ {1 : : : n}-ÄÅÒÅ×Ï D′ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ × ÂÉÎÁÒÎÏÅ
{0; 1}-ÄÅÒÅ×Ï D ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÐÑÔØ ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÐÏÄÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ × v ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÎÏ×ÏÅ ÐÏÄÄÅÒÅ×ÏÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:ÇÄÅ D1, D2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ {1 : : : n}-ÄÅÒÅ×ØÑ ÎÁ ÄÅÒÅ×ÏÇÄÅ "1 : : : "k | Ä×ÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ ÂÕË×Ù a (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {1 : : : n} ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ k), Á D0 |ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÅ ÏÄÎÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ.ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÑÚÙË ~M = { ~D | D ∈ M}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ~M ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó cn ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑÍÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ n! ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÎÏ-ÓÉÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙË ~M . ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.11
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