
ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅðÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ËÁË ÅÝ£ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ)�ÏÑ×ÉÌÏÓØ × 1960-Å ÇÏÄÙ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÅÊ.éÄÅÑ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÍ × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ 1965 ÇÏÄÁ [24℄, ÓÏÓÔÏÑÌÁ× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÍÅÒÑÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÏÊ × ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÏÂßÅËÔÁÈ (Á ÎÅ × ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁÈ, ËÁË × ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ). ïËÁÚÁÌÏÓØ,ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÈÏÔÑ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ).îÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÒÁÎØÛÅ ÓÈÏÄÎÙÅ ÉÄÅÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÌ ò. óÏÌÏÍÏÎÏ× (ÓÍ. [74℄ É ÄÒÕÇÉÅÅÇÏ ÓÔÁÔØÉ, ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÎÙ × [38℄). ïÎ ÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÉ,�ÙÔÁÑÓØ ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ �Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ� | Ó ËÁËÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÅÓÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Ï �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ ÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÅ?ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×Ï�ÒÏÓÙ ÜÔÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØÔÁË: �ÒÏÓÔÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, Á ÓÌÏÖÎÙÅ | ÍÁÌÕÀ. (ëÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÁÂÏÔÙ óÏÌÏÍÏÎÏ×Á �ÒÉÏÂÒÅÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔØ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÌÉÛØ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁËëÏÌÍÏÇÏÒÏ× Õ�ÏÍÑÎÕÌ ÉÈ × Ó×ÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ.)÷ 1965 ÇÏÄÕ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ç. þÅÊÔÉÎ (ÔÏÇÄÁ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏËÏÎÞÉ×ÛÉÊ ÛËÏÌÕ)�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ Ë �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ Ä×Å Ó×ÏÉÈ ÓÔÁÔØÉ [4℄ É [5℄, ÎÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÙÅ × 1966 É 1969 ÇÏÄÁÈ. ÷Ï×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÎ ÄÁÌ ÔÏ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×.ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × 1970-Å ÇÏÄÙ. ìÅ×ÉÎ(ÕÞÅÎÉË ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á) É ûÎÏÒÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ Ó×ÑÚØ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ ÕÞÅÎÉËÏÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Û×ÅÄÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÏÍ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ××ÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ). éÄÅÉ óÏÌÏÍÏÎÏ×Á ÏÂ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÒÉ×Å-ÌÉ Ë (××ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ìÅ×ÉÎÙÍ É �ÏÚÄÎÅÅ þÅÊÔÉÎÙÍ) �ÏÎÑÔÉÀ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉ ×ÁÖÎÙÍ, ÎÏ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÙÍ. âÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÑ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË × ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÔÁË É × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.éÎÔÅÒÅÓ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÚÁÓÌÕÖÅÎÎÙÊ | ÜÔÏ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÉÍÅÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ) ×ÏÚÒÏÓ × �ÏÓÌÅÄÎÅÅÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÅ, ËÏÇÄÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ ìÉ É ÷ÉÔÁÎØÉ [38℄ (�ÅÒ×ÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ × 1993 ÇÏÄÕ).âÅÚ �ÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×Ó£ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ×ÏÛÌÏ × ÜÔÕ ËÎÉÇÕ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅËÓÔ ÉÌÉ × Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ). ëÎÉÇÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ�ÏÄÒÏÂÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÓÙÌËÉ ÎÁ �ÅÒ×ÙÅ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.îÁÛÁ ËÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÞÅÂÎÉË, ÎÅ �ÒÅÔÅÎÄÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÏÌÎÏÔÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÉÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÓÙÌÏË (ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ËÎÉÇÅ ìÉ É ÷ÉÔÁÎØÉ). íÙ �ÙÔÁÌÉÓØÏÔÏÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ (ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ) ÆÁËÔÙ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ É ÄÏÓÔÕ�ÎÏ Ï ÎÉÈ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ. úÁ ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÙ �ÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÍÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ×Ï�ÒÏÓÁ. ëÁË É × ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ, ÍÎÏÇÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÂÅÚÕËÁÚÁÎÉÑ Á×ÔÏÒÓÔ×Á (É ÜÔÏ ÎÉ × ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ �ÙÔÁÅÍÓÑ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÉÈ ÓÅÂÅ).÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (�ï Þ£Í ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?�) ÍÙ �ÙÔÁÅÍÓÑ ËÒÁÔËÏ ÏÞÅÒÔÉÔØ ËÒÕÇ ×Ï�ÒÏÓÏ×,ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÈÏ-ÞÅÔ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÏÂÌÁÓÔØ É ÓÔÏÉÔ ÌÉ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÎÅÀ �ÏÄÒÏÂÎÏ. äÁÌÅÅ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍË ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Ó ÎÁÚ×ÁÎÉÑÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÏÌØÛÁÑ1



�ÕÔÁÎÉ�Á (ÏÔÞÁÓÔÉ É �Ï ×ÉÎÅ Á×ÔÏÒÏ× ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ). óÁÍÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ (ÉÌÉËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ) ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÓÉÎÏÎÉÍÁÍÉ. èÕÖÅ Ó ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ: × ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ K (x). ÷ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Õ ìÉ É ÷ÉÔÁÎØÉ) K (x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á ÄÌÑÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C (x). þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ �ÕÔÁÎÉ�Ù, ÍÙ ×ÏÏÂÝÅÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ K (x), Á �ÉÓÁÔØ KS (x) ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ É KP (x) ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ;ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (× Å£ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ KM (x),Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ | KR (x). (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÕÔÁÎÉ�Á ÏÓÔÁ£ÔÓÑ | Õ ìÉ É÷ÉÔÁÎØÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Km(x), Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KM (x) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑÌÏÇÁÒÉÆÍÁ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ KA (x). îÁÄÅÅÍÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÂØ£ÔÞÉÔÁÔÅÌÑ.)åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÒÁÚÌÉÞÉÑ × ÎÁÚ×ÁÎÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ; ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á× ËÏÎ�Å ËÎÉÇÉ �ÒÉ×ÅÄ£Î Ó�ÉÓÏË ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É �ÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ.[âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. íÉÈÁÉÌÕ ÷ÑÌÏÍÕ, óÅÒÇÅÀ óÁÌØÎÉËÏ×Õ É íÉÈÁÉÌÕ õÓÔÉÎÏ×Õ℄÷. á. õÓ�ÅÎÓËÉÊ, î. ë. ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ, á.ûÅÎØ
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ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅï Þ£Í ÜÔÁ ËÎÉÇÁ? 71. ðÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 211.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.2. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 362.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362.2. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ 543.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
 É ÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543.2. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 573.3. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.4. ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . 674. á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 724.1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 724.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 764.3. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 784.4. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÍÁÛÉÎÙ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ×ÈÏÄÏÍ . . . . . . . . . . . . . . 824.4.1. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 834.4.2. ðÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 854.4.3. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . 864.5. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 894.6. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.7. õÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . . 1004.7.1. õÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1004.7.2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . 1024.7.3. ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1045. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 1115.1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . 1115.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . 1215.3. ó×ÏÊÓÔ×Á Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1225.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265.4.1. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265.4.2. íÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ . . . . . . . . . . . 1275.4.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ . . . . . . . . 1285.5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1295.6. �ÅÏÒÅÍÁ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.7. óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1453



5.8. üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1475.9. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 1516. ïÂÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ 1616.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1616.2. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1656.3. õÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1686.4. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1716.4.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . 1726.4.2. ðÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ É Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ 0′ . . . 1777. ûÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ É ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 1807.1. ûÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1807.1.1. ëÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1807.1.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1817.1.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1837.1.4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1847.2. üÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1857.2.1. üÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1857.2.2. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1877.2.3. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1897.2.4. �òÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ� É ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . 1917.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1937.3.1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÞÁÓÔÏÔ . . . . . . . . . . . . 1947.3.2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1957.3.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . 1977.3.4. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ . . . . . . . . . . . 1987.3.5. �ÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1997.4. íÁÒËÏ×ÓËÉÅ �Å�É . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 2018.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2018.2. ðÅÒÅÎÏÓ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ÌÅÎÔÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2018.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 2048.4. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2068.5. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . 2098.5.1. úÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ É �ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2098.5.2. ìÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2118.5.3. ìÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁ É ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2148.5.4. úÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 2158.5.5. óÌÏÖÎÙÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2178.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2188.7. îÅÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 2218.8. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2234



9. þÁÓÔÏÔÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ 2249.1. éÓÈÏÄÎÙÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2249.2. ðÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2259.3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2279.4. ðÒÉÍÅÒ ÷ÉÌÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2309.5. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2339.6. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . 2379.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2399.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2419.9. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ûÎÏÒÒÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2449.10. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2459.11. þÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2489.12. îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2519.13. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÊ ÍÅÒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2579.13.1. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï Ä×ÕÍ ÍÅÒÁÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2579.13.2. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . 2629.13.3. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . 2649.13.4. ðÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26810. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÍÅÒÁ 27210.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27210.2. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27810.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28110.4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÒÂÉÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28310.5. ðÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28410.6. íÅÔÏÄ ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28610.7. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: �ÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28810.8. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 29110.9. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ . . . . . . . . . . . . . . . . 29410.10.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ Ä×ÕÈ É ÔÒ£È ÓÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29710.11.òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29910.12.õÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30410.13.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÅ Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30511. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ 30911.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÏ× × ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÍ ×ÉÄÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30911.2. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31011.3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31611.4. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . 32012. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× 32212.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32212.2. õÓÌÏ×ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32312.3. õÓÌÏ×ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32412.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ íÕÞÎÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3285



12.5. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33012.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒÙ ÓÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33212.7. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33412.8. ðÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33912.9. óÅÔÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34012.10.÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34412.11.õ�ÒÏÝÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34512.12.íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34513. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ É ÌÏÇÉËÁ 35613.1. úÁÄÁÞÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35614. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á 37715. óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÙ, ÆÉÌÏÓÏÆÉÑ 37716. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ 37816.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37816.2. óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38116.3. ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38316.4. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÉ�ÏÔÅÚ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39116.5. äÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 39816.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40016.7. îÅÍÎÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402

6



ï Þ£Í ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?þÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ?�îÁ �ÁÌØ�ÁÈ� ÜÔÏ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÖÉ-ÍÁÀÔ ÆÁÊÌÙ (ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ × ÁÒÈÉ×Å). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ×Ù ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ: ÎÁÉÂÏÌÅÅÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎ£ÎÎÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ zip, gzip, ompress, rar, arj (ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ).ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÁÊÌÕ (Ó ÔÅËÓÔÏÍ, ÄÁÎÎÙÍÉ, �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ),ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÇÏ ÓÖÁÔÕÀ ×ÅÒÓÉÀ (ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÆÁÊÌÁ). ðÏ ÎÅÊÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÆÁÊÌ (Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÉÉ�; ÞÁÓÔÏÓÖÁÔÉÅ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÙ × ÏÄÎÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ).�ÁË ×ÏÔ, × �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÁÊÌÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁËÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ÓÖÁÔÏÊ ×ÅÒÓÉÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÁÊÌ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÈÏÒÏÛÏ ÓÖÉ-ÍÁÅÍÙÊ, ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (× ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ). îÁ�ÒÏÔÉ×,�ÌÏÈÏ ÓÖÉÍÁÅÍÙÊ ÆÁÊÌ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÄÌÉÎÅ.üÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÅÓØÍÁ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ É ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÈ | ËÁË ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ, ÔÁËÉ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÈ. îÁÞÎ£Í Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ: ×ÍÅÓÔÏ ÆÁÊÌÏ× (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÁÊÔÏ×)ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÕ-ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�). äÌÉÎÏÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ× (ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï 1001, ÓËÁÖÅÍ,ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 4, Á �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 0).âÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ÏÔÌÉÞÉÑ:
• ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÖÁÔÉÑ ÎÅÔ | ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ. �ÏÞ-ÎÅÅ, ÎÁÚÏ×£Í ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (�ÒÏÇÒÁÍÍÕ), ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÎÁ ×ÈÏÄ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á É ×ÙÄÁ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÔÁËÖÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. åÓÌÉ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒD ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÄÁ£Ô y , ÍÙ �ÉÛÅÍ D(x) = y É ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ y�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ D (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ D). äÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÙ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ.
• íÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ D(x) ÍÏÖÅÔ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÔØÓÑ (ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ) É ÎÅ ÄÁ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.íÙ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ D : ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ×ÈÏÄÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ D ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÌÉÛØ �ÏÓÌÅ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂ Ï�É-ÓÁÎÉÑ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ � × �, ÇÄÅ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. îÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ D , ×ÈÏÄÁÍÉ É ×ÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅÓÌÏ×Á, ÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ d , ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÌÏ×Å x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ D ÄÁ£Ô ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÓÌÏ×Å x ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d (x) ÒÁ×ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑD ËÏ ×ÈÏÄÕ x . æÕÎË�ÉÉ d , �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× D ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÉÚ � × �. ïÂÙÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÂÕË×ÕÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ, É ×ÍÅÓÔÏ d (x) �ÉÛÕÔ D(x). íÙÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ �ÕÔÁÎÉ�Ù.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ) D . äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á xÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ D(y) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×-ÎÏ x . äÌÉÎÕ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ7



ÄÁÎÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D :KS D(x) = min{ l (y) | D(y) = x}:úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ l (y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á y . éÎÄÅËÓ D �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Ó�ÏÓÏÂÁ D . íÉÎÉÍÕÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ+∞, ÔÁË ÞÔÏ KS D(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ÔÅÈ x , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ D(ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ Ï�ÉÓÁÎÉÊ).üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ D �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑÒÁÚÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÂÓÕÒÄÎÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ D ÎÉÇÄÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î, ÔÏKS D ×ÓÅÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. åÓÌÉ D(y) = � (�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï) �ÒÉ ×ÓÅÈ y , ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÕÓÔÏÇÏÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (�ÏÓËÏÌØËÕ D(�) = � É l (�) = 0), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.âÏÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ-ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ËÏ�ÉÒÕÅÔ ×ÈÏÄ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÉD(x) = x �ÒÉ ×ÓÅÈ x , ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ (ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ) ÉKS D(x) = l (x).åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍx ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ D(�) = x , É ÔÏÇÄÁ KS D(x) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÏÄÏÂÒÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÅÌÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÏ×:ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÏ× ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÈÏÒÏÛ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ:D(bin(n)) = 000 : : : 000 (n ÎÕÌÅÊ);ÇÄÅ bin(n) | Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ n . ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á bin(n) �ÒÉÍÅÒÎÏÒÁ×ÎÁ log2 n (ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log2 n + 1). íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á ÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÂÌÉÚËÁ Ë log2 n (É ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á, ÔÏÅÓÔØ n). úÁÔÏ ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏ×Á (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉ�Õ) ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ.îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ.ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ËÏÒÏÞÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: Ó�ÏÓÏÂ D1 ÎÅ ÈÕÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁ D2, ÅÓÌÉKS D1(x) 6 KS D2(x) + �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ x .÷ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  . íÙ ÓÏÇÌÁÛÁÅÍÓÑ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ Õ×Å-ÌÉÞÅÎÉÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÛÁÅÔÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ×ÅÌÉËÁ.ïÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÔÁËÏÇÏ �ÏÇÒÕÂÌÅÎÉÑ� ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D1 É D2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÈÕÖÅ ÉÈ ÏÂÏÉÈ.8



÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÏÖÉÍ D(0y) = D1(y)D(1y) = D2(y)äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÅÒ×ÙÊ ÂÉÔ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÅÍ ËÁË ÎÏÍÅÒ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÁÏÓÔÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ | ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x �ÒÉD1 (ÉÌÉ D2), ÔÏ 0y (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x �ÒÉ D , É ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÇÏÌÉÛØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÄÌÉÎÎÅÅ. ðÏÜÔÏÍÕKS D(x) 6 KS D1(x) + 1KS D(x) 6 KS D2(x) + 1�ÒÉ ×ÓÅÈ x , ÔÁË ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂ D ÎÅ ÈÕÖÅ ÏÂÏÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× D1 É D2.üÔÏÔ �ÒÉ£Í ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÁÔ zip-ÁÒÈÉ×Á �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÚÁÇÏÌÏ×ÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÓÖÁÔÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÄ£Ô ÓÁÍÓÖÁÔÙÊ ÆÁÊÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ log2N ÂÉÔÏ× (ÉÌÉ ÏËÏÌÏ ÔÏÇÏ) �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁÒÅÚÅÒ×ÉÒÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ.îÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉ× ÜÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:�ÅÏÒÅÍÁ 1 (óÏÌÏÍÏÎÏ×Á { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á). [intro-universal℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ D, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ KS D(x) 6 KS D ′(x) + ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ.
⊳ îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÎÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. âÕÄÅÍ �ÒÉÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÇÄÅ ÏÎÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ (ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂÚÁ�ÉÓÉ �Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ self-delimiting; �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á, �ÏÖÁÌÕÊ, ÎÅÔ,É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ). åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁ�É-ÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÅ ÔÁËÏ×, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÕÂÌÉÒÏ×ÁÔØËÁÖÄÙÊ ÚÎÁË × ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÚÁÍÅÎÉ× 0 ÎÁ 00 É 1 ÎÁ 11), Á × ËÏÎ�Å �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØÇÒÕ��Õ 01.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D , �ÏÌÏÖÉ×D(py) = p(y);ÇÄÅ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ (�ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÚÁ�ÉÓÉ), Á y | ÌÀÂÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅÓÌÏ×Ï. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, D ÞÉÔÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ×ÙÄÅÌÑÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ-�ÒÏÇÒÁÍÍÕ.(åÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, D ÄÅÌÁÅÔ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ.) äÁÌÅÅ D�ÒÉÍÅÎÑÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ (p) Ë ÏÓÔÁÔËÕ ×ÈÏÄÁ (y) É ×ÙÄÁ£Ô �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ P . ðÕÓÔØ p | �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ P , �ÒÉÞ£Í ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÅ. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï y9



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P , ÔÏ py ÂÕÄÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ D (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ P Ë D ÄÌÉÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑÕ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ l (p), ÉKS D(x) 6 KS P (x) + l (p):÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ l (p)) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ P , ÎÏ ÎÅÏÔ x . ⊲ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ �ÒÉ£Í, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ, ÔÏÌØËÏ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÍÙÓÌÉÍÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ | ËÁÖÄÙÊ ÓÏ Ó×ÏÉÍ�ÒÅÆÉËÓÏÍ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÓÁÍÏÒÁÚÁÒÈÉ×ÉÒÕÀÝÉÅÓÑ� ÁÒÈÉ×Ù (self-extrating arhives). �ÁËÏÊ ÁÒÈÉ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓ�ÏÌÎÑÅÍÙÊ ÆÁÊÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ,ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË. üÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÇÒÕ-ÖÁÅÔÓÑ × �ÁÍÑÔØ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÞÉÔÁÅÔ É ÒÁÚÁÒÈÉ×ÉÒÕÅÔ ÏÓÔÁÔÏË ÁÒÈÉ×Á.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÁÈÒÁÂÏÔÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÂÙ×ÁÀÔ ÄÏÌÇÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ), Á ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ×ÈÏÄÁÈ É ×Ï×ÓÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î.ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØæÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS D(x). ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ KS D(x) ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÉÎÄÅËÓD É �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ KS (x).úÁÍÅÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× D1 É D2 ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (D1; D2), ÞÔÏ
|KS D1(x)− KS D2(x)| 6 (D1; D2)�ÒÉ ×ÓÅÈ x . üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁËKS D1(x) = KS D2(x) + O(1);�ÏÎÉÍÁÑ �ÏÄ O(1) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x .éÍÅÅÔ ÌÉ ÓÍÙÓÌ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÓÏÇÌÁÓÎÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÑ, ËÁËÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ? îÅÔ | ÌÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÂÏÒÏÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏÓÌÏ×Á ÌÀÂÏÊ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x �ÒÏÝÅ ÓÌÏ×Á y (ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ): ×ÙÂÉÒÁÑ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÏ×ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ.ëÁËÏ× ÖÅ ÔÏÇÄÁ ÓÍÙÓÌ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÉ �ÒÏ ËÁËÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÏ×ÏÎÉÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ?ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ óÏÌÏÍÏÎÏ-×Á { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÑÚÙËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ). ä×Á ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÁ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÑ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ. íÏÖÎÏ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÑÚÙËÏ×10



ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÉÚÍÅÒÑÔØÓÑ ÔÙÓÑÞÁÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÏÔÎÑÍÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÈ �ÏÒÑÄËÁ ÓÏÔÅÎ ÔÙÓÑÞ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÔÅËÓÔÁ ÒÏÍÁÎÁ) ÉÌÉ ÍÉÌÌÉÏÎÏ× (ÓËÁÖÅÍ,ÄÌÑ äîë), ÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ×ÁÖÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ.îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁÄÏ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÏÓÑÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. þÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, × Î£Í ÄÏÌÖÎÁ ÉÄÔÉ ÒÅÞØÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×. äÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÉ�ÉÞÎÁ: ÓËÁÖÅÍ, Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÙÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÓÌÏ×Å x . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÏ ËÏÒÏÔËÏ, ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÍÁÌÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Á ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ �ÏÄÄÁ£ÔÓÑ ÓÖÁÔÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (�ÕÓÔØ ÄÁÖÅ É ÂÅÓ�ÏÌÅÚÎÏÊ | ÍÙ ÎÅ �ÙÔÁÅÍÓÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÕÀÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÔ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÂÒÁËÁÄÁÂÒÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÅÓÌÉ Å£ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÄÁÔØ ËÏÒÏÔËÏ).åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ k , ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÔÏÅÓÔØ ÞÔÏ KS (x) 6 l (x). �ÁË É ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, Ï Þ£Í ÍÙÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 2. [intro-length℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏKS (x) 6 l (x) + ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .
⊳ íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (y) = y �ÒÉ ×ÓÅÈ y , ÔÏ KS P (x) = l (x). ÷ ÓÉÌÕ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ  , ÞÔÏKS (x) 6 KS P (x) +  = l (x) + �ÒÉ ×ÓÅÈ x . ⊲õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË: KS (x) 6 l (x) + O(1). éÚ ÎÅÇÏ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ).÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÏÔ �ÏÎÑÔÉÑ �ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�: �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÅÔÓÑ (ÔÏÞÎÅÅ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ).�ÅÏÒÅÍÁ 3. [intro-transform℄ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÁ , ÞÔÏ KS (A(x)) 6 KS (x) + ÄÌÑ ×ÓÅÈ x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ A(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. 11



⊳ ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ D ′:D ′(p) = A(D(p))(D ′ �ÒÉÍÅÎÑÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ D , Á ÚÁÔÅÍ A). åÓÌÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ D , �ÒÉÞ£Í A(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ A(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′. ÷ÚÑ×× ËÁÞÅÓÔ×Å p ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D , ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏKS D ′(A(x)) 6 l (p) = KS D(x) = KS (x);Á × ÓÉÌÕ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉKS (A(x)) 6 KS D ′(A(x)) +  6 KS (x) + �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ x , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÄÉÒÏ×ËÉ� |ÅÓÌÉ ÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁÍÅÎÉÍ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏ×Å ×ÓÅ ÎÕÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÉÌÉ ÒÁÚÂÁ×ÉÍÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÎÕÌÑÍÉ, ÄÏÂÁ×É× �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ �ÉÆÒÙ �Ï ÎÕÌÀ), ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÔÕ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÏÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.ðÕÓÔØ x É y | Ä×Á ÓÌÏ×Á. óÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ × ÏÄÎÏ, �ÒÉ�ÉÓÁ× y Ë x Ó�ÒÁ×Á. óËÏÌØËÏ ÂÉÔÏ×ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï? åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ × Î£Í ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × x É × y . é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÔÁË, �ÒÁ×ÄÁ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �Ï�ÒÁ×ËÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. [intro-pair℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x É y ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (xy) 6 KS (x) + 2 logKS (x) + KS (y) + 
⊳ ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÂÅÚ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ 2 logKS (x), Å£ÏÓÌÁÂÌÑÀÝÅÇÏ. üÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�É-ÓÁÎÉÑ D ′. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ D(p) = x É D(q) = y , ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ pq Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á xy ,ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉÍ D ′(pq) = xy . �ÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á xy ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á pq , ÔÏ ÅÓÔØ l (p) + l (q). åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å p É q ×ÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ KS D ′(xy) 6 KS D(x) + KS D(y), É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ DÉ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ D ′ Ë D (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ).þÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ? äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ′ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÍÙ�ÏÌÁÇÁÅÍ D ′(pq) = D(p)D(q), ÎÏ D ′ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÒÅÄÓÔ× ÒÁÚÄÅÌÉÔØ p É q . ÷�ÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÄÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: p1q1 = p2q2,ÎÏ D(p1)D(q1) 6= D(p2)D(q2).åÓÔØ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÜÔÕ ÏÛÉÂËÕ. ðÅÒ×ÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É �ÒÉÍÅÎÉÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÄ ÓÌÏ×ÏÍ p ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á p × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÜÔÏÊÄ×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÙ ÕÄ×ÏÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ, Á �ÏÓÌÅ ÎÅ£ ÎÁ�ÉÛÅÍ 01, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÇ�ÏÎÑÔØ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏ p. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ12



bin(k) Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ k , Á ÞÅÒÅÚ x ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ × ÓÌÏ×Å x .(îÁ�ÒÉÍÅÒ, bin(5) = 101, Á bin(5) = 110011.) �Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍD ′( bin(l (p)) 01pq) = D(p)D(q):üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÁÌÇÏÒÉÔÍ D ′ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÔÁÅÔ bin(l (p)), �ÏËÁ �ÉÆÒÙ ÉÄÕÔ �Á-ÒÁÍÉ. ëÏÇÄÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á 01, ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ l (p), ÚÁÔÅÍ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ l (p) �ÉÆÒ É�ÏÌÕÞÁÅÔ p . ïÓÔÁÔÏË ×ÈÏÄÁ ÅÓÔØ q , �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ D(p)D(q).÷ÅÌÉÞÉÎÁ KS D ′(xy) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÏÍ 2l (bin(l (p)))+2+ l (p)+ l (q); Ä×ÏÉÞÎÁÑÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ l (p) ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log2 l (p)+1, �ÏÜÔÏÍÕ D ′-Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á xy ÉÍÅÅÔÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 log2 l (p) + 4 + l (p) + l (q), ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊲õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÝÅÎÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÍÉ (self-delimiting); ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÅÇÏ × ÇÌÁ×Å 4.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ p É q É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (xy) 6KS (x) + KS (y) + 2 log2KS (y) +  .îÁÓËÏÌØËÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ? íÏÖÅÔ ÌÉ KS (xy) ÂÙÔØ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ KS (x)+KS (y)? ÷ �ÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉ�ÉÅÊ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, ÅÓÌÉ x É y ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ x = y ÍÙ ÉÍÅÅÍ KS (xy) = KS (xx) =KS (x) + O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ xx ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ x É ÏÂÒÁÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3).þÔÏÂÙ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × x , ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × y (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ× x É y). üÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ x �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ y (ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ ��ÒÉÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y�, �ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y�). å£ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÂÅÚ-ÕÓÌÏ×ÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ D ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÕ� ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë ÓÖÁÔÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ, ÎÏÉ Ë ÓÌÏ×Õ y . íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ �ÏÚÖÅ (ÇÌÁ×Á 2), ÓËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÄÌÑÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (xy) = KS (y) + KS (x |y) + O(log n);ÅÓÌÉ x É y | ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . þÉÔÁÅÔÓÑ ÏÎÏ ÔÁË: ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × xyÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × y �ÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏ×ÏÊ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ × y) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ× x .òÁÚÎÏÓÔØ KS (x)− KS (x |y) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂ x × y : ÜÔÁÒÁÚÎÏÓÔØ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á y Õ�ÒÏÝÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x .ðÏÎÑÔÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÎÏ×ÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × äîë ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÇÁÎÉÚÍÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó äîë ÄÒÕÇÏÇÏ: ÅÓÌÉ d1 | Ä×ÏÉÞÎÏÅÓÌÏ×Ï, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ äîë �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÒÇÁÎÉÚÍÁ, Á d2 | Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ äîë×ÔÏÒÏÇÏ, ÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÅÓÔØ KS (d1|d2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ó�ÒÁÛÉ×ÁÔØ,ËÁËÏÊ �ÒÏ�ÅÎÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÂÙÌ �ÏÔÅÒÑÎ �ÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ÒÏÍÁÎÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÑÚÙË: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅKS (ÏÒÉÇÉÎÁÌ|�ÅÒÅ×ÏÄ)=KS (ÏÒÉÇÉÎÁÌ):÷Ï�ÒÏÓÙ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ É ÄÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÎÑÔÉÑ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ Å£ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ n ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p1; : : : ; pn .13



�ÏÇÄÁ Å£ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊH (�) = ∑ pi (− log2 pi ):çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ pi , ÎÅÓ£Ô × ÓÅÂÅ (− log2 pi ) ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ; ÔÏ-ÇÄÁ H (�) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÉÓÈÏÄÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ.þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, Ë Ï�ÅÎËÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ × ÄÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÎÕÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÁÎÓÁÍÂÌØÔÅËÓÔÏ×, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ �ÔÉ�ÉÞÎÙÍ� ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÄÌÑ ËÏÒÏÔËÏÊ �ÏÚÄÒÁ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÌÅÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÅËÓÔÁ ÒÏÍÁÎÁ ÔÒÕÄÎÏ ×ÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÅÂÅ�ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÁÎÓÁÍÂÌØ. óÔÏÌØ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ× äîë: ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÎÓÁÍÂÌÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ äîë ×ÓÅÈ ÏÒÇÁÎÉÚÍÏ×,ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÁÎÓÁÍÂÌÑ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÉÓÌÏÍ 21000, É ÅÓÌÉÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ (Á ËÁËÏÅ ÅÝ£ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ?), �ÏÌÕÞÉÔÓÑÁÂÓÕÒÄÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÍÅÎØÛÅ ÔÙÓÑÞÉ ÂÉÔÏ×.÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÙÍÑÚÙËÏÍ, ÞÅÍ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ.óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ KS (x) 6 l (x)+O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 2). äÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊÄÌÉÎÙ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 5. [intro-ardinality℄ ðÕÓÔØ n | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÅÎÅÅ 2n ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x) < n .
⊳ ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ D(y) �ÒÉ l (y) < n (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ÉÍÅÀÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ n . á ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ÍÅÎØ-ÛÅ n , ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ 1 + 2 + 4 + 8 + : : :+ 2n−1 = 2n − 1ÛÔÕË (ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ k ÒÏ×ÎÏ 2k ). ⊲ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n− ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ nÍÅÎØÛÅ 2n−=2n = 2− . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏÌÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ 90 ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ100 ÍÅÎØÛÅ 2−10.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÒÁÚÉÔØ É ÔÁË: �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏËÁÖÅÔÓÑ (�ÏÞÔÉ) ÎÅ-ÓÖÉÍÁÅÍÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÙÓÌÅÎÎÙÊ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÒÅÁÌØÎÙÊ) ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ. âÒÏÓÉÍÍÏÎÅÔÕ, ÓËÁÖÅÍ, 80000 ÒÁÚ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÆÁÊÌ ÄÌÉÎÏÊ × 10000 ÂÁÊÔÏ×(8 ÂÉÔÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ÂÁÊÔ). íÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÄÅÒÖÁÔØ �ÁÒÉ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÊÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÁÒÈÉ×ÁÔÏÒ ÎÅ ÓÕÍÅÅÔ ÓÖÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁÊÌ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10 ÂÁÊÔÏ×. (÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 2−80 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÒÈÉ×ÁÔÏÒÁ, Á ÞÉÓÌÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÒÈÉ×ÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÔÁË ÕÖ ×ÅÌÉËÏ.) 14



÷ÏÏÂÝÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÖÁÔØ ÓÌÏ×Ï. ëÏÎÅÞÎÏ, Þ£ÔËÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ É ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. çÌÕ�Ï ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎ-ÎÏ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3 (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÓÌÏ× 000; 001; 010; 011; 100; 101; 110; 111) ÓÌÕÞÁÊÎÙ,Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ÎÁÞÁ× ÓÏ �ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ� ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÏÊ 10000, ÂÕÄÅÍ ÚÁÍÅÎÑÔØ× Î£Í �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ÎÕÌÉ. ÷ ËÏÎ�Å �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ñ×ÎÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÉÚ ÏÄ-ÎÉÈ ÎÕÌÅÊ), ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÓÍÙÓÌ Ó�ÒÁÛÉ×ÁÔØ, × ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÍÏÍÅÎÔ ÓÌÏ×Ï �ÅÒÅÓÔÁÌÏ ÂÙÔØÓÌÕÞÁÊÎÙÍ? ÷ÒÑÄ ÌÉ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ l (x) −KS (x). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÔeoÒÅÍÁ 2 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ (ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), Á ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ nÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ d Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ 1=2d .�Å�ÅÒØ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ Õ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊÄÌÉÎÙ n ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÂÌÉÚËÁ Ë 1=2) ÍÏÖÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁË: Õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÂÌÉÚËÁ Ë1=2. éÚ ÜÔÏÇÏ ��ÅÒÅ×ÏÄÁ� ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÚÁËÏÎÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ,ÞÔÏ ÓÌÏ×Á Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï); ËÁË ÍÙ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉÕÂÅÄÉÍÓÑ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÏ×ÅÓÔÉ Þ£ÔËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ É ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ,ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÄÁÎÎÏÅ ÕÞÅÎÉËÏÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Û×ÅÄ-ÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÏÍ, �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÍÉ × ÇÌÁ×Å 3. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉìÅ×ÉÎ É ûÎÏÒÒ ÎÁÛÌÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÌÕÞÁÊÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.(ðÒÁ×ÄÁ, ÎÕÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.)îÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ KS É �ÁÒÁÄÏËÓ âÅÒÒÉðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ Ï �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÉ,Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ. õ×Ù, ÆÕÎË�ÉÑ KS ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ x Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ (ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉÄÌÑ KS , ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. [intro-nobound℄ ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÁÑ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ � × N. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ Å£ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ É ÄÁ£Ô × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.) åÓÌÉ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØk(x) 6 KS (x) ÄÌÑ ÔÅÈ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ k(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ), ÔÏ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: ×ÓÅ Å£ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ��ÁÒÁÄÏËÓ âÅÒÒÉ�. üÔÏÔ �Á-ÒÁÄÏËÓ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ 15



ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÒÁÚÏÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÔÒÉÎÁÄ�ÁÔÉ ÒÕÓÓËÉÈ ÓÌÏ×.üÔÁ ÆÒÁÚÁ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉÎÁÄ�ÁÔØ ÓÌÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÌÅÄÕÑ ÜÔÏÊ ÉÄÅÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÁÔØ �ÅÒ×ÏÅ �Ï�Á×ÛÅÅÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N . ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ N , Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÔ-ËÉÍ (ÏÎÏ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÞÉÓÌÏ N , ÎÏ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ N ÇÏÒÁÚÄÏ ËÏÒÏÞÅ ÓÁÍÏÇ�Ï N ).îÏ ËÁË ÉÓËÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï? äÌÑ ÜÔÏÇÏ-ÔÏ É ÎÕÖÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÆÕÎË�ÉÑ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ B (N ), ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ:�òÁÚ×ÅÒÎÕÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k(0); k(1); k(2) : : : É �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÈ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ k(x) > N . ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ x É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏÍ�.åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ B Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ N , É k(B (N )) > N �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊÏ�ÅÎËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ É KS (B (N )) > N . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, B (N ) ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ bin(N ) ÞÉÓÌÁ N , �ÏÜÔÏÍÕKS (B (N )) 6 KS (bin(N )) + O(1) 6 l (bin(N )) + O(1) 6 log2N + O(1)(�ÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2; O(1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏN < KS (B (N )) 6 log2N + O(1);ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ N �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ⊲ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ: ÒÅÞØ �ÏÊÄ£Ô ÎÅ Ï �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ, Á Ï Ó×ÑÚÉ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ.âÒÉÔ×Á ïËËÁÍÁ. îÁÞÎ£Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ: ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÈÏÒÏ-ÛÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ? ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈÄÁÎÎÙÈ É ÒÁÚÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÌÁÎÅÔ ÎÁ ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. éÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÔØ × ÄÕÈÅ ðÔÏÌÅÍÅÑ, ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÑ Ü�É�ÉËÌÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÙ (É ×ÎÏÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �Ï�ÒÁ×ËÉ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), ÁÍÏÖÎÏ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÚÁËÏÎÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ëÁË ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑÌÕÞÛÅ? íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÌÁÎÅÔ ÓÔÏÊ ÖÅ (É ÄÁÖÅ ÌÕÞÛÅÊ) ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÉÍÅÑ ÍÅÎØÛÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. õÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅëÅ�ÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÛ£Ì ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ. óÏ×ÓÅÍ ÇÒÕÂÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, �ÏÓÌÅÞÅÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÉ ÉÝÕÔ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ËÏÒÏÔËÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁÓÌÏÖÎÏÓÔØ), É ÌÕÞÛÅ ÔÏÔ ÔÅÏÒÅÔÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÒÏÞÅ (Ï�ÅÎËÁ ÍÅÎØÛÅ).16



üÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ �ÂÒÉÔ×ÏÊ ïËËÁÍÁ� �Ï ÉÍÅÎÉ ÆÉÌÏÓÏÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÇÏ×ÏÒÉÌ,ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔØ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. îÁÓËÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÏÂÒÉÌÂÙ ÓÁÍ ïËËÁÍ, ÓËÁÚÁÔØ ÔÒÕÄÎÏ.íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ × ÂÏÌÅÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÞÉÔÁÔØ ÎÁÄ�ÉÓÉ ÎÁ ËÏÎ×ÅÒÔÁÈ É ÉÝÅÍ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÅÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÏÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉ�. (âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÁÎÏ × ×ÉÄÅÍÁÔÒÉ�Ù ÂÉÔÏ×, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÁË Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.) õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÙÓÑÞ ÏÂÒÁÚ�Ï× |ËÁÒÔÉÎÏË, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÕÌØ ÜÔÏ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Á. ðÏ ÜÔÉÍ ÏÂÒÁÚ�ÁÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÓÌÏ×Ï�ÒÁÚÕÍÎÏÅ�? åÓÌÉ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚ�Ù ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉ�Á, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ×�ÏÌÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ | ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÁÍ ÎÅ �ÒÉÎÅÓÕÔ ÎÏ×ÙÊÏÂÒÁÚÅ�, | ÎÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÌÉÎÎÙÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ �ÒÁ×É-ÌÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ËÏÒÏÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ.ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. òÅÞØ ÉÄ£Ô ÎÅ Ï ÓÁÍ�ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÎÉËÁËÏÇÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ), Á Ï ÍÅÈÁÎÉÚÍÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÂÒÏÓÁÅÍ ÍÏÎÅÔÕ ÔÙÓÑÞÕ ÒÁÚ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ ËÁÞÅÓÔ×ÏÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÇÏ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊÉ ÅÄÉÎÉ�). åÓÌÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ (ÉÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0101010101 : : : ), ÔÏ ÍÙ ÓÏÞÔ£Í, ÞÔÏ ÄÁÔÞÉË �ÌÏÈ. îÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÞÅÍÕ?þÁÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ ÉÓÞÅÚÁÀÝÅ ÍÁÌÁ(ÒÁ×ÎÁ 2−1000), ÅÓÌÉ ÍÏÎÅÔÁ ÞÅÓÔÎÁÑ, É �ÏÔÏÍÕ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÏÔ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÖÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÒÁËÕÅÍ ÄÁÔÞÉË: ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÉÚÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ×ÙÚÏ×ÅÔ Õ ÎÁÓ �ÒÅÔÅÎÚÉÊ Ë ÄÁÔÞÉËÕ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � �ÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ2−1000 | ÔÁË �ÏÞÅÍÕ ÖÅ ÍÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ×ÏÚÍÕÝÁÅÍÓÑ? ÷ Þ£Í ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �? åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÔÕ ÒÁÚÎÉ�Õ× ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÅÍ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÕÓÉÌÅÎ-ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏ-ÓÁÎÉÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ) ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉ�, ÒÁ×ÎÙÊ 1=2.âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ××ÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Á ÍÅÒÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
x ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, 
� = 
.) íÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
x �ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÏÊ 2−l (x).(îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
01, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 01,ÒÁ×ÎÁ 1=4.)äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !0!1!2 : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉ� ×ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌlimn→∞

!0 + !1 + : : :+ !n−1n :çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ17



ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ 1=2. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 010101 : : : (Ó �ÅÒÉÏ-ÄÏÍ 2) ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 011011011 : : : (Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 3) | ÎÅÔ.õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. îÁ�ÏÍÎÉÍ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 ÉÍÅÅÔÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× x0; x1; x2; : : : ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A ⊂ 
x0 ∪ 
x1 ∪ 
x2 ∪ : : :É ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 2−l (x0) + 2−l (x1) + 2−l (x2) + : : :(ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× 
xi ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ".õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Ï ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ,ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ (ÅÓÌÉ�ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 1=2, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÏÓÉÔ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÚÁËÏÎÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (�ÏíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÍÅÒÙ ÎÕÌØ É �ÏÔÏÍÕ ÓÁÍÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÉÎÔÅ-ÒÅÓ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ òÉÈÁÒÄ ÆÏÎ íÉÚÅÓ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ �ÏÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌÅÇÏ �Ï-ÎÅÍÅ�ËÉ Kollektiv) × ÏÓÎÏ×Õ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÅÝ£ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÄÅÉ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ × ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ). ðÏÄÈÏÄ íÉÚÅÓÁ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÏÎ ÓÞÉÔÁÌ ÇÌÁ×ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ�) É ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ × ÇÌÁ×Å 9.îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏËÁ-ÚÁÌÁÓØ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÙ Ï�ÉÛÅÍ Å£ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌØÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÏÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n . �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓËÏ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ�ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏ×Ï xx . ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1960-È ÇÏÄÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ,�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ n 2. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁM , ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x , ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n , ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Ó �ÏÍÏÝØÀ M ) ÄÌÉÔÓÑ ÄÏÌØÛÅ "n 2.éÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ. íÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÚÁ�ÏÍÎÉÔØ (�ÏÍÉÍÏ ÌÅÎÔÙ) ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ Å£ �Ï ÌÅÎÔÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: ÚÁ ÏÄÉÎÛÁÇ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÓÍÅÓÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÎÏÓÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ (ÅÄÉÎÉ�Á ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ: ÂÉÔ · ËÌÅÔËÁ=ÛÁÇ) ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ (�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ). ëÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ n ÔÒÅÂÕÅÔ �ÅÒÅÎÏÓÁ n ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,18



ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÓÌÏ×Å x , ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × n ËÌÅÔÏË, É �ÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏ n 2.üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×�ÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ÷ÉÄÎÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÙÍÉ ÄÌÑ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÇÏÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÁ Ë ÍÁËÓÉÍÕÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë n).íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ × ÇÌÁ×Å 8.ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏÒÏÄÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒ£È ÓÌÏ× É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ:[intro-triple℄2KS (xyz) 6 KS (xy) + KS (xz) + KS (yz) + O(log n)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÓÌÏ× x; y; z ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n .ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ï ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÆÁËÔ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÌÏ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÏÓÑÍÉ OX , OY É OZ ,ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÂß£Í V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ OXY , OXZ ÉOYZ . ðÕÓÔØ Sxy , Sxz É Syz | �ÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÅË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:V 2
6 Sxy · Sxz · Syz :á ×ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G É Å£�ÏÄÇÒÕ�� X , Y É Z Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|X ∩ Y ∩ Z |2 >
|X ∩ Y | · |X ∩ Z | · |Y ∩ Z |

|G |(ÇÄÅ |H | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å H ).�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ�ÏÌÎÏÔÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ ç. þÅÊÔÉÎÕ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 6,ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ç£ÄÅÌÑ Ï ÎÅ�ÏÌÎÏÔÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÉÌÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×) ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ KS (x) > n ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n . (õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ KS (x) > nÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ D ÎÅ ÄÁ£Ô x ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ×ÈÏÄÅ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ; ÅÇÏÌÅÇËÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.)âÕÄÅÍ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ É ÉÓËÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÊ ×ÉÄÁ KS (x) > n (ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÏ× x É ÞÉÓÅÌ n). îÁÊÄÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÍÙÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏ×Ï × Î£Í ÚÎÁÞÅÎÉÅ n (ÞÅÍ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ). åÓÌÉ n �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÅÖ-ÎÉÊ ÒÅËÏÒÄ, ÔÏ ÍÙ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÅËÏÒÄÏ× ÜÔÏ n É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ xn .�Å�ÅÒØ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. ìÉÂÏ ÔÁÂÌÉ�Á ÒÅËÏÒÄÏ× ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÎÁ-ÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÏ×ÙÈ ÒÅËÏÒÄÏ× ÎÅ ÂÕÄÅÔ É ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ KS (X ) > NÔÁË É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅ×ÚÏÊÄ£ÎÎÙÍ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÌÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÁÉÍÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ KS (x) > n �ÒÉ n > N , Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÙÍÉ.(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÔÁËÉÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, É ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ.) 19



÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× x0; x1; x2 : : : É ÞÉÓÅÌn0 < n1 < n2 < : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÕÅÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ KS (xi ) > ni . íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÕÅÍÙ ÌÉÛØ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ KS (xi ) > ni .÷ÙÂÒÏÓÉ× ÉÚ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ ÓÌÏ×, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ xi ÒÁÚÌÉÞÎÙ(ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË ni → ∞ �ÒÉ i → ∞).ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ k(xi ) = ni , ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊÏ�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.
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1. ðÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ1.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á[simpledf℄îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÄÁÎÎÏÅ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ×ÁÒÉ-ÁÎÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ × ÓÔÁÔØÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á [24℄. þÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÉÔØÅÇÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ, ÉÌÉ ÏÂÙËÎÏ-×ÅÎÎÏÊ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. äÒÕÇÉÅ ×ÉÄÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ)ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÇÌÁ×Ù 4, ÔÁË ÞÔÏ �ÏËÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÕÔÏÞÎÑÀÝÅÇÏ Ü�ÉÔÅÔÁ), ÎÅ Ï�ÁÓÁÑÓØ �ÕÔÁÎÉ�Ù.ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÌÉ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏÍ, ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× � × ÓÅÂÑ. (÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ D ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÓÌÏ×ÁÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D É ÔÏÌØËÏ Ë ÎÉÍ; ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ë ÓÌÏ×Õ x ÅÓÔØ D(x).)åÓÌÉ D(y) = x , ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x �ÒÉ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D .äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ Ó�Ï-ÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, �ÏÌÁÇÁÑ Å£ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ:KS D(x) = min{l (y)|D(y) = x}:ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ +∞.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D1 ÎÅ ÈÕÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D2, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ KS D1(x) 6 KS D2(x) +  ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x . (ëÒÁÔËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ: KS D1(x) 6KS D2(x) + O(1).)ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�É-ÓÁÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { óÏÌÏÍÏÎÏ×Á (Ó. 9) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅÓ�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (�ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÁË.÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ U | ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ: U (p; x) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ x (�ÒÏÇÒÁÍÍÁ É ×ÈÏÄ |Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á). äÁÌÅÅ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍD(p̂x) = U (p; x);ÇÄÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p 7→ p̂ ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï ÓÌÏ×Õ p̂ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØp, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ p̂ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏ×Ï p̂ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Áq̂ �ÒÉ p 6= q , É ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ D ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.) �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ D ′ ÉÍÅÅÍ KS D ′(x) 6 KS D(x) + l (p̂);ÇÄÅ p | �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ y ÅÓÔØÏ�ÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′, ÔÏ p̂y ÅÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D .)íÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ KS (x) (ÂÅÚ ÉÎÄÅËÓÁ).óÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ (�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x) 6 l (x) + O(1) (Ó. 11).21



óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÓÏ Ó�ÏÓÏÂÏÍ y 7→ A(D(y)), ÇÄÅ A | �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ KS (A(x)) 6 KS (x) + O(1) (ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ, Ó. 11).ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×, ÎÏ É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÄÒÕÇÉÈ �ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×� (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÒÁÆÏ×, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ËÏÎÅÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ× É Ô. �.) | ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ.ðÏÑÓÎÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ | �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ É ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Ä×ÏÉÞ-ÎÙÅ ÓÌÏ×Á �ÏÄÒÑÄ (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ É × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÄÌÑ ÓÌÏ×ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ): �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; 001; 010; 011; 100; : : :É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ (× ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; 2; 3; : : : (ÔÁËÏÅ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ). îÁËÏÎÅ�, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ n ÅÄÉÎÉ�. �ÁË×ÏÔ, ËÁËÏÊ ÂÙ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÎÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ × ÄÒÕÇÕÀ,Á �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÍ ÎÅ ÓÔÒÁÛÅÎ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ log n + O(1), É�ÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log n + O(1).äÒÕÇÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ: �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù × ËÏÎ�Å ÓÌÏ×ÁÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎË�ÉÉ x 7→ x0, x 7→ x1,Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÁÌÑÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÂÉÔ ÓÌÏ×Á, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÉÔÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÏ×Á. îÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÂÉÔÁ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ KS (n) + O(1) 6log n +O(1). (ðÏÄ log ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ.) úÁÍÅÎÉ× k -Ê ÎÕÌØÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ (�ÒÉ k = 1; 2; : : : ; 2n ), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n . (ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 14, ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ nÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n É �ÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ 2n .)ðÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS (n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ �Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ìÉ�ÛÉ�Á� (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ |KS (m) − KS (n)| 6  |m − n |ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n).1 äÏËÁÖÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: |KS (m)−KS (n)| 6 |m−n |+ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ m; n ∈ N) É ÄÁÖÅ |KS (m)− KS (n)| 6 2 log |m − n |+  (�ÒÉ m 6= n).÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× x Ó KS (x) < n ÍÅÎØÛÅ 2n . úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ (ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÂÙÞÎÏ). îÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ22



ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × Î£Í ÎÅÑ×ÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ: ÅÓÌÉÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 2n , ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÕÄÕÔ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏ×Á!2 [distribution-plain-omplexity℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ nÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2n− É 2n (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É ×ÓÅÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ: Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ 2nÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, Á ÎÉÖÎÑÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ KS (x) 6 l (x) +  �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É�ÏÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n −  ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n .℄ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏ×ÎÏ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n , ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏÍÅÎØÛÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ×Ï×ÓÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ:ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÄÏÂÁ×É× 0 ÉÌÉ 11 ËÏ ×ÓÅÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍ É ÓÄÅÌÁ×ÉÈ ÄÌÉÎÕ Þ£ÔÎÏÊ.℄3 [average-plain-omplexity℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÏ n +O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÑÄ ∑ k=2k ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÄÏÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ,ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ n − k , ÒÁ×ÎÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2−k .℄ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÔÅÍÕ (Ó×ÑÚØ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á), ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ×ÁÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 7. [simple-upper℄ (Á) íÎÏÖÅÓÔ×Á Sn = {x | KS (x) < n} ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÉÞ£Í |Sn | < 2n �ÒÉ ×ÓÅÈ n . (úÄÅÓØ
|Sn | | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Sn .)(Â) åÓÌÉ Vn (n = 0; 1; 2; : : : ) | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÉÞ£Í |Vn | < 2n �ÒÉ ×ÓÅÈ n , ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ , ÞÔÏ KS (x) < n +  ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Vn .ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. çÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÓÌÏ×, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×) �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (�ÒÏÇÒÁÍÍÁ,�ÅÞÁÔÁÀÝÁÑ ÉÈ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÒÕÇÉÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ó �ÅÒÅÒÙ×ÁÍÉ, É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ).ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ (ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÔØ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑÜÌÅÍÅÎÔÙ.) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÍÏÖÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ�ÅÞÁÔÁÔØ (ÈÏÔÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ ÎÅ ÕÚÎÁÅÔ, ÎÁÓÔÕ�ÉÌ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÉÌÉ ÎÅÔ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ √2 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑÒÏ×ÎÏ n ÄÅ×ÑÔÏË �ÏÄÒÑÄ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ðÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁËÏ×: ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ √2, ËÁË ÔÏÌØËÏ ×ÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ ÇÒÕ��Á ÉÚ n ÄÅ×ÑÔÏË �ÏÄÒÑÄ,ÏËÒÕÖ£ÎÎÁÑ ÎÅ-ÄÅ×ÑÔËÁÍÉ, �ÅÞÁÔÁÅÍ n É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÁÂÏÔÕ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× Vn ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ {〈n; x〉 | x ∈ Vn}�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. üÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÞÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ× Vn . åÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÏÔÂÉÒÁÅÍ�ÁÒÙ Ó ÄÁÎÎÙÍ �ÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ), ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vn ËÏÎÅÞÎÙ (ËÁË Õ ÎÁÓ), ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. (íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �Ï n ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ Vn .) ï �ÏÎÑÔÉÉ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [79℄. 23



⊳ ÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ {〈n; x 〉 | x ∈ Sn} =
{〈n; x〉 | KS (x) < n} (�ÅÒ×ÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ �ÁÒ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÔÏÒÙÍÉ |Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ,ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KS . âÕÄÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁ�ÕÓËÁÔØ D ÎÁ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ×ÁÈ, ÄÅÌÁÑ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅ ÛÁÇÏ× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏ×Å É ×Ï×ÌÅËÁÑ ×Ó£ ÎÏ×ÙÅ É ÎÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á.(îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ k -Í ÜÔÁ�Å ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ �Ï k ÛÁÇÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÅÒ×ÙÈ k Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ×.) ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏ×ÏÄÉÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, É ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏD(y) = x , �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÄÁ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄ �ÁÒÕ 〈l (y) + 1; x 〉 (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÍÅÎØÛÅ l (y) + 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅy). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ×ÙÄÁ£Ô �ÁÒÙ 〈l (y)+2; x〉; 〈l (y)+3; x〉 : : : (ÞÅÒÅÄÕÑ ÉÈ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ �ÁÒÁÍÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÁÔØ).äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ×Ó£ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÏÊKS (x) < n ⇔ ∃y (l (y) < n ∧D(y) = x)(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÇÒÁÆÉË ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ D �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍ, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É �ÒÏÅË�ÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ).âÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Vn , �ÒÉÞ£Í |Vn | < 2n . ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ DVÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÒÅÚÅÒ×ÉÒÕÅÍ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vn .éÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ k -Å × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ k -ÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vn (× �ÏÒÑÄËÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vn �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ).ðÏÓËÏÌØËÕ |Vn | < 2n , ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n È×ÁÔÉÔ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉ �Ï×ÔÏÒÎÏÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÏ-×Á × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÙ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÎÏ×ÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó�ÏÓÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÑ DV ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ DV (y), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ �Ï-ÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏ×Á y ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ l (y). ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ k . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙÚÁ�ÕÓËÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈n; x 〉, Õ ËÏÔÏÒÙÈ x ∈ Vn , É ÏÖÉÄÁÅÍ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒ, �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ l (y). ÷ÔÏÒÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÉÚ ÎÉÈ É ÂÕÄÅÔ DV (y).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ KS DV (x) 6 n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Vn . óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ DV ÓÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ  , ÞÔÏ KS (x) < n +  ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Vn .�ÅÏÒÅÍÁ 7 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲éÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ÏÎÁ ÇÏ×Ï-ÒÉÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÏÂßÅËÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÁÌÏ� (ÍÅÎØÛÅ 2i ) É �ÏÂßÅËÔÙ ÜÔÏÇÏ×ÉÄÁ �ÒÏÓÔÙ� (ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ i ) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á É ÉÚÍÅÒÑÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (Á ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ).üÔÕ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f (x) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÔÁËÖÅÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ +∞. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ Ó×ÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 〈x; k〉 7→ F (x; k), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x É ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F (x; 0) > F (x; 1) > F (x; 2) > : : :É f (x) = limk→∞

F (x; k):24



�ÒÉ ×ÓÅÈ x . úÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ F ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É +∞. îÁÛÉÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x; k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊÄÌÑ f (x). üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ k . ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÎÏ ËÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÚÎÁÔØ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ).÷ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ.îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gf = {〈x; n〉 | f (x) < n};ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÏÇÄÁ �ÎÁÄÇÒÁÆÉËÏÍ� ÆÕÎË�ÉÉ f , �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏÓÔÒÁÎÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ��ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó×ÅÒÈÕ�.)õÂÅÄÉÍÓÑ × ÜÔÏÍ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ É F | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÄ×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÔÏ f (x) < n ⇔ ∃k F (x; k) < n:ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ F (x; k) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É k , ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Gf . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gf , ÔÏ F (x; k) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØËÁË ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ f , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ �ÏÓÌÅ k ÛÁÇÏ× �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gf . (÷ ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ f (x) < n ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É n , ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÁÑ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f (x) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x ;ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ F (x; k) = +∞.)�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 7 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 8. [simple-upper-reformulated℄ (Á) æÕÎË�ÉÑ KS �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ, �ÒÉÞ£Í
|{x | KS (x) < n}| < 2n �ÒÉ ×ÓÅÈ n .(Â) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ KS ′ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ É |{x | KS ′(x) < n}| < 2n �ÒÉ ×ÓÅÈ n , ÔÏÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ , ÞÔÏ KS (x) < KS ′(x) +  ÄÌÑ ×ÓÅÈ x .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ (Â) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ Ï�ÅÎËÕ É ÎÁ�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ |{x |KS ′(x) < n}| = O(2n ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ (Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÀ K , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |{x | K (x) < n}| =O(2n).íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÛÁÇ É ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÉ× ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ �ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 9. [simple-axiom℄ ðÕÓÔØ K | ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ:(Á) K �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ; [ÁËÓÉÏÍÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ℄(Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ A, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÄ×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï K (A(x)) 6 K (x)+  �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É ×ÓÅÈ x ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ; [ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ℄(×) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K (x) < n , ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2n−1 É 2n+2 �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ 1; 2 É �ÒÉ ×ÓÅÈ n ; [ÁËÓÉÏÍÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ËÉ℄�ÏÇÄÁ K (x) = KS (x) + O(1) (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ K (x) É KS (x) ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ x). 25



⊳ ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x) 6 K (x) +O(1). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏK (x) 6 KS (x) + O(1).ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  É ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ : : :(ÇÏ×ÏÒÑ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó�ÉÓËÏÍ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×), × ËÏÔÏÒÏÊ Mi ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2i ÓÌÏ× É K (x) 6 i +  ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ Mi(�ÒÉ ÌÀÂÏÍ i ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï (×) ÆÕÎË�ÉÉ K ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ai = {x |K (x) < i + } ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2i ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ i ). ó×ÏÊÓÔ×Ï(Á) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×). åÓÌÉ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ai ÔÏÌØËÏ 2i ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÅÒ×ÙÍÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bi , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2i ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÉÓÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �Ï i (ÄÏÖÄÁ×-ÛÉÓØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ 2i ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ai | ÎÁÛÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô). ðÒÁ×ÄÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØÓ ÒÏÓÔÏÍ i , ÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× Mi ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ. éÍÅÎÎÏ, M0 �ÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×-ÎÙÍ B0, Á Mi+1 ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Mi Ó 2i ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Bi+1, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ × Mi . ìÅÍÍÁ 1ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ K (x) 6 l (x) +  ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, l (x) | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Mi ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ A, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Mi É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔMi+1 \Mi ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ i . (÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Mi+1 \Mi ËÁË ÒÁÚ 2i ÓÌÏ×, ÔÁË ÞÔÏÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ i .) ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (Â) ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏK (A(y)) 6 K (y)+ ′ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  ′ É ×ÓÅÈ x . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ y ∈ Mi+1 \Mi ,ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ K (x) < i +  ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ i (�ÒÉ ×ÓÅÈ i É �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  ,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍ ÏÔ i ). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ K (x) = K (D(p)) 6K (p) + O(1) 6 l (p) + O(1) = KS (x) + O(1). (�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ä×ÁÖÄÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (Â): ÏÄÉÎ ÒÁÚ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 2 É ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑÅÇÏ Ë ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ D .) ⊲4 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á × ÞÅÔÙÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÏÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ (ÓËÁÖÅÍ, ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÉÆÒ 0; 1; 2; 3), ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÉÚÍÅÒÑÅÍÁÑËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÏÂÙÞÎÏÊ.5 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ n -ÂÕË×ÅÎ-ÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.6 [omplexity-bound℄ ðÕÓÔØ f : N → N | ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÉÞ£Í lim inf f (n +1)=f (n) > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ An | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÉÞ£Í ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × An ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔf (n) �ÒÉ ×ÓÅÈ n , ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ KS (x) 6 log f (n) +  ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ An . 26



7 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÌÏ×Ï y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (y) 6 n − log n +  . [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ èÅÍÍÉÎÇÁ |ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁÚÍÅÒÏÍ k×(2k −1), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ 2k −1 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÉËÁÖÄÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉ�Õ. üÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ B = {0; 1}ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B2k−1 × Bk , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: × ÌÀÂÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ ÄÌÉÎÙ 2k−1 ÍÏÖÎÏÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ É �Ï�ÁÓÔØ × ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÏ×Ï y ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØÉÚ ÑÄÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ n = 2k − 1, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. åÓÌÉÞÉÓÌÏ n ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄÁ 2k − 1, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ÞÁÓÔÉ x ′ ÓÌÏ×Á x , ÉÍÅÀÝÅÊÕÄÏÂÎÕÀ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ) ÄÌÉÎÕ.℄1.2. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á[simpleal℄ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÆÕÎË�ÉÑ KS Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ Ó×ÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÉ ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË (ÔÅÏÒÅÍÁ 6, Ó. 15).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ (ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉÂÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÂÙÌ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î, ÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØKS D(x), �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅ�ÒÏÂÏ×Á× ×ÓÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ (ÄÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ).ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ �ÁÒÁÄÏËÓ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉÎÁÌÉÞÉÅ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ, Ñ×ÎÏ ÎÅ×ÙÇÏÄÎÏ. åÓÌÉ D(y) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D ′(y) ÒÁ×ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÌÏ×Õ z(Á × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ D ′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó D). ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ D ÎÁ D ′ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á z ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØ-ÛÉÔØÓÑ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î!æÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÔÕÔ ÎÅÔ (ÔÁËÏÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ,ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË), ÎÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÜÔÏÌÀÂÏ�ÙÔÎÏ (ÅÇÏ ÓÄÅÌÁÌ à.é.íÁÎÉÎ × Ó×ÏÅÊ ËÎÉÖËÅ �÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ É ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ� [45℄ |ÔÏÊ ÓÁÍÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÔÏÇÏ,ËÁË ÉÈ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ).úÁÏÄÎÏ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. (íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ×ÙÑÓÎÑÅÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.) ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÑÓÎÑÀÝÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ D(x) ÉÌÉ ÎÅÔ, ÔÏD ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ(�ÏÌÏÖÉ×, ÓËÁÖÅÍ D(x) = 0 ÄÌÑ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ D(x) ÂÙÌÏ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÜÔÏ | �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [79℄).÷ÏÏÂÝÅ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | Ï �ÒÏÓÔÏÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏ× É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ.27



ðÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏ×Á É �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁóÌÏ×Ï ��ÒÏÓÔÙÅ� × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉË ÓÌÏ×ÁÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ. çÏ×ÏÒÑ Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÓÌÏ×Á ÍÁÌÏÊ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÏÎÑÔÉÅ ÖÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ,××ÅÄÅÎÏ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÌÏÇÉËÏÍ üÍÉÌÅÍ ðÏÓÔÏÍ É ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. (�ÒÕÄÎÏ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÂÙÌ ×ÙÂÒÁÎ ÔÁËÏÊ ÔÅÒÍÉÎ.)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ (× ÓÍÙÓÌÅ ðÏÓÔÁ), ÅÓÌÉÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï x ��ÒÏÓÔÙÍ�, ÅÓÌÉ KS (x) < l (x)=2.�ÅÏÒÅÍÁ 10. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ��ÒÏÓÔÙÈ� ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ÓÍÙÓÌÅ ðÏÓÔÁ.
⊳ íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ×ÓÅÈ ��ÒÏÓÔÙÈ� ÓÌÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ KS ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÓ×ÅÒÈÕ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÓÍÏÖÅÍÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÌÀÂÏÅ ��ÒÏÓÔÏÅ� ÓÌÏ×Ï).ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ n=2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ��ÒÏÓÔÙÅ� ÓÌÏ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ (ÎÉÞÔÏÖÎÏÅ) ÍÅÎØÛÉÎÓÔ×Ï, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï?îÅÔ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ KSÉÍÅÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ t , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C , �ÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï tÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ 2t . �ÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ t , ÉÎÁÞÅ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ��ÒÏÓÔÙÍ�. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ t ÒÁÚÌÉÞÎÙ(ÏÔÂÒÁËÏ×Ù×ÁÑ ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á). �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ t ÎÁ ÓÌÏ×Å t , ÂÕÄÅÔ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ KS , Á ÔÁËÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 6(Ó. 15). ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÒÁÎÉ�Á l (x)=2 ×ÙÂÒÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ: Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï ��ÒÏÓÔÙÍ�, ÅÓÌÉ KS (x) < l (x)− 1 (ÉÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, KS (x) <log log l (x)).óÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛ�ÉÈ ÞÉÓÅÌâÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (m) ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m , ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÑ ËÁÖÄÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï Ó ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ KS (m)�ÒÉ m → ∞ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÏ-ÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ  . îÏ ÜÔÏ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ: ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÕËÁÚÙ×ÁÌ ÂÙ ÔÏ N , ÎÁÞÉÎÁÑ ÓËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ n . (íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÜÔÏÍ, ËÏÇÄÁÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÑ KS , ÓÍ. Ó. 15.)÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ KS Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ�ÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀB (n) = max{m ∈ N | KS (m) 6 n}28



mKS (m)n − 1 B (n − 1)n B (n) = B (n + 1)n + 1
òÉÓ. 1. ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ B : × ÔÏÞËÅ m = B (n − 1) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ KS ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ n − 1 (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á), Á ×ÓÀÄÕ �ÒÁ×ÅÅ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ n − 1.÷ ÔÏÞËÅ m = B (n) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ KS ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n (�ÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á), Á�ÒÁ×ÅÅ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ n (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ n +1, É �ÏÜÔÏÍÕB (n + 1) = B (n)). ðÒÉ m ∈ (B (n − 1);B (n)℄ ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS >(m) ÒÁ×ÎÏ n .(ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n). üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ�ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ� KS (m) → ∞ �ÒÉ m → ∞, �ÏÓËÏÌØËÕ K (x) > n �ÒÉ x > B (n).(æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ KS (m) > n �ÒÉ ÌÀÂÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ B (n) = −1.)æÕÎË�ÉÀ B ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÆÕÎË�ÉÉ KS >(N ) =min{KS (m) | m > N }. æÕÎË�ÉÑ KS > ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÒÁÓÔ£Ô, �ÒÉÎÉÍÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n ÎÁ ÕÞÁÓÔ-ËÅ (B (n − 1);B (n)℄.íÅÄÌÅÎÎÙÊ ÒÏÓÔ KS > ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÙÓÔÒÏÍÕ ÒÏÓÔÕ ÆÕÎË�ÉÉ B . ï ÂÙÓÔÒÏÔÅ ÒÏÓÔÁ BÇÏ×ÏÒÉÔ ÔÁËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ-ÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ B (n) > f (n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n , ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ f (n) ÂÙÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n . çÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÌÉÛØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f (n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏB (n) > f (n).)

⊳ áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, �ÏÜÔÏÍÕKS (f (n)) 6 KS (n) + O(1) 6 log n + ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f (n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f (n) >B (n) ×ÌÅÞ£Ô KS (f (n)) > n (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ B ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈÚÎÁÞÅÎÉÊ n ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Án < KS (f (n)) 6 log n + ;ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n . ⊲ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ B (n) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: �ÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�É-ÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ B (n) ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅD ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n :B (n) = max{D(x) | l (x) 6 n}:29



îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÌÏ×Á Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉD Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÒÁ×ÎÙÍ −1.íÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ D ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÀÂÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ d , ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀB d (n) = max{d (x) | l (x) 6 n É d (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ}:òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÑ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 12. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ d ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏB d (n) 6 B (n + )�ÒÉ ×ÓÅÈ n .
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ d (x) ÎÁ ÓÌÏ×Å x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ n +  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  , �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ dÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, Á KS (x) 6 n +O(1). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,d (x) | ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n + , É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ⊲üÔÏ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁÍ �ÏÌÅÚÎÙÍ × ÔÁËÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÕÓÔØM | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÕÍÅÅÍ ÒÅÛÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÌÑ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ M É ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ×, ÅÓÌÉ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ×ÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ x ÉÚ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ M ÎÁ x ÉÌÉ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁÓØ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ) ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.îÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÄÌÑ ÓÌÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. éÔÁË, �ÕÓÔØÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ t(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁM ÎÁ ÓÌÏ×Å x . (åÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ x , ÔÏ t(x) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ,ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ t ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M .) �ÏÇÄÁB t(n) ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . úÎÁÑÞÉÓÌÏ B t (n) ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÌÑÍÁÛÉÎÙ M É ÌÀÂÏÇÏ ×ÈÏÄÁ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n : ÎÁÄÏ �ÏÄÏÖÄÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ; ÅÓÌÉÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÓÑ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÉËÏÇÄÁ.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, B t (n) 6 B (n+) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ M ), É ÚÎÁÑ B (n+)ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÙ M É ×ÈÏÄÏ×ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 13. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  É ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ�Ï ÌÀÂÏÍÕ n É �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÞÉÓÌÕ t > B (n + ) ×ÙÄÁ£Ô Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅn , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÕÀ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ B (n + ). 30



åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å M ×ÚÑÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ D , ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ: ÚÎÁÑ n É ÕÍÅÑ ÒÅÛÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ D ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÍÙ ÍÏÖÅÍÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ B (n). úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ(�ÏÍÉÍÏ n) ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÔÁËÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ D ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÄÏËÁÚÁ× ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 14. ðÕÓÔØ BB (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . �ÏÇÄÁBB (n) 6 B (n + ) É B (n) 6 BB (n + )ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ×ÓÅÈ n .
⊳ þÉÓÌÏ BB (n) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ�Ï n É ÓÁÍÏÍÕ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ n +1, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÌÏ×Å 0 : : : 01x (× ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÑÔn − l (x) ÎÕÌÅÊ). ðÏÜÔÏÍÕ BB (n) 6 B (n + ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ×ÓÅÈ n .ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÌÀÂÏÍÕ t > BB (n) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ n , ÅÓÌÉ ÚÎÁÔØ ÅÝ£ É n (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄÏÖÄÁ× t ÛÁÇÏ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , Á ÚÁÔÅÍ ×ÚÑÔØ �ÅÒ-×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ �Ï�Á×ÛÅÅ × ÉÈ ÞÉÓÌÏ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏKS (t) ÂÉÔÏ× �ÌÀÓ 2 log n ÂÉÔÏ× ÄÌÑ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ n , Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ �Ï�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÅ n .ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ t > BB (n) ÉÍÅÅÍ KS (t) > n − 2 log n − O(1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏBB (n) > B (n − 2 log n − ). (üÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.)�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ n�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ t > BB (n) ÎÁÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÁÍÏ n , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎ-ËÕ n ′ ÄÌÑ ÎÅÇÏ, ÓÄÅÌÁÔØ t ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ′,Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÏ×Ï, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ×ÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n) (Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ t , ÂÏÌØÛÅÅ BB (n)) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ n , �ÏÓËÏÌØËÕ B (n − 2 log n − ) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÏÌØÛÅ n . �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÌÀÂÏÍÕ t > BB (n) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ÓÌÏ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ n ,�ÏÜÔÏÍÕ É ÓÁÍÏ t ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n −O(1). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ BB (n) > B (n −O(1)), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÀ B ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÄÏÂÁ×ËÉ× ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ) ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË �×ÒÅÍÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÁÍÏÇÏ ÔÒÕÄÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÄÌÉÎÙ. òÏÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÑ×ÌÑÌÁÓØ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÏÄ ÉÍÅÎÅÍBusy Beaver funtion (�ÔÒÕÄÏÌÀÂÉ×ÙÅ ÂÏÂÒÙ�) | ÔÁÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÍÁ-ÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ (ÅÄÉÎÉ�Á É �ÒÏÂÅÌ), ËÏÔÏÒÁÑÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÕÓÔÏÍ ×ÈÏÄÅ, ÎÁ�ÅÞÁÔÁ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� (ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÄÒÑÄ).÷ÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× (Á ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ n) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÌÑ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n):(a) Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ;31



(Â) ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×;(×) ÚÎÁÞÅÎÉÅ B (n);(Ç) ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n);(Ä) Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ(��ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ� Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n);(Å) ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×;(£) ÓÁÍÙÊ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏÍ ×ÈÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ;(Ö) ÔÁÂÌÉ�Á Tn , × ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ n ;(Ú) �ÅÒ×ÏÅ × ÓÌÏ×ÁÒÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÌÏ×Ï n ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n (ÎÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n).âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 15. [quasi-omega-words℄ ÷ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n +O(1) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: �ÕÓÔØ Xn É Yn | ÏÂßÅË-ÔÙ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ �ÕÎËÔÁÈ ÉÚ ÞÉÓÌÁ (Á){(Ú). �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �Ï Xn É n ÎÁÊÔÉ Yn− .
⊳ ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÂßÅËÔÏ× (Ç), (Ä), (Å) É (£). úÎÁÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÎÉÈ É ÞÉÓÌÏ n , ÍÏÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ×ÓÅÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑÈÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÔÏ ÅÓÔØ ×Ù�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ Ó�ÉÓÏË (Ä), ÍÙ �ÒÏÓÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ËÏ ×ÓÅÍ ×ÈÏÄÁÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ (ÚÎÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ).úÎÁÑ (Ç), ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ËÏ ×ÓÅÍ ×ÈÏÄÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÎÏÄÁ£Í ÅÍÕ �ÒÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ BB (n) ÛÁÇÏ× (ÂÕÄÕÞÉ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×É×ÛÉÅÓÑÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ). úÎÁÑ ÓÁÍÙÊ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÊ ×ÈÏÄÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÍÕ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ É ÎÁÈÏÄÉÍ BB (n), ÁÄÁÌØÛÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁËÏÎÅ�, ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÅÇÏ ËÏ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÂÅÒ£Í ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× (ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÁÔÓÑ ÎÉËÏÇÄÁ).ïÂÒÁÔÎÏ, ÚÎÁÑ n É �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ×ÓÅÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅÂÏÌÅÅ n , ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× (Ç), (Ä), (Å) É (£), Á ÔÁËÖÅ, ×�ÒÏÞÅÍ, É ÏÂßÅËÔÙ (Á){(×). ðÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ (�ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (Ç) { (£) ×ÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (Á) { (×) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (Ç) { (£). úÎÁÑÓ�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÞÉÓÌÏ (�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (Á) Ë (Â)).ðÅÒÅÊÔÉ ÏÔ (Â) Ë (Á) ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ: ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n (É ÚÎÁÑÓÁÍÏ n), ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, É �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÈ Ó�ÉÓÏË (× ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÉ× (×)), ÎÏ ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ÂÕÄÅÔ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ32



ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÏÔ (Ç) �ÅÒÅÊÔÉ Ë (Á), ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÊÔÉÏÔ (×) Ë (Ç), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ B (n) Ë BB (n) (Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ O(1)). ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏÔ�ÅÒÅÈÏÄ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑ. úÎÁÑ B (n), ÍÙ ÚÎÁÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ BB (n − ), É ÏÓÔÁ£ÔÓÑÌÉÛØ �ÏÄÏÖÄÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n −  , ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n − ). éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× (Á) { (£).úÎÁÑ (Á) { (£), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ (Ö) ÄÌÑ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n | ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÇÏ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ  , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KS (x) 6 l (x) +  �ÒÉ ×ÓÅÈ x . ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÏÔ (Ö) ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÊÔÉ Ë (Ú). ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÏÔ (Ú) �ÅÒÅÊÔÉ Ë (Ç). ëÁË, ÚÎÁÑ �ÅÒ×ÏÅ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ ÓÌÏ×Ï n ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÎÁÊÔÉ BB (n −O(1)) ÉÌÉ ÈÏÔÑÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ BB (n − O(1))? üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÎÁÑ n (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÎÁÑ n), ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ nÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎÅÅ n ; ÒÁÚ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÍÙ ÉÈ ÎÁÊÄ£Í (�ÕÓÔØÄÁÖÅ É ÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ). îÁÊÄÑ ÉÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ÜÔÉÈ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ) Ï�ÉÓÁÎÉÑÈ; �ÕÓÔØ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÂÕÄÅÔ T . íÙ ÈÏÔÉÍÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T > BB (n−Ó) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  , ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n . äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ  ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ T 6 BB (n−Ó). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÅ ÄÏÌÇÏÉÇÒÁÀÝÅÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n −  É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n −  − d ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. úÎÁÑ ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅÉ  + d , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ n É BB (n − Ó). üÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉÓÌÏ×Ï n , �ÏÓËÏÌØËÕ n ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÌÅ BB (n − Ó)ÛÁÇÏ× ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÒÏÞÅ n . ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÌÏ×Ï n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÍÅÎÅÅ n , �ÏÜÔÏÍÕ n 6 KS (n ) 6 (n −  −d )+2 log( + d )+O(1). úÎÁÞÉÔ ( + d ) = O(1).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂßÅËÔÏ× (Á){(Ö) (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ). äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ n+O(1). ðÕÓÔØ Xn |ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, Xn ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï n+ É n (ÞÉÓÌÏ n ÒÁ×ÎÏl (n+)−  É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÕÝÅÎÏ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, KS (Xn) 6 KS (n+) +O(1) 6n + O(1).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÕÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Xn ÒÁ×ÎÁ n − d . óÌÏ×Ï n− �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n− É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ �Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ Xn ÄÌÉÎÙ n−dÉ �Ï d (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ n , ÓÌÏÖÉ× ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ Ó d ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, n −  6 KS (n−) 6 (n − d ) + 2 log d + O(1), ÔÏ ÅÓÔØd 6 2 log d +  + O(1) É d = O(1). ⊲ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÎÅÊ ÏÂßÅËÔÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÅÇÏ×ÙÂÏÒÁ). üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:8 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ × ÒÁÚÎÙÈ�ÕÎËÔÁÈ (Á){(Ö) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÙ.9 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ O(log n), ÅÓÌÉÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÕÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ.íÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  É ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÓÌÏ×Õ n ÒÅÛÁÅÔ�ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n −  .üÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ �ÏÒÁËÕÌ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÏ×Ï n , ÔÏÓ ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ33



ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ� ÓÌÏ× (ÔÅÈ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x) > l (x)): ÕÍÅÑ�ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔØ ÓÌÏ×Á, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ n �ÅÒÅÂÏÒÏÍ.ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈÓÌÏ×. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ë �ÎÁÄÇÒÁÆÉËÕ� ÆÕÎË�ÉÉ KS ,ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {〈x; k〉 | KS (x) < k}. ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÎÙÍ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ë ÎÅÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï�ØÀÒÉÎÇÕ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ).10 ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ (ÈÏÔØ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ) ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÁËÕÌÕÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {〈x; k〉 | KS (x) < k}, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .11 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f (B (n)) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï B (n + ) > f (B (n)). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÞÉÓÌÏ f (B (n)) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ ÂÏÌØÛÅ n + O(1).℄12 çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ r -ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ [59℄, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó U , ÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ U ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÔÏÅÓÔØ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ V É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó U .(Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ KS , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ {〈x; k〉 | KS (x) < k},Ñ×ÌÑÅÔÓÑ r -ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆÉË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ V , ÔÏ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÁÒ ÉÚ V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÉÎÁÞÅ ÍÙ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ KS . úÎÁÞÉÔ, V �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÓÅ, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄÇÒÁÆÉËÁ Ó ÜÔÏÊ �ÏÌÏÓÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ.℄(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U1 m -Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U2 (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ U1 = f −1(U2)) É U2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ r -ÏÔÄÅ-ÌÉÍÙÍ, ÔÏ U1 ÔÁËÖÅ r -ÏÔÄÅÌÉÍÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ V ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U1,ÔÏ f (V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó U2. åÓÌÉ R ÏÔÄÅÌÑÅÔf (V ) ÏÔ U2, ÔÏ f −1(R ) ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÍ V ÏÔ U1.℄(×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ r -ÏÔ-ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ m -Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÁÄÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ KS . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m -�ÏÌÎÙÍ (ÎÁÄÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ KS ).[úÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ðÏÓÉ�ÅÌØÓËÏÇÏ, íÕÞÎÉËÁ, Downey, Merkle ÉÄÒÕÇÉÈ, ÌÉÂÏ × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÌÁ×Å, ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÏ ÓÓÙÌËÉ ËÕÄÁ-ÎÉÂÕÄØ | ÅÓÌÉ ÎÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÕÀÇÌÁ×Õ ÎÅÔ ÎÁÄÅÖÄÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ!!!℄�ÅÏÒÅÍÁ 15 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÏÔÞÁÓÔÉ �ÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏ: ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÄÕÍÁÔØ,ÞÔÏ ×ÓÅ �ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ� ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n (ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ n) ÂÏÌÅÅ ÉÌÉÍÅÎÅÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù (ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÄÅÌÑÌÏÓØ ÞÅÍ-ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÕ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ËÏÒÏÞÅ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÏ×Ï ÂÙÌÏ ÂÙÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï n , ËÁËÖÅ ÔÁË? òÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÄÏËÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏÓÌÏ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ, ÎÏ ÌÉÛØ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0′.34



íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ ÅÝ£ Ë ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÞÉÓÌÅ 
 × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.7, ÁÔÁËÖÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 16.3, ÇÏ×ÏÒÑ Ï Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑÈ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ × ÎÅÊÓÍÙÓÌÅ (�ÒÏÓÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ), ÎÏ �Ï ÄÌÉÎÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ: ÏÔÄÌÉÎÙ n × �ÕÎËÔÁÈ (Â), (Å), (£) É (Ú) ÄÏ ÄÌÉÎÙ logB (n) × �ÕÎËÔÅ (×).
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2. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[onditional℄2.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ[onditp℄íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÓÌÏ×, ÎÏ É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. óÅÊÞÁÓ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ (Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ) �ÁÒÙ ÓÌÏ×. ðÁÒÕ ÓÌÏ× x; y ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×ÏÍ [x; y ℄ = x01y ,ÇÄÅ x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï x Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ, ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ É ÞÔÏÂÙ [x; y ℄ 6= [x ′; y ′℄, ÅÓÌÉ x 6= x ′ÉÌÉ y 6= y ′. ïÔ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ,�ÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 (Ó. 11) Ï ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÍÅÎÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ ([x; y ℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ �ÁÒÕ ÓÌÏ×x; y) É ÎÁÚÏ×£Í ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÁÒÙ ÓÌÏ× x; y ÞÉÓÌÏ KS ([x; y ℄). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: KS (x; y). ÷ÏÔÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×:
• KS (x; x) = KS (x) + O(1);
• KS (x; y) = KS (y; x) + O(1);
• KS (x) 6 KS (x; y) + O(1); KS (y) 6 KS (x; y) + O(1).óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Å£ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 16. [ondit-pair1℄KS (x; y) 6 KS (x) + 2 logKS (x) + KS (y) + O(1);KS (x; y) 6 KS (x) + logKS (x) + 2 log logKS (x) + KS (y) + O(1);KS (x; y) 6 KS (x) + logKS (x) + log logKS (x) + 2 log log logKS (x) + KS (y) + O(1);: : :(ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ x É y .)
⊳ üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×) �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �ÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ(ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÎÁ Ó. 12); �ÒÁ×ÄÁ, ÔÁÍ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ ÓÌÏ× xy , Á ÎÅ ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ �ÁÒ.îÁÚÏ×£Í ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ x̂ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× × ÓÅÂÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓ-ÎÙÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× x É y ÓÌÏ×Ï x̂ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á ŷ . (ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x̂ 6= ŷ �ÒÉ x 6= y .) óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏ×: ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ x̂ z ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ É ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×Á xÉ z .
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ðÒÉÍÅÒ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ: x 7→ x01, ÇÄÅ x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÒÏËÕ x Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍÉÂÉÔÁÍÉ. úÄÅÓØ �ÒÉÚÎÁËÏÍ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÔÙ 01. üÔÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØÜËÏÎÏÍÎÏ (Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ×Ä×ÏÅ). âÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏ ÔÁËÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ:x 7→ x̂ = bin(l (x)) 01x(ÚÄÅÓØ bin(l (x)) | Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á x). äÌÑ ÎÅÇÏl (x̂) = l (x) + 2 log l (x) + O(1):üÔÏÔ �ÒÉ£Í ÍÏÖÎÏ �ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÔØ�: ÎÁÞÁ× Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ x 7→x̂ , ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏ×ÏÅ (ÔÁËÖÅ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ) ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅx 7→ ̂bin(l (x))x:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ̂bin(l (x))x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á ̂bin(l (y))y , ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ×
̂bin(l (x)) É ̂bin(l (y)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, É �ÏÔÏÍÕ bin(l (x)) = bin(l (y)). ïÔÓÀÄÁÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ y , Á �ÏÔÏÍ | ÞÔÏ x = y . (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÎÁÞÁÌÁÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÍËÏÄÅ, Á �ÏÔÏÍ ÕÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï.)�ÁËÁÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÄÁ£Ô ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍl (x̂) = l (x) + log l (x) + 2 log log l (x) + O(1);ÚÁÔÅÍ l (x̂) = l (x) + log l (x) + log log l (x) + 2 log log log l (x) + O(1);É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÔÁË:D ′(p̂q) = [D(p); D(q)℄;ÇÄÅ p̂ | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏ×Á p, Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ,ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ. âÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÓÔØ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ p 7→ p̂ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p̂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÞÌÅÎÑÅÔÓÑ ÉÚ p̂q).åÓÌÉ p É q | ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ× x É y , ÔÏ ÓÌÏ×Ï p̂q ÂÕÄÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á[x; y ℄, É ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ËÁË ÒÁÚ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ, ÕËÁÚÁÎÎÕÀ × ÔÅÏÒÅÍÅ. (þÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏ ÂÅÓ�ÒÅ-ÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ; Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏ× ÄÁ£Ô ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÅÎËÉ.) ⊲éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏKS (x; y) 6 KS (x) + KS (y) + O(log n)ÄÌÑ ÓÌÏ× x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Å£ ÞÌÅÎÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÄÌÉÎ).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÕÓÉÌÉÔØ Ï�ÅÎËÕ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (x; y) 6KS (x) + KS (y) + O(1)? 37



óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ.[ondit-pair1-omment℄ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏKS (x; y) 6 l (x)+ l (y)+O(1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ N É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ n = 0; 1; 2; : : : ; N .äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ n ÉÍÅÅÔÓÑ 2n ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ n , Á ÔÁËÖÅ 2N−n ÓÌÏ× y ÄÌÉÎÙ N − n .ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÁËÉÅ x É y , ÍÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n �ÏÌÕÞÁÅÍ 2N �ÁÒ 〈x; y〉, Á ×ÓÅÇÏ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÏÔ0 ÄÏ N ) �ÏÌÕÞÁÅÍ (N +1)2N �ÁÒ. åÓÌÉ ÂÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÁÒ 〈x; y〉 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁl (x) + l (y) + O(1) = N + O(1), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ (N + 1)2N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× [x; y ℄,ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N + O(1), Á ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 7, Ó. 23),ÌÉÛØ O(2N ).13 [onditp-no-improvement℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÇÏ  , ÞÔÏKS (x; y) 6 KS (x) + logKS (x) + KS (y) + �ÒÉ ×ÓÅÈ x É y . [õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÉÔÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÌÉÎÙ É�ÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ.℄14 äÁÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏKS (x; y; z) 6 KS (x) +KS (y) + KS (z) + O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á x; y; z ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ n .15 (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x 7→ x̂ | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ
∑x∈� 2−l (x̂) 6 1(ÚÄÅÓØ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×).(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ f (n) (ÇÄÅ n | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÄÌÉÎÁ), ÔÏ ÅÓÔØ l (x̂) 6 l (x) + f (l (x)), ÔÏ ÒÑÄ ∑n 2−f (n)ÓÈÏÄÉÔÓÑ.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, �ÏÞÅÍÕ �ÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 2 �ÒÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 16 (Ó. 36): ÒÑÄÙ

∑ 1n 2 ; ∑ 1n(log n)2 ; ∑ 1n log n(log log n)2 ; : : :ÓÈÏÄÑÔÓÑ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÒÑÄÙ
∑ 1n ; ∑ 1n log n ; ∑ 1n log n log log n ; : : :ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.16 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÔÅÏÒÅÍÅ 16 �ÅÒÅÓÔÁÎÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÚÁ-ÍÅÎÉÔØ × ÎÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 2 ÎÁ 1 (ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ 1 + " �ÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0).[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ × ÚÁÄÁÞÅ 13.℄17 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏKS (x; y) 6 KS (x) + logKS (x) + KS (y) + logKS (y) + O(1):38



18 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:KS (x; y) 6 KS (x) + KS (y) + log(KS (x) + KS (y)) + O(1)(ÇÄÅ ÓÕÍÍÕ �ÏÄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ×Ä×ÏÅ).19 [omplexity-added℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x;KS (x)) = KS (x) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ KS (x;KS (x)) > KS (x) + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅp ÓÌÏ×Á x ÚÁÄÁ£Ô ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É x , É KS (x), ÔÁË ÞÔÏ KS (x;KS (x)) 6 l (p) + O(1) =KS (x) + O(1).℄2.2. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[ondit-℄ ðÏÓÙÌÁÑ ÆÁÊÌ �Ï ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ �ÏÞÔÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÁÔØ ÎÅÓÁÍ ÆÁÊÌ, Á ÅÇÏ ÓÖÁÔÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ (ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ). üËÏÎÏÍÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅ,ÅÓÌÉ �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÆÁÊÌÁ | × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ×ÎÅÓ£ÎÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å y .îÁÚÏ×£Í Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ D Ä×ÕÈ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ× (ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ D Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ). ðÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ, ×ÔÏÒÏÊ | ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. åÓÌÉ D(y; z) = x , ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ,ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z (ÅÝ£ ÇÏ×ÏÒÑÔ ��ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ z�,�ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z�). óÌÏÖÎÏÓÔØ KS D(x |z) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å z :KS D(x |z) = min{l (y) | D(y; z) = x}:çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂ (ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ) Ï�ÉÓÁÎÉÑ D1 ÎÅ ÈÕÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁ D2, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ KS D1(x |z) 6 KS D2(x |z) + ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x É z . ó�ÏÓÏÂ (ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ) Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ (ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ) Ï�ÉÓÁÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 17. [ondit-universal℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ.
⊳ üÔÏÔ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { óÏÌÏÍÏÎÏ×Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÉÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1, Ó. 9).éÍÅÎÎÏ, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, É �ÏÌÏÖÉÍD(p̂y; z) = p(y; z);ÇÄÅ p(y; z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p ËÏ ×ÈÏÄÁÍ y É z , Á p̂ ÅÓÔØ ÂÅÓ-�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏ×Á p. �Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D ′ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, Á p | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏKS D(x |z) 6 KS D ′(x |z) + l (p̂):39



⊲ ëÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ D ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑÉ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ D × KS D . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ; ËÁË É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ, ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.÷ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 18. [ondit-basi℄ KS (x |y) 6 KS (x) + O(1);KS (x |x) = O(1);KS (f (x; y)|y) 6 KS (x |y) + O(1);KS (x |y) 6 KS (x |g(y)) + O(1):úÄÅÓØ g É f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (ÏÄÎÏÇÏ É Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×); ÉÍÅÅÔÓÑ× ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ f (x; y) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ g(y))Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.
⊳ âÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÙÊ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ×ÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ), ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D(p; z) = z . �ÒÅÔØÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: �ÕÓÔØD | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂD ′(p; y) = f (D(p; y); y)É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÅÇÏ Ó Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏÎÕÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÁË:D ′(p; y) = D(p; g(y)):

⊲ 20 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ�:KS (x |y0) = KS (x |y) + O(1); KS (x |y1) = KS (x |y) + O(1).21 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ y ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ KS (x |y) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ y (É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ 2KS (y) + O(1)).22 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS ([x; z ℄|[y; z ℄) 6 KS (x |y) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z (Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ).23 [onditional-as-problem℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÂÙÌÁ ÇÌÁ×-ÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÄÒÕÇÉÈ ÑÚÙËÏ× [79℄.)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x |y) ÒÁ×ÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô x ÎÁ ×ÈÏÄÅ y . [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÆÉËÓÁ�ÉÅÊ�ÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ p, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ l (p) + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ y × x , ÔÏ KS (x |y) = KS (p(y)|y) 6 KS (p) + O(1).℄40



ë ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂßÅËÔÁ Ó Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ) ÍÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ × ÇÌÁ×Å 13.íÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ. ÷ÏÔ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ):
• æÕÎË�ÉÑ KS (x |y) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË 〈x; y; n〉,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x |y) < n , �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ).
• ðÒÉ ÄÁÎÎÙÈ y É n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x |y) < n , ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:
• äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n , ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n .24 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× y É z É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n ,Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x |y) > n − 1 É KS (x |z) > n − 1. [õËÁÚÁÎÉÅ: �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉ�ÁÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ.℄�ÅÏÒÅÍÁ 19. [ondit-ub℄ åÓÌÉ 〈x; y〉 7→ K (x |y) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó×ÅÒÈÕÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ y É n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{x | K (x |y) < n}ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ KS (x |y) 6 K (x |y)+  �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ÌÀÂÙÈx É y .÷ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 16, Ó. 36) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÕÓÌÏ×ÎÕÀ:�ÅÏÒÅÍÁ 20. [ondit-pair2℄KS (x; y) 6 KS (x) + 2 logKS (x) + KS (y |x) + O(1)
⊳ ðÕÓÔØ D1 | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, Á D2 | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′, �ÏÌÏÖÉ×D ′(p̂q) = [D1(p); D2(q; D1(p))℄:úÄÅÓØ p̂ | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏ×Á p, Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏ-ÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x , Á q | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x , ÔÏ ÓÌÏ×Ï p̂q ÂÕÄÅÔÏ�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á [x; y ℄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′, ÏÔËÕÄÁKS (x; y) 6 KS D ′(x; y) + O(1) 6 l (p̂) + l (q) + O(1):ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ l (p̂) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ l (p) + 2 log l (p) + O(1) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 16 Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ,Ó. 36). ⊲ 41



t At A
x

y
òÉÓ. 2. óÅÞÅÎÉÅ At ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÒÏÓÔÙÈ �ÁÒ.[ondit-.1℄÷ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 2 logKS (x) ÎÁ logKS (x)+2 log logKS (x)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÁ�ÉÓÁ×KS (x; y) 6 KS (x) + KS (y |x) + 2 logKS (y |x) + O(1):÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ D ′(p̂q) ÎÁ D ′(q̂ p).25 äÏËÁÖÉÔÅ �ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ�:KS (x |z) 6 KS (x |y) + 2 logKS (x |y) + KS (y |z) + O(1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÓÌÏ× x; y; z .åÓÌÉ ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÔÏÎËÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ï�ÅÎËÉ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Ó ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 20 ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÓÌÏ× x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅn ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (x; y) 6 KS (x) + KS (y |x) + O(log n):ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (Ó ÔÏÊÖÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).�ÅÏÒÅÍÁ 21 (ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { ìÅ×ÉÎÁ). [ondit-pair3℄KS (x; y) = KS (x) + KS (y |x) + O(log n):ÄÌÑ ÓÌÏ× x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n .

⊳ ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (x; y) > KS (x)+KS (y |x) + O(log n), ÅÓÌÉ x É y | ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .ðÕÓÔØ x; y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x; y)�ÁÒÙ 〈x; y〉 ÞÅÒÅÚ a. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ ÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ a.þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2a) (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÅÎØÛÅ 2a+1), É �ÁÒÁ 〈x; y〉 |ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á t ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ At ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A:At = {u | 〈t; u〉 ∈ A}42



(ÒÉÓ. 2). óÕÍÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× At �ÒÉ ×ÓÅÈ t ÒÁ×ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(2a). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛ�ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÅÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙÓÅÊÞÁÓ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ.ðÕÓÔØ m = ⌊log2 |Ax |⌋, ÇÄÅ x | �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,�ÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Ax ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2m É 2m+1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KS (y |x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m , Á KS (x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ a −m . îÁÞÎ£Í Ó �ÅÒ×ÏÇÏ.úÎÁÑ a, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A. åÓÌÉ ÍÙ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÚÎÁÅÍ x , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ-×ÌÑÔØ ÏÔ A ÔÏÌØËÏ �ÁÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ x , É �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ax . þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ y , �ÏÍÉÍÏ a É ÕÓÌÏ×ÉÑ x , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏ-ÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y × ÜÔÏÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ m +O(1) ÂÉÔÏ×, É ×ÍÅÓÔÅ Ó a�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ m + O(log n) ÂÉÔÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a = KS (x; y) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(n), ÅÓÌÉ xÉ y | ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , Á �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ O(log n) ÂÉÔÏ×. éÔÁË,KS (y |x) 6 m + O(log n):ðÅÒÅÊÄ£Í ËÏ ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÅÎËÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B ×ÓÅÈ t , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |At | > 2m , ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌÅÅ 2a+1=2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁ |A| = ∑ |At | ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 2a+1). íÎÏÖÅÓÔ×Ï BÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ a É m . (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ �ÁÒÙ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A;ËÁË ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ 2m �ÁÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÜÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ× �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B .) �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x (ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁÚÁ× (a − m) + O(log n) ÂÉÔÏ× (a − m ÂÉÔÏ× ÕÈÏÄÑÔ ÎÁ�ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏ×Á x × B , Á O(log n) ÂÉÔÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÔØ a É m).ïÔÓÀÄÁ KS (x) 6 (a −m) + O(log n);É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÌÏÖÉÔØ Ä×Á �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ⊲äÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÅÒÅ×ÏÄ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÁÒ ÓÌÏ×. åÇÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÍÏÝ-ÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ At (�ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ t , ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ). üÔÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ KS (x; y) 6 KS (x) + KS (y |x) + O(log n). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÁÒ ÓÌÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ p É q , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ |A| 6 pq . �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ A ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ P É Q Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: �ÒÏÅË-�ÉÑ P ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Qx ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q(�ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ x , ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë P ÔÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÏÌØÛÅ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p.) ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. × ÇÌÁ×Å 10.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÁÖÎÙ ÎÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× x É y , Á ÉÈÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 22 (ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { ìÅ×ÉÎÁ, ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ). [ondit-pair3a℄KS (x; y) = KS (x) + KS (y |x) + O(logKS (x; y))ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y . 43



26 ï�ÅÎÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏKS (x) + KS (y |x) 6 KS (x; y) + 3 logKS (x; y) + O(log logKS (x; y)):27 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { ìÅ×ÉÎÁ ÞÌÅÎÙ �ÏÒÑÄËÁ O(log n) ÎÅÉÚÂÅÖÎÙ(�ÒÉÞ£Í × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ): �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏ×Á x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (x; y) > KS (x) + KS (y |x) + log n − O(1);Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏ×Á x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (x; y) 6 KS (x) + KS (y |x)− log n + O(1):[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ �ÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 (Ó. 38).÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ÞÉÓÌÏ ÍÅÖÄÕ n=2 É n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x) =log n +O(1), Á ÚÁÔÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å y ×ÚÑÔØ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (y |x) = x +O(1).℄28 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ × ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ n ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log n + O(log log n).29 [number-of-desriptions℄ æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ) Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ D . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï: ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ 2k Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÔÏ KS (x |k) 6 n − k +  .[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ k ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Á x , ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ2k Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ k) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n−k , ÉÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 19, Ó. 41.℄ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:30 ðÕÓÔØ D | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ (ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ) Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅÞÉÓÌÏ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ D-Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÓÌÏ×Á x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ  .[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ KS (x) 6 n − k + 2 log k + O(1), �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉKS (x) = n ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.℄31 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x É n×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ KS (x |y) 6 k (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ÄÌÉÎÙ n ; ×ÓÅ ÔÁËÉÅÓÌÏ×Á ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2−l , ÔÏ KS (x |n; l ) 6 k + l +  . [õËÁÚÁÎÉÅ.óÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ x , ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ yÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k , �ÏÌÕÞÉÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó O(2n+k ) Ò£ÂÒÁÍÉ, É × Î£Í ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ x ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2n−l Ò£ÂÅÒ, ÅÓÔØ O(2k+l ). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × KS (x |n; l )ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ k | ÜÔÏ ÎÅ Ï�ÅÞÁÔËÁ!℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÅÍÕ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØKS (x |y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n? ñÓÎÏ, ÞÔÏKS (x |y) 6 K (x |n) + O(1) (�ÏÓËÏÌØËÕ n = l (y) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï y). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÏÞÎÁÑ:32 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n É d ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÏ× y ÄÌÉÎÙ n , Õ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x |y) < KS (x |n) − d44



(ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d 2=2d . ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ KS (x |y) �Ï ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÏ KS (x |n) +O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ×O(1) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x É n).33 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x) = KS (x |KS (x)) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ x ÉÍÅÅÔ ËÏÒÏÔËÏÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ q �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ KS (x). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ x ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ q É ÒÁÚÎÉ-�Õ ÄÌÉÎ KS (x)− l (q), É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x , ÞÅÍ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.℄34 [inreasing-plain-omplexity℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n , ÞÔÏKS (xy) > KS (x |n) + n − :[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (xy) < k �ÒÉ ×ÓÅÈ y ÄÌÉÎÙ n ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2k=2n , É ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 19(Ó. 41).℄35 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0x1x2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ KS (x0 : : : xn−1|n) (ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ×ÓÅÈ ÓÌÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏS ×ÅÒÛÉÎ (ÓÌÏ×), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ÷ÓÅ �ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ� ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ �ÏÍÏÝÎÏÓÔÉ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø, �ÅÌÉËÏÍ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ�Ï S , ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ S ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï (ÏÓÔÁ×É× ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÕÔØ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × S .) æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÕÀ ×ÅÔ×Ø ! × �ÏÄÄÅÒÅ×Å S É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ n �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÁ ln É rn ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ SÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÏÔ !. ðÕÓÔØ L É R | ×ÅÒÈÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÉÓÅÌ ln É rn , É �ÕÓÔØ N | ÎÏÍÅÒÕÒÏ×ÎÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ ×ÅÒÈÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔÓÑ. úÎÁÑ L , R É N , ÍÏÖÎÏ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÅÔ×É !: ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ×ÅÔ×É, ÓÌÅ×Á ÏÔËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ L ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ (ÂÏÌØÛÅÍ N ) É Ó�ÒÁ×Á ÅÓÔØÎÅ ÍÅÎÅÅ R ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÏÍ, ÔÁËÖÅ ÂÏÌØÛÅÍ N ) ÕÒÏ×ÎÅ;ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ ×ÅÔ×Ø ÎÁÛÌÁÓØ, Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÕÒÏ×ÎÅÊÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó !.℄36 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ KS (x0 : : : xn−1|n) ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ: KS (x0 : : : xn−1) 6 log n +  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ×ÓÅÈ n . [õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÓÌÏ× (×ÅÒÛÉÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ Ä×Ï-ÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á), × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÎÉÖÅ N ÅÓÔØ O(N ). åÓÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÅÌÁÓØ ÂÙ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. üÔÏ-ÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÏÓÔÁ×É× ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÌØËÏ ÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ 2l (x), ×ÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S .℄37 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n . (�ÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍÉ.) (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n−É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2n −2n− (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ). (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÓÖÉ-ÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÁ n−O(1) (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ!).45



(×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ 2n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, ÔÏ ÅÇÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙ x1 É x2(ÄÌÉÎÙ n) ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n − O(1). (Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ k ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k − O(log n).(Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  < 1 ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ ⌊ log2 n⌋ ÎÕÌÅÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. (Á) ÷ÓÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙÍÅÎØÛÅ n ÂÕÄÅÔ 2n −1, ÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÈ ÎÉÈ ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÌÏ×Á: ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙn − d �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ d ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n , ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÔÏÒÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó k ÎÕÌÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ2 log k + (n − k) ÂÉÔÁÍÉ. (Â) úÁ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n × ×ÉÄÅ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏÓÌÏ×Á t ; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ n − k , ÔÏ �Ï t É log k ÂÉÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Én , É Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ. (×) åÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÏÌÏ×ÉÎ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ, ÔÏÉ ×Ó£ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÏÒÏÞÅ, ÎÁÞÁ× Ó (ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ) ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÖÉÍÁÅÍÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ. (Ç) åÓÌÉ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÏ É ×Ó£ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ (ÚÁÄÁ× �ÏÄÓÌÏ×Ï, ÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ). (Ä) ðÏÄ-ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ k ÎÕÌÅÊ; ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔ£Ô Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ n �ÒÉÍÅÒÎÏ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ,ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x = 2− (1=x k ), ÉÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×.℄38 [ondit--simple-prefix℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ) ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x0x1x2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÊ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x0x1 : : : xn−1) 6 n − log n +  .ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0x1x2 : : : É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (x0x1 : : : xn−1) > n − 2 log n −  �ÒÉ ×ÓÅÈ n .[õËÁÚÁÎÉÅ. òÑÄ ∑ 1=n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÒÑÄ ∑ 1=n 2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 87É 91.℄39 [onditional-unonditional-def℄ äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ d (x) = n−KS (x) É d(x) = n−KS (x |n). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍd(x)− 2 log d(x)− O(1) 6 d (x) 6 d(x) + O(1):[õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS (x |n) = n−d , ÔÏ KS (x) 6 n−d+2 log d+O(1). ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÚÑ× ÕÓÌÏ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ p ÄÌÉÎÙ n−d É ÄÏÂÁ×É× × ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀÚÁ�ÉÓØ d , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÏ×Ï, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ d , �ÏÔÏÍ n , ÉÎÁËÏÎÅ� x .℄(éÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ÓÌÏ×Á É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ËÁË ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÇÌÁ×Å 5 É × ÇÌÁ×Å 16.)2.3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ[onditi℄íÙ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 18), ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (y |x) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). òÁÚÎÏÓÔØ KS (y)− KS (y |x) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÎÁ-ÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x Õ�ÒÏÝÁÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á y . ðÏÜÔÏÍÕ Å£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å x Ï ÓÌÏ×Å y . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: I (x : y).46



�ÅÏÒÅÍÁ 18 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ I (x : y) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ): ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ  , ÞÔÏ I (x : y) >  �ÒÉ ×ÓÅÈ x É y .÷Ó�ÏÍÎÉ×, ÞÔÏ KS (x; y) = KS (x) + KS (y |x) + O(logKS (x; y));(ÔÅÏÒÅÍÁ 22, Ó. 43), ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ: KS (y |x) =KS (x; y)− KS (x) + O(logKS (x; y)). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:I (x : y) = KS (y)− KS (y |x) = KS (x) + KS (y)− KS (x; y) + O(logKS (x; y)):ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 23 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ). [ondit-symm℄I (x : y) = I (y : x) + O(logKS (x; y))üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ I (x : y) É I (y : x) ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ÍÁÌÁ �ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó KS (x; y). ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÜÔÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÁ×ÎÉÍÁÓ ÓÁÍÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ I (x : y) É I (y : x), ÅÓÌÉ ÔÅ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ KS (x; y).40 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x | ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x |n) > n , ÔÏ I (x : n) =KS (n) + O(1), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË I (n : x) = O(1).óÉÍÍÅÔÒÉÑ (�ÕÓÔØ É ÎÅ �ÏÌÎÁÑ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ)�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ I (x : y) (ÉÌÉ I (y : x)) ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÓÌÏ× x É y . óÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ, ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÁÒÙ ÍÏÖÎÏÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ (ÒÉÓ. 3).KS(x |y) KS(y |x)I (x : y)x y
òÉÓ. 3. ÷ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[ondit-i.1℄îÁ ÎÅÊ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á x É y ÉÍÅÀÔ I (x : y) ≈ I (y : x) ÂÉÔÏ× ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.äÏÂÁ×É× KS (x |y) ÂÉÔÏ× (ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ × x , ÎÏ ÎÅ × y , ÌÅ×ÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ), ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ I (y : x) + KS (x |y) ≈ (KS (x)− KS (x |y)) + KS (x |y) ≈ KS (x)ÂÉÔÏ× (ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ÓÌÏ×Å x). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÍÅÓÔÅ ÓKS (y |x) Ó�ÒÁ×Á ÄÁÀÔ KS (y). îÁËÏÎÅ�, ×ÓÅ ÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÍÅÓÔÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ×KS (x |y) + I (x : y) + KS (y |x) = KS (x) + KS (y |x) = KS (x |y) + KS (y) = KS (x; y)(×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÅÒÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á x É y ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n).47



÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÕ ËÁÒÔÉÎËÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ÂÕË×ÁÌØÎÏ. ÷ÏÚØÍ£Í, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ� ÓÌÏ×Ï r = r1 : : : rn ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (r1 : : : rn ) > n . �ÏÇÄÁÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á u ÒÁ×ÎÁ l (u) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-ÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ r , ÔÏ r = tuv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ× t É v . �ÏÇÄÁl (r) = KS (r) 6 KS (t)+KS (u)+KS (v) 6 l (t)+ l (u)+ l (v) = l (r) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ) É �ÏÔÏÍÕ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ×ÚÑÔØ Ä×Á �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ×Á x É y (ÒÉÓ. 4), ÔÏ KS (x) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÄÌÉÎÅ x , KS (y) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).x : yx |y y |xx yx; yòÉÓ. 4. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ × �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈ[ondit-i.2℄óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ KS (x; y) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÁÒÁ x; yÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÌÉÛØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÄÌÉÎÁÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log n)ÂÉÔÏ×).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x |y), KS (y |x), É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ I (x : y)ÒÁ×ÎÙ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÄÌÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.ïÄÎÁËÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ. ëÁË ÍÙ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÕÂÅÄÉÍÓÑ(ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 11), ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÏ× x É y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÏÌØÛ�ÕÀ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÀ I (x : y), ÜÔÕ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÍÁÔÅÒÉÁÌÉÚÏ×ÁÔØ� × ×ÉÄÅ ÓÌÏ×Á z ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (z |x) ≈ 0, KS (z |y) ≈ 0 É KS (z) ≈ I (x : y). (÷ ÎÁÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÉÍÅÒÅÔÁËÉÍ z ÂÙÌÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÏÄÓÌÏ× x É y .)41 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × x É ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ n ÅÓÔØ O(log n).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒ£È ÓÌÏ×. úÄÅÓØ ×ÁÖÎÙÍ �ÒÉ£ÍÏÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ | �ÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ. ðÏÑÓÎÉÍÜÔÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ.�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ (Ó. 36) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x; y) 6 KS (x) + 2 logKS (x) +KS (y) + O(1). åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z), �ÏÌÕÞÉÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (x; y |z) 6 KS (x |z) + 2 logKS (x |z) + KS (y |z) + O(1);ÇÄÅ �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÁÒÙ x; y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ËÏÄÁ:KS (x; y |z) = KS ([x; y ℄|z). ëÁË É ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ, ×ÙÂÏÒ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ (ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ O(1)).üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÅÚ z : ÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍÏ�ÉÓÁÎÉÑ p ÄÌÑ x (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z) É q ÄÌÑ y (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z) × ÅÄÉÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ p̂qÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ (ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ) Ï�ÉÓÁÎÉÑ.ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÎÉ× ÉÈ ÎÁ ÂÅÚ-ÕÓÌÏ×ÎÙÅ: KS (x; y |z) = KS (x; y; z) − KS (z), Á ÔÁËÖÅ KS (x |z) = KS (x; z) − KS (z) É48



KS (y |z) = KS (y; z) − KS (z) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍË ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 24. [ondit-baseineq℄KS (x; y; z) + KS (z) 6 KS (x; z) + KS (y; z) + O(log n)ÄÌÑ ÓÌÏ× x; y; z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.òÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 21 (Ó. 42), Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙÉ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ Ó ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ):�ÅÏÒÅÍÁ 25. [ondit-pair4℄KS (x; y |z) = KS (x |z) + KS (y |x; z) + O(log n);ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á x; y; z ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n .úÄÅÓØ KS (x |y; z) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÄÁ �ÁÒÙ 〈y; z 〉, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁËKS (x |[y; z ℄). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).
⊳ íÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 21, ÚÁÍÅÎÉ× ×ÅÚÄÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÅÚ ÕÓÌÏ-×ÉÊ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z . ðÒÉ ÜÔÏÍ KS (y |x) �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × KS (y |x; z). íÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÉÍÅÅÍ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y; z É �ÒÏ×ÏÄÉÍ×ÓÅ �ÒÅÖÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy .åÓÌÉ ÜÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ: × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÍKS (x; y |z) = KS (x; y; z)− KS (z);Á × �ÒÁ×ÏÊ KS (x |z) + KS (y |x; z) = KS (x; z)− KS (z) + KS (y; x; z)− KS (x; z);ÔÁË ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ). (ïÔÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁ£Ô ÈÕÄÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÏÎÓÔÁÎÔ × O(log n)-ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.) ⊲42 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 25 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉKS (x |z) É KS (y |x; z) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÉ n .íÏÖÎÏ �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÔØ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× I (x : y |z) ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØKS (y |z)− KS (y |x; z). ëÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). ÷ÙÒÁÚÉ× ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÕÀ (Ó ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ I (x : y |z) ËÁËKS (y |z)− KS (y |x; z) = KS (y; z)− KS (z)− KS (y; x; z) + KS (x; z) > 0;49



�ÒÉÈÏÄÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.÷ÏÏÂÝÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ, ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÑÍÙÍÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ ÔÅÏÒÅÍ 21 É 24. ðÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á x É y �ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ�, ÅÓÌÉ I (x : y) ≈ 0.(óÔÅ�ÅÎØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÅÝ£ ÕÔÏÞÎÑÔØÓÑ, ÎÏ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁO(log n) ÍÙ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ, ÅÓÌÉ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ (ÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈÓÌÏ×.)îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ×ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. åÓÔØ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ Ó �ÁÒÏÊ×ÅÌÉÞÉÎ 〈�;�〉, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ É Ó ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ � É � �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.äÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó�ÁÒÏÊ 〈y; z 〉, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É Ó Å£ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ I (x : 〈y; z〉) > I (x : y)(É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ z ×ÍÅÓÔÏ y). üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï (ËÁË ÏÂÙÞ-ÎÏ, Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É × ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �ÅÒÅ�ÉÓÁ× ÅÇÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:KS (x) + KS (y; z)− KS (x; y; z) > KS (x) + KS (y)− KS (x; y);ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÄÁ£Ô ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 24.óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒ É ÔÒÏÅË. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (Õ�ÏÍÉÎÁ×-ÛÅÊÓÑ ÎÁ Ó. 19) �ÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 26. [ondit-triple℄2KS (x; y; z) 6 KS (x; y) + KS (x; z) + KS (y; z) + O(log n);ÅÓÌÉ x; y; z | ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .
⊳ ðÅÒÅÎÏÓÑ KS (x; y) É KS (x; z) × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, É ÚÁÍÅÎÑÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ KS (x; y; z)−KS (x; y)É KS (x; y; z)−KS (x; z) ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (z |x; y) É KS (y |x; z), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: KS (z |x; y) + KS (y |x; z) 6 K (y; z) + O(log n):ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × ×ÉÄÅ KS (y) + KS (z |y), É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ KS (z |x; y) 6KS (z |y) É KS (y |x; z) 6 KS (y) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). ⊲á ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ Ä×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÂÁÚÉÓÎÏÅ É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ�ÁÒÙ): KS (x; y; z) + KS (y) 6 KS (x; y) + KS (y; z) + O(log n);KS (x; y; z) 6 KS (y) + KS (x; z) + O(log n);�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ KS (y) × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. (ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÁË É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ, ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.) íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÉÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ × ÇÌÁ×Å 10. 50



òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒ£È ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÀÔÓÑ ÓÅÍØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË (ÔÒÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÔÒÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÊ ÔÒÏÊËÉ). äÒÕÇÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ,ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ) ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÅÍØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ÷×ÅÄ£Í�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a1; a2; : : : ; a7, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÅÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÎÁ ÒÉÓ. 5.x yz1 2 34 5 67òÉÓ. 5. îÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a1; a2; : : : ; a7.[ondit-i.3℄âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ KS (x) = a1 + a2 + a4 + a5;KS (y) = a2 + a3 + a5 + a6;KS (z) = a4 + a5 + a6 + a7;KS (x; y) = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6;KS (x; z) = a1 + a2 + a4 + a5 + a6 + a7;KS (y; z) = a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7;KS (x; y; z) = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÅÍÉÍÅÒÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ ÓÅÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a1; : : : ; a7).òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ) ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÈ ×ÙÒÁÚÉÔØ É × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, I (x : y) = KS (x)+KS (y)−KS (x; y) = a2+a5, Á KS (x |y) = KS (x; y)−KS (y) =a1 + a4.ëÁËÏ× ÓÍÙÓÌ ÎÁÛÉÈ ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ a1 = KS (x |y; z) (Ó ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ a3 É a7. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁ a2 ÅÓÔØ (ÓÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) I (x : y |z); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ a4 É a6 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). ïÔÓÀ-ÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y; z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ a1; a2; a3; a4; a6; a7 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á x; y; z ÉÍÅÀÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n).óÉÔÕÁ�ÉÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ a5 ÓÌÏÖÎÅÅ. å£ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÏÂÝÕÀ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀÓÑ × ÔÒ£È ÓÌÏ×ÁÈ x; y; z�. éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅ£ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅI (x : y : z). ïÄÎÁËÏ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÓÌÉ ÉÍÅÔØ ××ÉÄÕ, ÞÔÏ a5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ x É y | Ä×Å51
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KS(x |y; z) I (x : y |z) KS(y |x; z)I (x : z |y)I (x : y : z) I (y : z |x)KS(z |x; y)òÉÓ. 6. óÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÓÍÙÓÌ ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.[ondit-i.5℄�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 2n . �ÏÇÄÁ KS (x) = n , KS (y) = n , KS (x; y) = 2n ÉI (x : y) = 0 (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Ï z ÄÌÉÎÙ n , ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÂÉÔÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ x É y �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÔÒ£È ÓÌÏ× x; y; z ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ �Ï Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x; y);KS (y; z) É KS (x; z)ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÒÁ×ÎÙ 2n (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x; y; z) ÔÁËÖÅ ÒÁ×-ÎÁ 2n . óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á z ÒÁ×ÎÁ n (ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ n , ÎÏ É ÎÅÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó y ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ �ÁÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n).ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a1; : : : ; a7 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ (ÒÉÓ. 7):0 n 0n −n n0òÉÓ. 7. ä×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n É ÉÈ ÓÕÍÍÁ mod 2.[ondit-i.4℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ a5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ÓÕÍÍÙ a5+a2, a5+a4É a5 + a6, ÂÕÄÕÞÉ ×ÚÁÉÍÎÙÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑÍÉ �ÁÒ ÓÌÏ×, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. (÷ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.)üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ �ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ� z ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÌÉ�ÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ ÓÏÏÂÝÉÔØ x , Á ÄÒÕÇÏÍÕ y , ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÚÎÁÔØ Ï z (�ÏÓËÏÌØËÕ I (x : z) ≈ 0 É I (y : z) ≈ 0), ÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ z , �ÏÂÉÔÏ×Ï ÓÌÏÖÉ× x É y .íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ai , ËÒÏÍÅa5, É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒ£È ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÓÕÍÍ) ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,52



ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÔÒ£È ÓÌÏ×. íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ×ÇÌÁ×Å 10.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÎÏ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2KS (x; y; z) 6 KS (x; y) + KS (x; z) + KS (y; z):÷ ÎÁÛÉÈ ÎÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË a2+a4+a5+a6 > 0 (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ× ÕÍÅ, �ÏÄÓÞÉÔÁ×, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ×ÈÏÄÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ai × ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á).�Å�ÅÒØ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, a2 + a5 > 0, a4 > 0 É a6 > 0.43 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I (xy : z) = I (x : z)+ I (y : z |x)+O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× x; y; z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌÅÅ n . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ.℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ × xy Ï z ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ × x Ï z É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × y Ï z (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Å£ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÒÁ×ÅÎÓÔ×Á KS (x; y) = KS (x)+KS (y |x), ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÍÅÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑÏ ÓÌÏ×Å z . ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ xy ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó z , ÔÏ x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓ z , Á ÔÁËÖÅ y ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ  z �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x . (ðÏÄ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÓÔØ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.) óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó y , ÁÔÁËÖÅ x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó z �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y .44 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á �x É y ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ� É �x É y ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z�ÍÁÌÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×ÔÏÒÏÅÌÏÖÎÏ.45 âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á x; y; z; t ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ �Å�Ø (�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ), ÅÓÌÉ I (x : z |y) É I (〈x; y〉 : t |z) ÍÁÌÙ(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÁÌÏÓÔÉ). ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ ÖÅ ÓÌÏ×Á × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ �Å�Ø, ÔÏ ÅÓÔØÞÔÏ I (t : y |z) É I (〈t; z〉 : x |y) ÍÁÌÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ. I (〈x; y〉 : t |z) = I (y : t |z) + I (x : t |y; z),É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÏÂÏÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó�ÒÁ×Á; ×ÔÏÒÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ.℄
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3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ[random℄÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ �ÒÅÒÙ×ÁÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ,ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ | �Ï-ÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÉÌÉ �ÔÉ�ÉÞÎÏÊ�, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. (íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÊÇÌÁ×Ù ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ; ÏÎ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÇÌÁ×Å 5,ÇÄÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ÎÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÁËÔÏ× Ï ÍÅÒÁÈ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ�.3.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
 É ÍÅÒÙ[randoml℄òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. åÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×Ï-ÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
x ×ÓÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 
00ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó Ä×ÕÈ ÎÕÌÅÊ, Á 
� = 
 (ÚÄÅÓØ �ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).íÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ 
x ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
. üÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ Õ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ:d (!;!′) = 2−n ;ÇÄÅ n | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ !n 6= !′n . (þÅÒÅÚ !n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÌÅÎ ÓÎÏÍÅÒÏÍ n , ÎÁÞÉÎÁÑ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ Ó ÎÕÌÑ: ! = !0!1!2 : : :)46 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ, ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ×ÙÂÒÏÓÉÔØ �Ï ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.îÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÓËÏÌØËÏ ÍÅÒÁ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈÉ ÓÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ.íÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
x (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÚÁÄÁÎÁÆÕÎË�ÉÑ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ �-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �-ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ :ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× A0; A1; A2; : : :, É ×ÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �-ÁÌÇÅÂÒÅ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ �, ÔÏ�(A) = �(A0) + �(A1) + �(A2) + : : :54



(× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÌÉ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ).�ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÅÒÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
, Á �(A) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.åÓÌÉ ÍÅÒÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ ÍÅÒÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, Á ÞÉÓÌÏ �(A) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀÓÏÂÙÔÉÑ A.ìÀÂÁÑ ÍÅÒÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÅÓÌÉ A ⊂ B , ÔÏ �(A) 6 �(B )). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �(B )− �(A) =�(B \ A) > 0.äÒÕÇÏÅ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÅÒ | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ : : : ;ÔÏ �(B ) ÒÁ×ÎÏ �ÒÅÄÅÌÕ �(Bi ) �ÒÉ i → ∞. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÞ£ÔÎÕÀ É ËÏÎÅÞÎÕÀÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ Ai = Bi \ Bi−1.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÅÒÎÏ ÉÄÌÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ � ÎÁ 
 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀ p ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(x) = �(
x):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ : p(x) = p(x0) + p(x1)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x . (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ 
x ÅÓÔØ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈÅÇÏ �ÏÌÏ×ÉÎ 
x0 É 
x1.)�ÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÍÅÒÙ �Ï ìÅÂÅÇÕ) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ É ÏÂÒÁÔ-ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ p ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÍÅÒÕ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(
x) = p(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x .ðÏÌÕÞÁÅÍÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÅÒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ�(A) = 0 É B ⊂ A, ÔÏ B ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ (ÏÔËÕÄÁ ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(B ) = 0).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÅÒÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.íÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÅÒÙ �Ï ìÅÂÅÇÕ (ÏÎÁ ÅÓÔØ × ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ�Ï ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [22℄ ÉÌÉ [15℄), ÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ × ÎÅÊ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ p ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ p(x) ÍÅÒÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ".äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ 〈"; i 〉 7→x("; i ) (�ÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
• A ⊂ 
x(";0) ∪
x(";1) ∪ 
x(";2) : : : É
• p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : : 6 "55



�ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÍÙ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ,ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ x("; i ) ÂÙÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ " É i (ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏ-�ÕÓËÁÀÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ É × ÓÕÍÍÅ).îÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ �ÒÉÇÏÄÑÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:
• ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ " (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ 2−k ).
• ÷ÓÑËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ.
• ëÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ. (÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �ÏËÒÙÔÉÅ ÏÂßÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ", ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ "=2; "=4; "=8; : : :)
• ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ p ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !0!1!2 : : : �ÒÅÄÅÌ ÍÅÒ p(!0 : : : !n ) �ÒÉn → ∞ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ). �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ.òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
xÒÁ×ÎÏÊ 2−l (x): p(x) = 2−n ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ n:÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ(ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄): ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ 
 ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ A ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ Ä×Ï-ÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ. (úÁÍÅÞÁÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ: ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÞÉÓÌÁÍÉÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ËÁË Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 0;01111 : : : = 0;10000 : : : îÏ ÜÔÏ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.) ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÁ, Ä×ÏÉÞÎÙÅÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ x ÄÌÉÎÙ n , ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ËÁË ÒÁÚÄÌÉÎÙ 2−n . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ I ⊂ [0; 1℄ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÅÌ ÉÚ I , ÒÁ×ÎÁÄÌÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ I .ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏ-ÓÁÎÉÑÍ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ É ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2−n . íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï 
x ÅÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÅ ��ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÒÏÓÁÎÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÎÁ x� É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 2−l (x).íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ, �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÂÒÏÓÁÎÉÑÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ (ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉ-Å×ÏÊ[nonuniform-bernoulli℄ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù;�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ p; q > 0 É p + q = 1).ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ ÓÌÏ×Ï x , ÒÁ×ÎÁq upv , ÇÄÅ u É v | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� × ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Å. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÆÕÎË�ÉÀ x 7→ q u(x)pv(x)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ u(x) É v(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� × ÓÌÏ×Å x . ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. 56



3.2. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ[random-lln℄þÔÏÂÙ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ.ðÕÓÔØ p + q = 1, p; q > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ap ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ !0!1!2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎp, ÔÏ ÅÓÔØ limn→∞

!0 + !1 + : : :+ !n−1n = p:�ÅÏÒÅÍÁ 27. [randoml-large-numbers℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ap ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ p É q).äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ap , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÎÉ Ë ËÁËÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ,ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ p , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ.
⊳ íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ p = q = 1=2) Ó�ÏÍÏÝØÀ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÄÓÞ£ÔÁ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ p ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔËÏ ÎÁÍÅÞÅÎÏ ×ÏÄÎÏÍ ÉÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.6).óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÄÏ�ÒÅÄÅÌØÎÕÀ� ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ n . ÷ÓÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ, É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØ-ÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ n=2 ÅÄÉÎÉ�. ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á " > 0.ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ (1=2+")n ÅÄÉÎÉ�. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÞÁÓÔØ n -Ê ÓÔÒÏËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ. ÷ÓÅÇÏ × ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÏÎÉ ÕÂÙ×ÁÀÔ, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁË �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ n . (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÍÎÅ ÎÕÖÎÁ ÂÏÌØÛ�ÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ, É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÍ ÎÅ �Ï×ÒÅÄÑÔ, ÔÁË ÞÔÏÉÍÉ ÍÙ ÓÒÁÚÕ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ n .)ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ n !k !(n − k)! ;ÇÄÅ k | ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ó�ÒÁ×Á Ë (1=2+")n �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÉÒÌÉÎÇÁ:m ! = √(2� + o(1))m (me )m ;ÇÄÅ e | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×. ïÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ u = k=n , v = (n − k)=n , �ÏÌÕÞÁÅÍn !k !(n − k)! ≈ (n=e)n(k=e)k ((n − k)=e)n−k = n nk k (n − k)n−k ≈

≈ n n(un)un(vn)vn = 1u unv vn = 2H (u;v)n ;ÇÄÅ H (u; v) = −u log u − v log v:57



0 11=2 u
1 H (u; 1− u)

òÉÓ. 8. ûÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ u .[randoml-entropy℄þÉÓÌÏ H (u; v) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ-ÍÉ, �ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÍÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ u É v . (ðÏÄÒÏÂÎÏ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ× ÇÌÁ×Å 7.) îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 8 �ÏËÁÚÁÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆÉË (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, v = 1 − u). ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ H (u; 1−u) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÒÁ×ÎÏÇÏ 1) × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅu = 1=2.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n , ÕËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÂÏÌØÛÅ (1=2 + "), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ poly(n)2H (1=2+";1=2−")n , ÔÏ ÅÓÔØÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n+o(n), ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÍÅÎØÛÁÑ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ").�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n . �ÏÞÎÏÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÏÌÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÍÅÎØÛÅ (1=2− ").ðÏÄ×ÅÄ£Í �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ " > 0 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:ìÅÍÍÁ. äÏÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ1=2 ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ", ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Æn , ÇÄÅ ÆnÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n .üÔÁ ÌÅÍÍÁ (ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÎÉËÁËÉÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÎÕÌÀ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÂÅÚ ÓÌÏ×Á�ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ�). îÁÍ ÖÅ ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑n Æn ÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1=2 ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉ� × ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÒÁ×ÅÎ 1=2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ B ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ B ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ× B", ÇÄÅ B" ÅÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÂÙ-×ÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ 1=2 + " ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ 1=2− ".ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ " (ÓËÁÖÅÍ, ÔÏÌØ-ËÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ), Á ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÓÔÁ-ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ ".íÎÏÖÅÓÔ×Ï B" ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎ-ÎÙÅ �ÌÏÈÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ �ÌÏÈÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔÁ58



ÅÄÉÎÉ� ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 1=2 ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B" �ÏËÒÙ-×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ×ÉÄÁ 
x , ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ×ÓÅ �ÌÏÈÉÅ x ÄÌÉÎÙ N É ÂÏÌÅÅ. îÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ(ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÆN + ÆN+1 + ÆN+2 + : : : ;É ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÔÁË ËÁË ÒÑÄ ∑i Æi ÓÈÏÄÉÔÓÑ.(üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÌÅÍÍÏÊ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ. ÷ ÏÂ-ÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× A0; A1; : : : ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ Ai , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ.) ⊲ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ. âÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÉ (ÂÏÌØÛÅ 1=2+"). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n Ä×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚÎÉÈ (ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ L ) | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ: ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2−n . ÷ÔÏÒÏÅ (ÎÁÚÏ×£ÍÅÇÏ S ) ÏÔÄÁ£Ô �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�ÁÍ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÑÍ ÍÏÎÅÔÙ,Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù ÅÓÔØ p = 1=2 + ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á ÉÚ u ÎÕÌÅÊÉ v ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÁ q upv (ÇÄÅ q = 1=2 − " | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ). þÅÍ ÂÏÌØÛÅ × ÓÌÏ×Å xÅÄÉÎÉ�, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ S (x)=L (x). ìÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ�ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n=2H (p;q)n ; É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ L -ÍÅÒÁ ×ÓÅÈ �ÌÏÈÉÈÓÌÏ× ×Ï ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ S -ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1. ïÔÓÀÄÁ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ �ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2H (p;q)n=2n ; ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÌÅÍÍÕ ÄÒÕÇÉÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ �ÒÏÝÅ (ÈÏÔÑ ÄÏ ÎÅÇÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ). äÒÕ-ÇÏÅ ÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈÞÉÓÅÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÎÏ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ (ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ p).47 [non-uniform-slln℄ ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØp0 É q0 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í p0 + q0 = 1. �ÏÇÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
−p0 log p−q0 log q , ÇÄÅ p; q | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (É p+q = 1), ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÍÉÎÉÍÕÍÁ �ÒÉ p = p0, q = q0. óÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.6, Ó. 237.℄õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÞÁÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �× ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (�ÏÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2� (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑÄÒÕÇÉÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÙÈ ÍÅÒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Á �ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ� ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ-ÓÑ ÎÅ ÂÕË×ÁÌØÎÏ, Á ËÁË ÏÂÏÒÏÔ ÒÅÞÉ: ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ �� ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ �ÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÏÂÏÒÏÔÕ ÂÕË×ÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.éÍÅÎÎÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÍÅÒÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
, ÓËÁÖÅÍ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ×ÙÄÅÌÉÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, �ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á � ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÂÙÌÉ ÂÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

• ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �;
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÅÒÕ 1 ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. åÝ£ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï59



ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÅ-ÒÙ 1, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �Ï ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÀ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÌÁÎ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÉÍ: ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 ÏÂÒÁÚÕÅÔÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÏÄÎÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.÷ 1965 ÇÏÄÕ ÕÞÅÎÉË ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Û×ÅÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ðÅÒ íÁÒÔÉÎ-ì£Æ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ Ó�ÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÔÏÌØËÏ �ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ�. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ�ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ó×ÏÊÓÔ×Ï � ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙÉÚÌÏÖÉÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ.3.3. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á[randomml℄ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
; ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÍ p(x).çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ (�Ï ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÅ), ÅÓÌÉ�Ï ÌÀÂÏÍÕ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ".üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ", Á ÔÏÌØËÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ (ÉÎÁÞÅ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ, × ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕÍÏÖÎÏ �ÏÄÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ "). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÄÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, × ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ×ÙÄÁ£Ô �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ÷ÏÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.[effetive-null-set℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕ-ÌÅ×ÙÍ (�Ï ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÅ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (�ÅÒ-×ÙÊ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, �ÒÉÞ£Í1) A ⊂ 
x(";0) ∪
x(";1) ∪ 
x(";2) : : :;2) p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : : 6 "�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ x ÂÙÌÁ ×ÓÀ-ÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ; ÅÓÌÉ x("; i ) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ (× ÏÂÏÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ)�ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ.48 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ " > 0, Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ× (�ÅÞÁÔÁÑ ÉÈ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÒÙ×ÁÍÉ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ".49 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ×ÓÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ", Á ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 2−k �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË 6 ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.60



50 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ "ÆÕÎË�ÉÑ i 7→ x("; i ) ÂÙÌÁ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÒÑÄÁ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ).51 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÈ,�ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.℄ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ 
.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �Ï-ËÒÙÔÉÅ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0, ×ÏÚØÍ£Í ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ 2k < ", É �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
00:::0 (× ÉÎÄÅËÓÅ ÓÔÏÉÔ ÓÌÏ×ÏÉÚ k ÎÕÌÅÊ).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, x("; 0) = 0k , ÇÄÅ 0k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ k ÎÕÌÅÊ, Ák | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 2−k < ". úÎÁÞÅÎÉÑ x("; i ) �ÒÉ i 6= 0 ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ.÷ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�; ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ 0k ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊÏÔÒÅÚÏË ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ k .îÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:52 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ×ÔÏÒÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á. éÈ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ �ÅÒ×ÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÏËÒÙÔÉÊ �Ï ×ÓÅÍ ").üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ (ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ) ÎÕÌÅ×ÙÍ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ, É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ! ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ.(úÁÍÅÞÁÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÔÅÏÒÅÍÁ 28, Ó. 63)), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙÄÏËÁÖÅÍ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (É �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÏÔÖÅ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). íÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ�.)ìÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ É ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = 0?0?0?0 : : : (ÎÕÌÉÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÙÍ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ 2−n , ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÓÅËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 2n , × ËÏÔÏÒÙÈ n ÎÕÌÅÊ ÞÅÒÅÄÕÅÔÓÑ Ó n �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ (ËÁË× !). �ÁËÉÈ ÓÌÏ× 2n , Á ÍÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 2−2n , �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 2−n .îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ.61



÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ x ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ (2) (�ÒÏ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ). îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ (1) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0ÌÅÖÉÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× 
x(";0) ∪
x(";1) ∪ 
x(";2) : : :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x �ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ� ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ
⋂">0(
x(";0) ∪ 
x(";1) ∪
x(";2) : : :) = ⋂">0⋃i 
x(";i ):íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ) ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ), É ÞÔÏ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ), Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | É ÜÔÉÍ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ, ÄÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀ-ÝÉÊ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë � Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ " > 0. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, � ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ,ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ " 7→ a("), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

|�− a(")| < "�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0.53 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ��ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ a(") < �ÄÌÑ ×ÓÅÈ ". [õËÁÚÁÎÉÅ: �ÏÔÅÒÑ× ×Ä×ÏÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ ×�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ (ÉÌÉ Ó ÉÚÂÙÔËÏÍ).℄54 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ Ä×ÕÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.55 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ e (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×) É � ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.56 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (ËÏÒÅÎØ, ÓÉÎÕÓ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ É Ô. Ä.)ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÔÏÞËÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. (ðÒÉÜÔÏÍ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× É �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.)íÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÅÒÙ ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë �(
x)ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �Ï x . âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 〈x; "〉 7→ a(x; "), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x É ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
|�(
x)− a(x; ")| < "62



ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É ".÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁÅÄÉÎÉ�Å, ÎÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÏÎÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ � (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).�ÅÏÒÅÍÁ 28. [randomml-main-theorem℄ ðÕÓÔØ � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
. �ÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ � ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï.ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ) ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.
⊳ ëÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ-×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÌÀÂÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.ðÒÏÂÌÅÍÁ ÌÉÛØ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. äÌÑÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÞ£ÔÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ðÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : :ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ". (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ p(x) = �(
x).) üÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ (ÅÓÌÉ×ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ", ÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ", ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).îÏ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁËÔÁÍ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ", ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ "=2.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ (ÏÎÉ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å), ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÜÔÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ x .ìÅÍÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ ÔÒ£È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×

〈q; "; i 〉 7→ X (q; "; i )(q É i | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, " | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ q ÄÁ£Ô ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Xq Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ×ÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ(×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ) ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ×ÓÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ËÏÒ-ÒÅËÔÎÙÈ É ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÈ) × ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ��ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÏÍÅÒ q� ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ q -Ê ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ X (q; "; i ) ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÏÍÅÒ q Ë ×ÈÏÄÁÍ "; i ,ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ; ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ X (q; "; i ) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. õÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Xq ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ É ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍÉ.63



þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ X (q; "; i ), ÍÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁ�ÕÓËÁÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÏÍÅÒ q ÎÁ ×ÓÅÈ�ÁÒÁÈ ("; 0); ("; 1); : : : ;ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÅÌÁÑ ÏÄÉÎ ÛÁÇ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÏÔÏÍ Ä×Á ÛÁÇÁ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÔ. Ä. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ É ×ÙÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×ÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÍÙ �ÒÉÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ É ÎÁÞÉÎÁÅÍ �ÒÏ×ÅÒËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. ðÒÏ-×ÅÒËÁ ÜÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× z ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ×Ó£ Ó ÂÏÌØÛÅÊÉ ÂÏÌØÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(z), �ÏËÁ ÎÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅ ", | ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÅËÕÝÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅ" ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÍÅÎØÛÕÀ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ë p(z). úÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÍÅÒÁ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë p(z) Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z .÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÁ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÎÉËÏÇÄÁ É ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ (ÔÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÕÖÅÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "), É ÍÙ ÔÁË É ÎÅ �×ÅÒÎ£ÍÓÑ ÉÚ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÑ�.�Å�ÅÒØ X (q; "; i ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÏÍÅÒ q Ë ×ÈÏÄÕ("; i ), ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ É �ÒÏÛ£Ì �ÒÏ×ÅÒËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ × ÈÏÄÅ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏÎÁÍÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ.åÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÏÍÅÒ q ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÏ ×ÓÅ ÔÅ-ÓÔÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÔÓÑ É Xq ÂÕÄÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕ- ÞÁÑÈ ÆÕÎË�ÉÑ Xq ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ: ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ" �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÏÍÅÒ q (�ÒÉÍÅÎ£ÎÎÁÑ Ë ÜÔÏÍÕ " É ËÏ ×ÓÅÍ i = 0; 1; 2; : : :) ÄÁ£Ô ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙÓ ÓÌÉÛ- ËÏÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ, ÔÏ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÂÕ-ÄÕÔ ÚÁÂÌÏËÉÒÏ×ÁÎÙ, Á �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ". ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.57 ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÉÚÍÅÎÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ: ÇÄÅ ÎÅ�ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ ÓÔÁÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ", ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÕÚÎÁÅÍ.℄ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ. ðÕÓÔØ X | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. ðÒÉËÁÖÄÏÍ q = 0; 1; 2; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Zq , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Xq . íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Zq ; ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Z0∪Z1∪ : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÞ£ÔÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. éÍÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " ÄÌÑ ∪qZq ,ÍÙ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ("=2) ÄÌÑ Z0, �ÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ("=4) ÄÌÑ Z1, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ x("; i ), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÔÁË:x("; [q; k ℄) = X (q; "=2q+1; k);ÇÄÅ [q; k ℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ �ÁÒÙ q; k �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÁÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. (üÔÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ,ÎÏ × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ.) ⊲�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ.ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.åÝ£ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÅÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ �ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÊ� (ÉÌÉ �ÔÉ�ÉÞÎÏÊ�) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÉ�ÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÉËÁËÉÍÉ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (× �ÅÌÏÍ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍÉ). ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï �ÔÉ�ÉÞÎÙÊ� × ÖÁÒÇÏÎÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ �ïÎÅÇÉÎ | ÔÉ�ÉÞÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØÌÉÛÎÉÈ ÌÀÄÅÊ� (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ, �÷Ï×Á | ÔÉ�ÉÞÎÙÊ ÌÏÈ�).�ïÓÏÂÅÎÎÏÅ� Ó×ÏÊÓÔ×Ï | ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÛØ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÁÑ ÞÁÓÔØÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. óËÁÖÅÍ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÕÌÑ� ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÏÌÏ×ÉÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. á Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ËÁ-ÖÄÙÊ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ.üÔÁ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ: ÏÓÏÂÅÎÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÔÉ�ÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉ-ËÁËÏÍÕ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ.âÙÌÏ ÂÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÅÒÍÉÎ �ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÅ�,ÏÓÔÁ×É× ÓÌÏ×Ï �ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ� ÄÌÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ(ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ). ïÄÎÁËÏ �Ï�ÙÔËÉ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÕÀ,ÂÏÌÅÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ, ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÞÁÓÔÏ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÌÉÛØ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ �ÕÔÁÎÉ�Ù (ÜÔÏ ÚÁ-ÍÅÞÁÎÉÅ Á×ÔÏÒÙ ÓÁÍÏËÒÉÔÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÑÔ É Ë Ó×ÏÉÍ �Ï�ÙÔËÁÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ). �ÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÔÏ�ÕÔÁÎÉ�Á É ÔÁË ×ÅÌÉËÁ, É × ÒÁÚÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÓÌÏ×Á �ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ� ÉÍÅÀÔÒÁÚÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ� (�íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ�, ÉÌÉ�ÔÉ�ÉÞÅÓËÁÑ�) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÓÔÁ×É× ÓÌÏ×Ï �ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ� (ÂÅÚ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ) ÄÌÑ ÉÎÔÕÉ-ÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ×ÓÀ ÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØ, �ÏÌÅÚÎÏ ÏÓÏÚÎÁÔØ (É �ÒÏ-ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÅÇÏ �ÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÓÔØ):�ÅÏÒÅÍÁ 29. [randomml-null-riterion℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕ-ÌÅ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ(�ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙ�).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ)ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÉ�ÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÍÅÒÕ 1.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙ, ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å É �ÏÔÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ⊲65



ðÁÒÁÄÏËÓ ÚÄÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ� ÓËÏÒÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÎÅÇÏ �ÍÁÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×�, ÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ �ÒÉÒÏÄÕ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ(ÉÌÉ ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × 
) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÁËÏÊ ÂÙ ÏÎÁ ÎÉ ÂÙÌÁ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ� ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÁÔØ ×ÎÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. á ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (�Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ)ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 30. [omputable-not-random℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ 
 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ.ìÀÂÏ�ÙÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÅÝ£ ÄÏ íÁÒÔÉÎ-ì£-ÆÁ, �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (��ÒÉÍÅÒ úÁÓÌÁ×ÓËÏ-ÇÏ� [86℄). �ÁÍ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, Á ÎÅ Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ�.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, íì-ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏ-ÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ óÏÌÏ×ÅÑ (R. Solovay) × [7℄.�ÅÏÒÅÍÁ 31. [solovay-riterion℄ ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÏÊ ÍÅÒÅ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× x0; x1; x2; : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∑i �(
xi ) < ∞É ! ∈ 
xi �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ i .

⊳ åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} ÉÍÅÅÔ �ÏËÒÙÔÉÑ ÓÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ". óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÁËÉÅ�ÏËÒÙÔÉÑ ÄÌÑ " = 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : : óÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2É �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÈÏÔÑ ÂÙ �Ï ÒÁÚÕ).îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÞËÉ ! ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍ x0; x1; x2; : : :, É ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÁÎÉ�Ù  , ËÏÔÏÒÕÀÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �ÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÞËÉ ! Ó ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ", ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ 
, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙÔÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÒÁÚ, ÇÄÅ �ÅÌÏÅ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ N ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ =N ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ". ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, É ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÖÎÏ �Å-ÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ, ÚÎÁÑ N É ÇÌÑÄÑ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0; x1; x2; : : :. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! | ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ. ⊲ 66



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ� ÌÅÍÍÙ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ (ÅÓÌÉÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× A0; A1; : : : ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÉÍ ÉÚ Ai , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ), É �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ-×ÉÚÁ�ÉÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ âÏÒÅÌÑ {ëÁÎÔÅÌÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÔÕÔ ÎÕÖÎÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ: ÄÌÑËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ×ÓÑËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÙÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍ-ÍÙ (ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ, È×ÏÓÔÙ ÅÇÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÎÅ ÕÍÅÅÍ �Ï " ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ È×ÏÓÔ, ÍÅÎØÛÉÊ ".3.4. ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ[randomun℄õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ÄÁ£Ô �ÒÉÍÅÒ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ).�ÅÏÒÅÍÁ 32. [randomml-lln℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ 1=2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÙÍ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.
⊳ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 1=2 + " (ÉÌÉÍÅÎØÛÅ 1=2 − "), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÍÅÒÙ,�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 27,Ó. 57), ÂÙÌÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ: �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈÓÌÏ× Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÏÔÙ, Á ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÌÁÓØ Ó×ÅÒÈÕ ÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÓÕÍÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ⊲ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ íì-ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 33. [random-lln-effetive℄ ðÕÓÔØ ! = !0!1 : : : | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. �ÏÇÄÁlimn→∞

!0 + !1 + : : :+ !n−1n = 12 :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÙÈ ÍÅÒ. ðÕÓÔØÄÁÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p; q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p + q = 1, �ÒÉÞ£Í p É q ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Õ ÍÅÒÕ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ p, ÓÍ. Ó. 56). ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÅÒÁ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ p É q).�ÅÏÒÅÍÁ 34. ìÀÂÁÑ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ �Á-ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ, ÒÁ×ÎÙÊ p.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ï�ÅÎËÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÑÍÉÞÁÓÔÏÔ ÏÔ p (�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÁÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÅÒÙ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ p ÓÄ×É-ÎÕÔÏ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 47, Ó. 59), ÄÁ£Ô Ñ×ÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ É �ÏËÒÙÔÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ⊲åÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÔÉ�ÉÞÎÏÓÔÉ (íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ:67



�ÅÏÒÅÍÁ 35. ðÕÓÔØ ! | ÔÉ�ÉÞÅÓËÁÑ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ! ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÞÌÅÎÏ×, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÊ.
⊳ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ × ÎÁÞÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ-�Ù, Á ÔÁËÖÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ Å£ ÞÌÅÎÁ ÎÅ ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÉ�ÉÞÎÏÓÔÉ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅÔÉ�ÉÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï: �Ï ×ÓÑËÏÍÕ " ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". ðÒÉ�ÉÛÅÍ Ë ÓÌÏ×ÁÍ, ÚÁÄÁÀÝÉÍ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÎÕÌØ × ÎÁÞÁÌÅ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ�ÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0! ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÙ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÎÅ ÔÉ�ÉÞÎÁ, ÔÏ É 0! ÎÅ ÔÉ�ÉÞÎÁ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ 1!.)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ �ÏËÒÙÔÉÑ, ÕÄÁÌÉÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÂÉÔ,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÅÒÙ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ!′, �ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ! �ÅÒ×ÏÇÏ ÂÉÔÁ. úÎÁÞÉÔ, !′ ÎÅ ÔÉ�ÉÞÎÁ. ⊲58 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ×ÓÅÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÉ�ÉÞÎÏÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ).�É�ÉÞÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.59 ðÕÓÔØ n0; n1; n2; : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ (ni 6= nj �ÒÉ i 6= j ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = !0!1!2 : : : ÔÉ�ÉÞÎÁ,ÔÏ É Å£ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !|n = !n0!n1!n2 : : :ÔÉ�ÉÞÎÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x × �ÏËÒÙÔÉÉ ÄÌÑ !|n �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ n0; n1; : : : ; ni−1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÂÉÔÁÍÉÓÌÏ×Á x (ÚÄÅÓØ i | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ ÌÀÂÙÅ. ïÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×ÒÁ×ÎÁ ÍÅÒÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x .℄íÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕ ÔÅÍÕ (Ï ×ÙÂÏÒÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ) × ÇÌÁ×Å Ï ÞÁÓÔÏÔÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ ÆÏÎíÉÚÅÓÏÍ (ÇÌÁ×Á 9, Ó. 224).60 ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÉ�ÉÞÎÁ (íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. òÁÚÄÅ-ÌÉÍ Å£ ÎÁ ÂÌÏËÉ �Ï Ä×Å �ÉÆÒÙ É ÚÁÍÅÎÉÍ ÂÌÏËÉ 00 ÎÁ ÎÕÌÉ, Á ÂÌÏËÉ 01, 10 É 11 | ÎÁÅÄÉÎÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÉ�ÉÞÎÁ �Ï ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÅ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ 1=4; 3=4. [õËÁÚÁÎÉÅ. ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 × ÓÅ-ÂÑ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔËÒÙÔ, É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ�ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÒÁ×ÎÁ (1=4; 3=4)-ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U .℄61 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÉ�ÉÞÅÓËÁÑ �Ï (1=4; 3=4)-ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÊ�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ⊂ 
 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ′ ×ÓÅÈ ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏÒÙÈ F −1({!}) ⊂ B (ÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ×ÎÅ B , ÉÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ B ).ïÂÒÁÚ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ B ′ ÏÔËÒÙÔÏ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÅÓÔØÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ É B ′ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ, É ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ-×Á ÍÅÒÁ B ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ B . óÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 99, Ó. 152). 68



éÎÔÅÒÅÓÎÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ-ÒÅ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ïÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 36. ðÕÓÔØ A | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a0a1a2 : : :, ÇÄÅ ai = 0 �ÒÉ i =∈ A É ai = 1 �ÒÉ i ∈ A,ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.
⊳ ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÌÅÄÑÚÁ �ÅÒ×ÙÍÉ k ÞÌÅÎÁÍÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ÍÅÒÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ó£ ÎÏ×ÙÅ É ÎÏ×ÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×Ó£ ÎÏ×ÙÅ ÉÎÏ×ÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ k -ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚÎÉÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÕÚÎÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ). îÏ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÜÔÉÈ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k+1 ÛÔÕË (ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ k). é ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÓÅ ÜÔÉÓÌÏ×Á ×ËÌÀÞÉÍ × �ÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �ÏËÒÙÔÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (k+1)=2kÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁË ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏËÒÙÔÉÑ, ÎÅÕËÁÚÙ×ÁÑ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ.) ⊲÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ×ÏÏÂÝÅ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ�Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ,ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,× [79℄), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÌÁÓÓÅ �2∩�2 ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ (ÄÒÕÇÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 37. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, íì-ÓÌÕÞÁÊ-ÎÁÑ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.
⊳ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× x0; x1; : : :, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ∑ 2−l (xi ) < 1=2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× xi ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ. (íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 1=2, É ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ�ÏËÒÙÔÉÑ ÂÕÄÅÔ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ.)ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ 
xi ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
(ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÕÌØ, Á ËÁËÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ).÷ ÓÕÍÍÅ ÍÅÒÁ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=2, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, �ÒÉÈÏÄÑÝÉÈÓÑÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÏÌÏ×ÉÎ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=4. ðÒÁ×ÄÁ, ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ xi , ÍÙÎÅ ÍÏÖÅÍ Ó Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ ×ÙÂÒÁÔØ ÜÔÕ �ÏÌÏ×ÉÎÕ (×ÄÒÕÇ �ÏÔÏÍ ÏÂßÑ×ÉÔÓÑ ËÏÒÏÔËÏÅ ÓÌÏ×Ï,ËÏÔÏÒÏÅ �Ï�ÁÄ£Ô × ÜÔÕ �ÏÌÏ×ÉÎÕ).îÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ 0′, ÔÏ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ (�Ï-ÓËÏÌØËÕ �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÅ ÍÅÒÙ ÎÁÄ 1=4 ÅÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÏÌÏ-×ÉÎÕ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ Ä×Å ÞÅÔ×ÅÒÔÉ É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, × ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �ÏËÒÙÔÉÑÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=8. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ Å£ ÎÁÞÁÌÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ69



�ÏËÒÙÔÉÑ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÓÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÉËÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÊÔÉ × �ÏËÒÙÔÉÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲(äÒÕÇÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.7 ÎÁÓ. 145.)ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉ-ÁÎÔ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:62 [shnorr-nonuniversal℄ ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×x0; x1; x2; : : :, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ
∑i 2−l (xi )ÍÅÎØÛÅ 1 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× xi ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ S , ÍÅÎØÛÅÇÏ ÅÄÉÎÉ�Ù.�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !0!1!2 : : : Ó ÔÁËÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÏÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U = ∪
xi ÓÒÅÄÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á !0 : : : !k ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÅ-ÎÅÅ S .℄ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ,�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ûÎÏÒÒÏÍ [66℄. á ÉÍÅÎÎÏ, × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÒÑÄ ÉÚ ÍÅÒ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ") ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÌÓÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 É Æ > 0 ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×ÒÑÄÁ ∑i p(x("; i )), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅÂÏÌÅÅ Æ. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �Ï ".) üÆÆÅËÔÉ×-ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÜÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �Ï ûÎÏÒÒÕ. (ûÎÏÒÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÈ total rekursive Nullmenge,ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1 × [66℄, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Õ ûÎÏÒÒÁ rekursive Nullmenge, ÓÍ. ÔÁÍ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1.)63 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ,ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ", ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ûÎÏÒÒÁ. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ�ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÅÒÅ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ.)úÁÄÁÞÁ 62 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÍÕ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ. (äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.) ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÙÈ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÏûÎÏÒÒÕ). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÕÀ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÎÕÌÅ-×ÏÅ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ûÎÏÒÒÕ (ÉÌÉ ÔÉ�ÉÞÅÓËÏÊ �Ï ûÎÏÒÒÕ).ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ: ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÇÌÁ×Ù 5), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï ûÎÏÒÒÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ.70



64 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ûÎÏÒÒÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! =!0!1!2 : : :, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁÓÔ£Ô ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÅÓÔØKS (!0 : : : !n−1) = O(log n).[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 62 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. åÓÌÉ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ××ÅÓÔÉ × ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ �Ï ûÎÏÒÒÕÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÔÏ ×�ÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ (ÉÓ-ÈÏÄÑ ÉÚ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁ�ÁÓÁ). �ÁË ÍÏÖÎÏ ××ÏÄÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ. üÔÏ ÎÅ ÄÁÓÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ûÎÏÒÒÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ), �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ÔÏÍ,ËÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. îÏ ÅÓ-ÌÉ ××ÏÄÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÕÓÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÖÅÄÌÉÎÅÎ, ÔÏ ÜÔÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.℄íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï ûÎÏÒÒÕ × ÒÁÚÄÅÌÅ 9.8, ÇÄÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÁ ÅÇÏ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.65 [shnorr-solovay℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ�Ï ûÎÏÒÒÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×x0; x1; : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ ∑i p(xi ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÓÒÅÄÉ xi ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (ÁÎÁÌÏÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ óÏÌÏ×ÅÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï ûÎÏÒÒÕ,ÔÅÏÒÅÍÙ 31). [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙâÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ.℄

71



4. á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[prefix℄4.1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N[prefix-pp℄ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÍÁÛÉÎÕ, �ÒÏÇÒÁÍÍÕ) Ó ÄÁÔÞÉËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×.�ÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ b := random;�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Á Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ.(÷ÓÔÒÅÔÉ× ÔÁËÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ, ÍÙ �ÒÅÒÙ×ÁÅÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÂÒÏÓÁÅÍ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ × �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ b .) �ÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÍÉ.òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ×ÈÏÄÁ, ÎÏ É ÏÔÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÈÏÄÅ ×ÙÈÏÄ(ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Á ÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
u ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÒÁ×ÎÁ 2−l (u).äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ x É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ 
 ÞÅÒÅÚ A(x; !) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁ-ÂÏÔÙ A ÎÁ ×ÈÏÄÅ x , ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÂÅÒÕÔÓÑ ÂÉÔÙ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !(ËÁÖÄÙÊ ×ÙÚÏ× random ÂÅÒ£Ô ÎÏ×ÙÊ ÂÉÔ). úÎÁÞÅÎÉÅ A(x; !) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É !. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ y ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{! | A(x; !) = y}. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÏ (É ÄÁÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÉ × 
); ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
z ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× z , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÁ y . íÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÙÈÏÄÁ y �ÒÉ ×ÈÏÄÅ x .÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ, ×ÙÈÏÄÁÍÉËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉÍÅÒ: ÍÁÛÉÎÁ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑÅÄÉÎÉ�Á, É ×ÙÄÁ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ �ÅÒÅÄ �ÅÒ×ÏÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÈÏÄÁÈ ÔÁËÏÅ: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ pi �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ iÒÁ×ÎÁ 2−(i+1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, p0 ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÁÌÏÅÄÉÎÉ�Õ, p1 | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÄÁÌÏ ÎÕÌØ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÔÁË ÄÁÌÅÅ.÷ ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ pi ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÍÁÛÉÎÁ ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ É ÎÅ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÅÔ (ÔÁË ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÁÄÁÔØ ÎÕÌÉ)ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.éÔÁË, ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ, ×ÙÄÁÀÝÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ×ÙÈÏ-ÄÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p0; p1; : : :, ÇÄÅ pi ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i .ëÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p0; p1; : : : ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ? ïÄÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ∑ pi 6 1. îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ:×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ p0; p1; : : : | ËÏÎ-ÔÉÎÕÕÍ. 72



îÁÞÎ£Í Ó ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ: ËÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ (ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ)? þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔ×ÅÔ, ××ÅÄ£Í �ÏÎÑÔÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏÊ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.66 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë � Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀÎÅ ÂÏÌÅÅ "), ÔÏ � �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÎÉÚÕÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÅÌÁÔØ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ.℄67 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁÞÉÓÌÁ � É −� �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ.÷ÏÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ: ÞÉÓÌÏ � �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ �, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ � ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a0 6a1 6 a2 6 : : :, ÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ai , ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ×ÓÅÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ �. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÕÍÅÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ �, ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. úÁÔÅÍ ÜÔÕ �ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÉÚ ÎÅ£ ÞÌÅÎÙ, ÍÅÎØÛÉÅ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÈÓÑ.ðÏÎÑÔÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ×Ï�ÒÏÓ:�ÅÏÒÅÍÁ 38. [enumerable-mahines℄ (Á) ðÕÓÔØ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÁ (ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ). �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Å£ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÅÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.(Â) ÷ÓÑËÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ.
⊳ (Á) ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ pn ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÁÛÉÎÙ × ÔÅÞÅÎÉÅ n (ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ) ÛÁÇÏ× ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ÚÁ n ÛÁÇÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕËÁÖÄÙÊ ÉÓÈÏÄ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ËÒÁÔÎÕÀ 1=2n , É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÁËÖÅ ËÒÁÔÎÁ1=2n .þÉÓÌÏ pn ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ. óÒÏÓÔÏÍ n ÏÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ) É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÁÛÉÎÙ(ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ×).(Â) ðÕÓÔØ q | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ q = lim qnÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉq0 6 q1 6 q2 6 : : :ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÛÉÎÕ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ q . íÁÛÉ-ÎÁ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ É ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÂÉÔÙ b0; b1; b2; : : : ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅÚÎÁËÉ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � = 0;b0b1b2 : : : . ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ q0; q1; q2; : : : É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Õ ÎÅ£ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ � < q . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ73



q0 q1 q2 : : :
òÉÓ. 9. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ � = 0;b0b1 : : : É q = lim qi .[prefixpp.1℄0;b0b1 : : : bi 111 : : : (ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ qi (ÔÅËÕÝÅÊÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ q). óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÎÁ ÒÉÓ. 9.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � < q . õÂÅÄÉÍÓÑ ×ÜÔÏÍ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � ÍÅÎØÛÅ q , ÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÁ qi ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ëq , Á ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ � ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë �, É �ÏÔÏÍÕ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ qi �ÒÅ×ÙÓÉÔÔÅËÕÝÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ � < q �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ � < q , ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉ-ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; q), ÔÏ ÅÓÔØ q (ÞÉÓÌÏ �, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄). ⊲÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p0; p1; p2; : : : �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ p Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ −∞), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊp(i; 0) 6 p(i; 1) 6 p(i; 2) 6 : : :É pi = limn→∞

p(i; n)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i .íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ pi�ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï i �. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ É �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ, ËÁË�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 39. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p0; p1; p2 : : : �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈r; i 〉, ÇÄÅ i | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á r | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÍÅÎØÛÅÅ pi , �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.
⊳ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÙ (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÎÉ-ËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p0; p1; p2; : : : �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É pi =limn p(i; n). áÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ×ÓÅ �ÁÒÙ 〈r; i 〉, ×ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ74



ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ðÒÉ n -Í ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ë �ÁÒÅ 〈r; i 〉 ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ r  p(i; n); ÅÓÌÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ r < p(i; n), ÔÏ �ÁÒÁ 〈r; i 〉 ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ×ÓÅ ÎÕÖÎÙÅ �ÁÒÙ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ (r < limn p(i; n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁr < p(i; n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n).îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï r < pi �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ÷ÏÚØÍ£Í ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÔÁËÉÅ�ÁÒÙ. þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ p(i; n), ÓÄÅÌÁÅÍ n ÛÁÇÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ; ÏÔÂÅÒ£Í ×ÓÅ �ÁÒÙ 〈r; i 〉 ÓÄÁÎÎÙÍ i É ×ÏÚØÍ£Í × ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ r . ðÏÌÏÖÉÍ p(i; n) ÒÁ×ÎÙÍ ÜÔÏÍÕ r (ÅÓÌÉ �ÁÒÓ ÎÕÖÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ i ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÔÏ p(i; n) = −∞). ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n �ÁÒÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(i; n) ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÉ, Á �ÒÅÄÅÌ limn p(i; n) ÒÁ×ÅÎ pi(�ÏÓËÏÌØËÕ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ pi ). ⊲�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÍÁÛÉÎÁÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 40. [semimeasure-mahine℄ (Á) ðÕÓÔØ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÁ ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØpi | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ pi �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ∑i pi 6 1.(Â) ðÕÓÔØ p0; p1; : : : | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ∑i pi 6 1. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÒÁ×ÎÁ pi .
⊳ ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞÎÏÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÙ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍÓÎÉÚÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ i (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ).÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÖÅ ÍÁÌÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. òÁÎØÛÅ Õ ÎÁÓ ×ÙÄÅÌÑÌÁÓØ ×Ó£ Â�ÏÌØÛÁÑÞÁÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÄ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ. �Å�ÅÒØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÅÔ �ÏÄÅÌÅÎÁ ÎÁÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ i . ÷ÏÚÒÁÓÔÁÀ-ÝÉÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë pi ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÒÁÚÍÅÒÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØÓÁÍÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ×ÙÄÅÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏ×ÏÍÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ËÕÓÏË ÏÔÒÅÚËÁ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ-×Ï) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÚÁËÁÚÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÒÅÚÏË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÓØ!)ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÙÈÏÄÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉÓ ×ÙÈÏÄÏÍ i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÊ (ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÈÏÄÕ �ÒÏ�ÅÓÓÁ).ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÍÙ �ÏÒÏÖÄÁÅÍ ÂÉÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �, É ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓÎÏ, × ÞØÀ ÏÂÌÁÓÔØ �Ï�ÁÄ£Ô �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÄÁ£ÔÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄ.âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ pi = limn p(i; n) × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ×ÓÅ p(i; n) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ (ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÎÁ ÎÕÌØ), É ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ nÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p(i; n) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ (�ÏÌÏÖÉÍ p(i; n) = 0 �ÒÉ i > n).âÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔ ÎÕÌÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÏÔÒÅÚËÉ, �ÏÍÅÞÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ Ë n -ÍÕ ÛÁÇÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÞÉ-ÓÌÏÍ i , ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ p(i; n). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏÕ×ÅÌÉÞÉÌÉÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(i; n) �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i , É ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÎÕÖÎÙÍÉ �ÏÍÅÔËÁÍÉ. 75



úÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ ÍÙ ÎÅ ×ÙÊÄÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ p(i; n) 6 pi É ∑ pi 6 1.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ×ÙÈÏÄÏÍi , ÅÓÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ b0b1 : : : bk ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏËÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁb0b1 : : : bk , ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏÍ i . (÷ÎÕ-ÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ [u; v ℄ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (u; v).) ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ i �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÏÍi , Á ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) ÒÁ×ÎÁ ËÁËÒÁÚ pi . ⊲âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N ÌÀÂÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉ-ÓÅÌ pi , ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. (éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÉÓÁÔØp(i ) ×ÍÅÓÔÏ pi .) �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒ:(1) ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎ; (2) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕÒÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1. �ÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.óÌÏ×Ï ��ÏÌÕÍÅÒÁ� ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÂÉÈÏÄÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ �ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÁÍÉ�), ÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ Õ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ-×ÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ i 7→ pi , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∑i pi 6 1. �ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å N∪{⊥}, ÇÄÅ ⊥ | Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ �ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÞÉÓÌÁ i ÅÓÔØ pi , Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ⊥ ÅÓÔØ 1− ∑i pi . îÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ (ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ Ñ×ÎÏ).íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ (�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ) �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (ÉÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ×ÙÈÏ-ÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×.÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: × ÇÌÁ×Å 5 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. üÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÁÛÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÙÈÏÄ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ-×ÁÔØÓÑ. îÏ �ÏËÁ ÞÔÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÌÏ×Á x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÌÁ ×ÓÅ ÂÉÔÙÓÌÏ×Á x É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ, ÔÁË ÞÔÏ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.4.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ[prefix-m℄ âÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ. îÁÚÏ×£Í �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ m ′ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m ′(i ) 6 m(i )ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ i . (�ÅÒÍÉÎ �ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ� ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÞØ ÉÄ£ÔÉÍÅÎÎÏ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÎÏ ÞÁÝÅÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÅ.)�ÅÏÒÅÍÁ 41. [max-semi-N℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ N.76



⊳ íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÊ ÍÁÛÉÎÙ M ′ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ MÍÅÎØÛÅ ÔÁËÏÊ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ M ′ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ.üÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÁË: �ÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ M ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÅÒÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀÍÁÛÉÎÕ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ,ÞÔÏÂÙ ×ÓÑËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ÏÑ×ÌÑÌÁÓØ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ), Á �ÏÔÏÍÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ. åÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ′ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎÁ,ÒÁ×ÎÁ p, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(i ) �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ i ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÅ ÍÅÎØÛÅ p · m ′(i ), ÇÄÅm ′(i ) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ i ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ M ′. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ  =1=p.óÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ËÁ-ËÉÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M0;M1;M2; : : : , ×ËÌÀÞÁ-ÀÝÁÑ ×ÓÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ. íÁÛÉÎÁ M ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, ÏÖÉÄÁÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊÅÄÉÎÉ�Ù. äÁÌÅÅ ÏÎÁ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ Mi , ÇÄÅ i | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ �ÅÒÅÄ �ÅÒ×ÏÊÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ⊲ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÏ×. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÓÁÍÙÊ �ÌÏÈÏ ÓÈÏÄÑ-ÝÉÊÓÑ� �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ. (�ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÓ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÑÄÙ, ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ, Á ÒÑÄÙ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.)éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÓÔÁ: ×ÏÚØÍ£Í ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1, É ÓÌÏÖÉÍ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÈÏÄÑ-ÝÉÊÓÑ ÒÑÄ. óÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÑÄ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ). ÷Ï�ÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ËÁË ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ.ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ p : 〈i; n〉 7→p(i; n). �ÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍÉÈ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p(0); p (1); p(2); : : : É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀp(i; n) = n
∑k=0�kp(k)(i; n);ÇÄÅ �k | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ∑k �k 6 1 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�k = 2−k−1). ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ p ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n (�ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ i ), �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅ ÞÌÅÎÏ× É ÓÁÍÉ ÞÌÅÎÙ ÒÁÓÔÕÔ. ðÒÉÜÔÏÍ limn→∞

p(i; n) = ∑k �k limn→∞
p(k)(i; n)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i , ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÍÅÒ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �k .üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏÂÅÌ. ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ p(i; n) ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÏÌÕ-ÍÅÒÙ, × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÕÖÎÏ ÅÝ£, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ(ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÔÒ£È ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×). íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÏÓÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÄÒÑÄ ×ÓÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p(k) | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ k -Ê �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ k -Ñ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ77



ÎÅ ÚÁÄÁ£Ô �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ (×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÉÌÉÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÉÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÒÅÄÅÌÏ× ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù).ðÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó�ÁÓÁÅÔ ÔÁËÁÑìÅÍÍÁ. ÷ÓÑËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ P ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −∞) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × �ÒÏÇÒÁÍÍÕ P ′, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÔÏÇÏ ÖÅÔÉ�Á, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÁÍÁ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÁ P ÚÁÄÁ×ÁÌÁ �ÏÌÕÍÅÒÕ, ÔÏ ÎÏ×ÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ P ′) ÒÁ×ÎÁ ÓÔÁÒÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ P | ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÁÑ). äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÏÖÉÍ P ′(i; n) ÒÁ×ÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ ÚÁ n ÛÁÇÏ× �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ P (i; 0); : : : ; P (i; n) (ÅÓÌÉ ÚÁ n ÛÁÇÏ× ÎÉ ÏÄÎÏÉÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁ£Ô ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÌÉ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ P ′(i; n) = 0). üÔÏÕÖÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×ÓÀÄÕ-Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ P ′, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ �Ï ×ÔÏÒÏ-ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ i ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ P (i; n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ,ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É ÎÅ ÕÂÙ×ÁÀÔ �Ï n , ÔÏ limn P ′(i; n) = limn P (i; n).åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÅÇÏ ÎÁÍ ÅÝ£ ÎÅÄÏÓÔÁ£Ô: ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∑ p ′i 6 1, ÇÄÅ p ′i = limn P ′(i; n).äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÁÇÁÔØ P ′(i; n) ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ �ÒÉ ×ÓÅÈ n < i . (ñÓÎÏ, ÞÔÏÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ �ÒÅÄÅÌÁ limn P ′(i; n).) óÕÍÍÁP ′(i; n) �Ï ×ÓÅÍ i �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÔÅ�ÅÒØ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ, É Å£ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. îÁÍÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ ÅÄÉÎÉ�Ù. þÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏÓËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ P ′: �ÅÒÅÓÔÁÎÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ P ′ Ó ÒÏÓÔÏÍ n , ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÓÄÅÌÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÊ. (ó�ÅÒ×Á ÍÙ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ n = 0, �ÏÔÏÍ�ÒÉ n = 1 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.) ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ × ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÚÁÔÅÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ�ÏÌÕÍÅÒÕ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁ×ÅÒÛÉ× ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 41.æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ m . úÎÁÞÅÎÉÅ m(i ) ÜÔÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÞÉÓÌÅ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ i . óÍÙÓÌ ÓÌÏ× �Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ� ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï | Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉË, �ÒÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅ ÚÎÁÑ ÎÉÞÅÇÏ ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÑÝÉËÁ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏ ÅÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ (a priori,ËÁË ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ ÆÉÌÏÓÏÆÙ) Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÞÉÓÌÁ i . �ÁË×ÏÔ, ÅÓÌÉ ÑÝÉË ÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ m(i ),ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÚÁÎÉÚÉÍ Ï�ÅÎËÕ (ÍÁËÓÉÍÕÍ | × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ). éÎÏÇÄÁ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N.ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ i ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. çÒÕÂÏÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÁ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÝÅ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×�ÏÌÎÅ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÍÙ×ÓËÏÒÅ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ��ÒÅÆÉËÓÎÁÑ�ÓÌÏÖÎÏÓÔØ) ÞÉÓÌÁ i ÒÁ×ÎÁ − logm(i ).4.3. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ[prefix-ma℄ ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ�ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ�: ÄÅËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÅ ÎÅ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Ï�É-78



ÓÁÎÉÅ, Á ÏÎÁ ÒÅÛÁÅÔ ÜÔÏ ÓÁÍÁ. üÔÕ ÉÄÅÀ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÑÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ (É ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ)Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÈ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÄÁÌÅÅ, Á ÓÅÊÞÁÓ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:(f (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ) É (x | ÎÁÞÁÌÏ y) ⇒ f (y) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏ f (x).�ÅÏÒÅÍÁ 42. [prefix-orr-opt℄ óÒÅÄÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ.
⊳ îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅÆÕÎË�ÉÉ, ËÁË ÒÁÎØÛÅ, Á ÌÉÛØ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ, É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÅ-ÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ).�ÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó�ÏÓÏÂ D ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏÓ�ÏÓÏÂÁ D ′ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP D(x) 6 KP D ′(x) + O(1).úÄÅÓØ ÍÙ �ÉÛÅÍ KP ×ÍÅÓÔÏ KS , ÞÔÏÂÙ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ�ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ D Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ KP D(x)ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS D(x).òÁÎØÛÅ (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÏÉÌÓÑ ÔÁË:D(p̂y) = p(y);ÇÄÅ p̂ | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏ×Á p (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, p̂ = p01, ÇÄÅ × p ÕÄ×ÏÅÎËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÓÌÏ×Á p), Á p(y) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p Ë ×ÈÏÄÕ y (ÓÌÏ×Ï p�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÇÒÁÍÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÑÚÙËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ).âÕÄÅÔ ÌÉ D �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ? ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ �ÒÏÇÒÁÍÍp ÅÓÔØ ×ÓÑËÉÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ. åÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÅËÏÒ-ÒÅËÔÎÁ É, ÓËÁÖÅÍ, p(0) = a É p(00) = b �ÒÉ a 6= b , ÔÏ D(p̂0) = a É D(p̂00) = b, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ D .ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ �ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ� �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ×ÍÅÓÔÏ p(y) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ [p℄(y), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÁË:(1) ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p ËÏ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÙ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÁÒ 〈yi ; zi 〉, Õ ËÏÔÏÒÙÈ zi = p(yi ).(2) üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÒÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. õÄÏÂÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ: ÓÌÏ×Á y É y ′ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÌÏ×Á). ðÒÏÒÅÖÉ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ �ÁÒÁ 〈yi ; zi 〉 �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒ 〈yj ; zj 〉 �ÒÉ j < i , ÔÏ ÏÎÁ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ. óÌÏ×Ï ��ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ yi ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó yj , ÎÏ zi 6= zj . (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØÏÞÅÒÅÄÎÕÀ �ÁÒÕ ÔÏÌØËÏ Ó ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÉ 〈yj ; zj 〉, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ.)(3) ÷ÓÅ ÜÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÈÏÄÁ y . ÷ÙÞÉÓÌÑÑ [p℄(y), ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ(ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÏÊ) �ÁÒÙ 〈yi ; zi 〉, Õ ËÏÔÏÒÏÊ yi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ y . ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÍÙ ×ÙÄÁ£Í ÒÅÚÕÌØÔÁÔ zi × ËÁÞÅÓÔ×Å [p℄(y).79



ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏ×Á ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p, ÆÕÎË�ÉÑ y 7→ [p℄(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ [p℄(y) = z . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ��ÒÏÒÅÖÅÎÎÏÊ��ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ �ÁÒÁ 〈yi ; z 〉, ÇÄÅ yi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y . ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØy Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y ′. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ [p℄(y ′) ÍÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �Á-ÒÏÊ 〈yi ; z 〉. âÏÌÅÅ ÒÁÎÎÉÅ (ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ) �ÁÒÙ 〈yj ; zj 〉 ÎÁÍ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÏÄÏÊÄÕÔ (ÅÓÌÉ yj ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó yi , ÔÏ yj ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y ′), ÌÉÂÏ ÄÁÄÕÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÅÓÌÉyj ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó yi , ÔÏ zi = zj ).åÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÁ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÔÏ Å£ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ËÁÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ [p℄(y) = p(y) �ÒÉ ×ÓÅÈ y . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÎÅÂÕÄÅÔ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ [p℄(y) ÓÏ×�ÁÄ£Ô ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ p ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÓÌÏ×Å y ÉÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÅÇÏÎÁÞÁÌÅ (ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ × ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ p).ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔ-ÎÙÍ É Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ (× ËÌÁÓÓÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÒÁ×ÎÉÔØ D(p̂1y1) É D(p̂2y2) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p̂1y1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ p̂2y2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p̂1 É p̂2 (ÂÕÄÕÞÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÓÌÏ×Á p̂2y2) ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, É �Ï Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ p1 = p2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, y1 ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ y2, É ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØÀ [p1℄ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, [p2℄).ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ D ÄÏËÁÚÁÎÁ. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ [p ℄(y) = p(y) ÄÌÑËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ p, É �ÏÔÏÍÕ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ D ′ (Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ p) Ë DÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á p̂. ⊲æÉËÓÉÒÏ×Á× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ É ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP (x) ÓÌÏ×Á x . ëÁË ÏÂÙÞÎÏ,ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ(ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ).óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÓÌÏ×Á × Å£ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏ×Å, ÔÏ ÏÎÁ ÕÖÅÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÉ ÎÁ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁÈ, ÎÉ ÎÁ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓ�ÒÅ-ÆÉËÓÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅÓÌÏ×Á. äÌÑ ÎÉÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÅ 42:�ÅÏÒÅÍÁ 43. [prefix-opt℄ óÒÅÄÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÊ.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÎÏ �ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ� �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎÁÞÅ.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p �ÏÓÔÒÏÉÍ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ y 7→ {p}(y) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:(1) ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ p ËÏ ×ÓÅÍ ×ÈÏÄÁÍ, �ÏÌÕÞÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ �ÁÒ 〈yi ; zi 〉, Õ ËÏÔÏÒÙÈ zi = p(yi ).(2) üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÒÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ: ÅÓÌÉ × ËÁËÏÊ-ÔÏ �ÁÒÅ 〈yi ; zi 〉 ÓÌÏ×Ï yi ÓÏ-×ÍÅÓÔÎÏ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ yj (�ÒÉ j < i ), ÔÏ ÜÔÁ �ÁÒÁ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ.(3) äÁÌÅÅ, ÉÍÅÑ ×ÈÏÄ y , ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ (ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÏÊ) �ÁÒÙ 〈yi ; zi 〉 Ó �ÅÒ×ÙÍÞÌÅÎÏÍ yi = y . ÷ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ �ÁÒÙ É ÂÕÄÅÔ {p}(y).80



ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ y 7→ {p}(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ É ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 42. ⊲�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ KP ′).ëÁËÁÑ ÖÅ ÉÚ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP É KP ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ�? üÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÄÅÌÏ ×ËÕÓÁ.íÙ Õ×ÉÄÉÍ ×ÓËÏÒÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.5), ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÍÅÒÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ O(1) (É ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ Ó�ÒÁÛÉ×ÁÔØ ÎÅ Ï ÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÕÞÛÅ, Á Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ. üÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ï�ÒÏÓ ×ËÕÓÁ. á×ÔÏÒÁÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó �ÒÅÆÉËÓÎÏ-ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÎÅ ÚÒÑ ÍÙ ÅÇÏ �ÒÉ×ÅÌÉ �ÅÒ-×ÙÍ). ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ �ÒÏÓÔÏÅÉ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.îÁÓËÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (KP , KP ′) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÂÙÞÎÏÊ?þÔÏ ÉÚ ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × ÓÉÌÅ?
• ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:KS (x) 6 KP (x) + O(1) É KS (x) 6 KP ′(x) + O(1);�ÏÓËÏÌØËÕ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ É �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ KS .
• íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ KS (x) 6 l (x) + O(1) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ). �Å�ÅÒØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ, ÔÁË ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÎÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. ëÁË ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ× ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5, ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÎÅ×ÅÒÎÏ.
• [prefix-omplexity-length℄ �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ Ï�ÅÎËÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÌÉÎÙ. (íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ KP ′, ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÌÑ KP ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.)äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KP ′(x) 6 2l (x) +O(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D , Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D(x01) = x(x �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÂÉÔÏ× × x), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÂÏÌÅÅÜËÏÎÏÍÎÏÅ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ x̂ ×ÍÅÓÔÏ x01, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ É ÌÕÞÛÉÅ Ï�ÅÎ-ËÉ: KP ′(x) 6 l (x) + 2 log l (x) + O(1)�ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ x̂ = bin(l (x))01x ; ÉÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍKP ′(x) 6 l (x) + log l (x) + 2 log log l (x) + O(1)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. 81



• ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ×ÅÒÎÙÍ: KP ′(A(x)) 6 KP ′(x) + O(1)(ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ D | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ x 7→ A(D(x)) ÔÁË-ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. úÁÍÅÎÉ× ÓÌÏ×Ï �ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ� ÎÁ��ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ�, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ KP ×ÍÅÓÔÏ KP ′.üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË-ÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (�ÁÒ ÓÌÏ×, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ× É Ô. �.), ÎÅÕÔÏÞÎÑÑ Ó�ÏÓÏÂÁ ÉÈ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
• îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ ÓÌÏ× Ó �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÅÒÎÏ ÂÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁ×ËÉ: KP (x; y) 6 KP (x) + KP (y) + O(1)(ÔÅÏÒÅÍÁ 54 × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6, Ó. 95).
• ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-ÍÅÎÉÔØ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å A Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ �ÒÅÆÉËÓ-ÎÏÊ) ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ D , ÔÏ D(p) = x É l (p) = KS (x), �ÏÜÔÏÍÕKP (x) = KP (D(p)) 6 KP (p) + O(1) 6 l (p) + 2 log l (p) + O(1) == KS (x) + 2 logKS (x) + O(1):íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ (ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ KP (p) 6 l (p)+2 log l (p)+O(1);ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (x) 6 KS (x) + logKS (x) + 2 log logKS (x) + O(1)É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÅÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.4.4. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÍÁÛÉÎÙ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ×ÈÏÄÏÍ[prefix-sd℄üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ �ÏÞÔÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. íÙ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØÉÄÅÀ �ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ� ×ÈÏÄÁ É Å£ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×Á× Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ É ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ.ïÂÙÞÎÏ, �ÏÄÁ×ÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÍÁÛÉÎÙ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÍÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ� ÜÔÏÇÏÓÌÏ×Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÉÄÉÔ �ÅÒ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Á, Á ËÏÎÅ� ÓÌÏ×Á ÏÔÍÅÞÅÎ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÕËÁÚÁÔÅÌÅÍ (ÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÉÍ×ÏÌ ��ÒÏÂÅÌ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄ£Ô ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÂÉÔÏÍÓÌÏ×Á).çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ×ÈÏÄÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ: ÍÁÛÉÎÁ�ÏÌÕÞÁÅÔ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÒÕÇÉÍ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï) É × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ.82



4.4.1. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ÷ÏÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÁÛÉÎÙ, �ÏÍÉÍÏ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎ-ÔÙ, ÅÓÔØ ×ÈÏÄÎÁÑ ÌÅÎÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ. ëÒÁÊÎÑÑÌÅ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ ÌÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÁÒËÅÒ #, Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (ÒÉÓ. 10).# 0 1 0 0 0 1 · · ·

òÉÓ. 10. ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ.[read-only-tape℄éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ ÓÔÏÉÔ Õ ÌÅ×ÏÇÏ ËÒÁÑ ÌÅÎÔÙ (É ×ÉÄÉÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÁÒËÅÒ).ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÉÄÉÔ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ, ÁÔÁËÖÅ (ËÁË ×ÓÅÇÄÁ) ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÉÄÉÔ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÜÔÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÍÁÛÉÎÁ �ÒÅÄ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ. üÔÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÚÁ�ÉÓÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ,Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ × ÓÅÂÑ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ É ÓÄ×ÉÇ ×�ÒÁ×Ï ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏ×ËÉ.òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ (ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ�ÕÓÔÏÊ).ðÕÓÔØ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ. âÕÄÅÍ ÚÁ�ÕÓËÁÔØ Å£ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÌÅÎÔÁÈ. ëÁËÔÏÌØËÏ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ä×Á ÓÌÏ×Á: ÔÕ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÕÀÏÎÁ ÕÓ�ÅÌÁ �ÒÏÞÅÓÔØ (ÓÌÏ×Ï x), É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ (y). íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÁÒ 〈x; y〉 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �M . åÓÌÉ 〈x1; y1〉 É 〈x2; y2〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �M , ÔÏ ÓÌÏ×Á x1 Éx2 ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x2, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó x2 ÎÁ ×ÈÏÄÅÄÏÌÖÎÏ �ÒÏÔÅËÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó x1 (�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÔÅ ÖÅ) É×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔØ ÓÌÏ×Á x2 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �M .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÉÚ �M ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �M ÚÁÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀÆÕÎË�ÉÀ M , ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. âÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑM ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ M (x), ÎÁÄÏ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ M ÎÁ x É �ÏÓÌÅÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÄÏÛÌÁ ÄÏ ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á x ,ÎÏ ÎÅ ×ÙÛÌÁ ÚÁ ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÙ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ (ÌÀÂÙÅÄ×Á ÓÌÏ×Á ÉÚ Å£ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ). ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 44. ìÀÂÁÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ.
⊳ üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÓÁÍÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÛÉÎÁ F , ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ (× ÏÂÙÞ-ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÚÎÁÅÔ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ×ÈÏÄ, É ÍÏÖÅÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. îÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØÄÒÕÇÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ M = f . 83



üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÁÛÉÎÁ M ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕ-ÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÛÉÎÙ F ÎÁ ×ÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÞÉÔÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ (ËÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, Ï�ÉÓÁÎÏ ÎÉÖÅ). ðÒÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÊ�ÁÒÙ ÓÌÏ× x; y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f (x) = y , ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ x Ó ÕÖÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ×ÈÏÄÁ(×ÎÁÞÁÌÅ ÏÎÁ �ÕÓÔÁ). åÓÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x , ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÄÅÌÁÅÍÎÉÞÅÇÏ (É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �ÁÒÙ ÓÌÏ×). åÓÌÉ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó x , ÔÏÍÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ É ×ÙÄÁ£Í ÎÁ ×ÈÏÄ y . åÓÌÉ ÖÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ ÍÙ ÞÉÔÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ×ÈÏÄÁ É �Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ ÍÙ ÎÅ �ÒÏÞÔ£Í ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÌÉÂÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï x (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÙÈÏÄÏÍ y), ÌÉÂÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á x . îÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ �ÁÒÙ
〈x; y〉 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, É ÍÙ ÖÄ£Í �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÁÒÙ.ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ? ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÎÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÏ ÎÉÞÅÇÏ. ëÏÇÄÁ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ �ÁÒÁ 〈x; y〉, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, �ÕÓÔÏ ÌÉ x . åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ (ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ É ÎÅ �ÒÏÞÔÑÎÁ ×ÈÏÄÅ) �ÅÞÁÔÁÅÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ y É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÞÉÔÁÅÍ ×ÈÏÄ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ,�ÏËÁ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÒÏÞÔ£Í ×Ó£ x , ÌÉÂÏ ÎÅ ÏÔËÌÏÎÉÍÓÑ ÏÔ x (ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÞÔ£Í ËÕÓÏË ×ÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á x). ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÅÞÁÔÁÅÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ y É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ,×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ �ÁÒÙ 〈x; y〉 É ÖÄ£Í �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÁÒÙ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎ �ÏÓÌÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÁÒ, ÔÁ-ËÏ× (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÁ ÞÅÒÅÚ r): ÌÉÂÏ(1) f (r) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÍÁÛÉÎÁ ÚÁËÏÎÞÉÌÁ ÒÁÂÏÔÕ É ×ÙÄÁÌÁ ÎÁ ×ÙÈÏÄ f (r), ÌÉÂÏ(2) r ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á x ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÉÚ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ �ÁÒ 〈x; y〉, ÎÏ ×ÓÑ-ËÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ r ′ ÓÌÏ×Á r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×.(óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ | ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÏÍ.)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ÌÅÇËÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ �ÒÏ×ÅÒËÕ, ÎÏ ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏ-ÇÏ �ÏÄÞÅÒËÎ£Í ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ �ÒÏÞÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï r , É ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á r , ÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏf (r) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ×ÈÏÄÁ, ÎÅ Ï�ÁÓÁÑÓØ �ÒÏÞÅÓÔØÌÉÛÎÅÅ. ⊲æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁ ÖÅ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÁ × ÂÏÌÅÅ �ÒÉ×ÙÞÎÙÈ ÄÌÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÓÔÏ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒb := NextBitðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÒÉÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÜËÒÁÎÅ �ÏÑ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÁÄ�ÉÓØ �÷×ÅÄÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ�. ëÏÇÄÁ ËÌÉÅÎÔ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔ (ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÖÁ× ËÌÁ×ÉÛÕ�0� ÉÌÉ �1�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÉÔ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ b , É ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÒÏ-ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ.ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ: Å£ ÁÒÇÕÍÅÎÔ x ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ ÓÏÏÂÝÁ-ÅÔÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ Å£ ÚÁ�ÒÏÓÙ; ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ y , ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÌÁ y ÉÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ�ÒÏÓÉ× ×ÓÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á x É ÔÏÌØËÏ ÉÈ. (åÓÌÉ ÏÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÉÌÁ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ÂÉÔ, �ÒÏÞÔÑ ×Ó£ ÓÌÏ×Ï x , ÉÌÉ ÎÅÄÏÕÚÎÁÌÁ ÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ x ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ.)áÄÁ�ÔÉÒÕÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. (óÄ×ÉÇÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ.)84



4.4.2. ðÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ[prefix-nonbloking℄åÓÔØ É ÄÒÕÇÁÑ, ÂÏÌÅÅ �ÒÉ×ÙÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊ ×ÈÏÄ ÂÉÔÚÁ ÂÉÔÏÍ (�ÒÉÞ£Í ËÏÎÅ� ×ÈÏÄÁ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÎÁÂÉÒÁÅÔ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÄÏÖÉÄÁÑÓØ ÚÁ�ÒÏÓÏ×, ÎÁÖÉÍÁÑ ÎÁ ËÌÁ×ÉÁÔÕÒÅ ËÌÁ×ÉÛÉ �0� É �1� (É ÎÉËÁËÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ËÏÎÅ� ×ÈÏÄÁ). îÁÖÁÔÙÅ ÉÍ ËÌÁ×ÉÛÉ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ É �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ × �ÒÏÇÒÁÍÍÕ�Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ.ïÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÉÔ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÏÊ b := NextBitðÏÍÉÍÏ ÎÅ£, ÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄÁ b := NextExistsïÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÎÁÖÁÔÙÈ ËÌÁ×ÉÛ ÅÝ£ ÎÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ. óÌÅÄÕ-ÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÍÁÎÄÙ NextBit ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁÖÁÔÙÈËÌÁ×ÉÛ �ÕÓÔÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÄ£Ô Ë Á×ÁÒÉÉ, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ×ÓÅÇÏÌÉÛØ �ÒÉÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ (ÎÁÖÁÔÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÌÁ×ÉÛÉ).ëÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÒÁÔØ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÉÄÁÔØÓÑ �Ï-Ñ×ÌÅÎÉÑ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÅÇÏ ÞÉÔÁÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ×ÒÏÄÅwhile not NextExists do {nothing};b:=NextBitðÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÙ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÏÓÔÕ�Á Ë ×ÈÏÄÕ �ÎÅÂÌÏ-ËÉÒÕÀÝÉÍ� ÞÔÅÎÉÅÍ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ �ÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÇÏ�. îÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅÞÔÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÒÁÂÏÔÕ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÌÅÄÑ ÚÁ ×ÈÏ-ÄÏÍ É ÏÖÉÄÁÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÔÁÍ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ: ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÙÈÏÄ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏÏÔ ×ÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÉ ÂÙÌÉ �ÏÄÁÎÙ ÎÁ ×ÈÏÄ.îÁÚÏ×£Í �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏ×ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁ×ÉÛ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÌÉÂÏ ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ,× ËÁËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÎÉ �ÏÄÁ×ÁÊ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.ëÁÖÄÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁÏÔ ×ÈÏÄÁ).�ÅÏÒÅÍÁ 45. [prefix-orret-programs℄ (Á) üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. (Â) ìÀÂÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ.
⊳ (Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ Å£ × Ï�ÉÓÁÎ-ÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ (×ÈÏÄ �ÏÄÁ£ÔÓÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ), ÔÏ ÅÓÔØ É �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ Å£ × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÒÁÚÄÅÌ 4.3) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁ£Ô ×ÙÈÏÄ y ÎÁ ×ÈÏÄÅ x , ÔÏ ÏÎÁ ÄÁ£Ô ÔÏÔ ÖÅ×ÙÈÏÄ É ÄÌÑ ×ÈÏÄÁ x ′, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ×ÈÏÄÁ x . üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: �ÒÏÓÌÅÄÉÍ ÚÁ85



ÒÁÂÏÔÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ×ÈÏÄÅ x . ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎÁ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÅÔ y É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. ÷ ÓÁ-ÍÙÊ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÍÁÛÉÎÁ ÕÖÅ ×Ó£ ÓÄÅÌÁÌÁ É ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ, ÄÏÂÁ×ÉÍË ×ÈÏÄÕ x ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÊ ÄÏ x ′ ËÕÓÏË. üÔÏ ÕÖÅ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, É ÏÎÁ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÅÔ y �ÒÉ ×ÈÏÄÅ x ′. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ �ÅÞÁÔÁÔØÓÌÏ×Ï y �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁ×ÉÛ ÄÌÑ ÂÕË× ÉÚ x ′.(úÁÍÅÞÁÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ó�ÅÛËÁ ÔÕÔ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ×ÅÄØ ÍÙÍÏÖÅÍ ÎÁÖÁÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÌÁ×ÉÛÉ É �ÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÜÔÏÇÏ ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔ.)(Â) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ. ðÕÓÔØ f | ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔ fËÏ ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÎÅ �ÏÓÔÕ�ÉÌ ÌÉ ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÏ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ (ÉÞÉÔÁÅÔ ÅÇÏ). åÓÌÉ ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ f (x) = y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É y , �ÒÉÞ£Í ÔÅËÕÝÅÅ ÓÌÏ×ÏÎÁ ×ÈÏÄÅ ÒÁ×ÎÏ x ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ×ÙÄÁ£ÔÓÑ y É ÒÁÂÏÔÁÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ.åÓÌÉ f (x) = y , ÔÏ ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁÓÔ y , × ËÁËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÅ �ÏÄÁ×ÁÊ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á x ÎÁ×ÈÏÄ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �ÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÂÕÄÅÔ �ÏÄÁÎÏ �ÅÌÉËÏÍ, ÁÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ f (x) ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ É ×ÙÄÁÓÔ y , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ ÒÁÎØÛÅ. á ÒÁÎØÛÅ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ f (x ′) ÏËÁÚÁÌÏÓØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x ′ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ x ′ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓ x (ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ) É f (x ′) = y , �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ f�ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÏÔ×ÅÔ ÜÔÏ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ f (x) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏf (x ′) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌ ÓÌÏ×Á x , �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÍÁÛÉÎÁÍ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÔÉ×ÉÒÕÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.68 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÌÀÂÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ï�ÉÓÁÎ-ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ (Ó ËÏÍÁÎÄÁÍÉ NextBit É NextExists) × ÄÒÕÇÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p ′ ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ, �ÒÉÞ£Íp ′ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É p, ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ËÏÒÒÅËÔÎÁ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 45 × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.℄69 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ p �ÒÏ×ÅÒÑÌ ÂÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑÏÂÙÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó�ÏÓÏÂÏÍ: Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ. óÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [79℄.℄4.4.3. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ[prefix-sd-ontinuous℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÒÕÇÁÑ, ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ �ÏÎÑ-ÔÉÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÎÁ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ-ÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÙÓÛÉÈ ÔÉ�Ï×, ÎÏ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ Å£ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ(ÕÖÅ É ÔÁË ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ | �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÄÏÔÏÛÎÙÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ! | ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÓËÕÞÅÎ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:� = � ∪ 
. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �x ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ86



É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ � ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x 6 y , ÅÓÌÉ yÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ x .÷×ÅÄ£Í ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å � ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÓÞÉÔÁÑ ÂÁÚÏ×ÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á �x (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ �x). ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ (ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (�ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ) ÆÁËÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 46. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ � ÏÔËÒÙÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÅÇÏ (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÅ) �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ;(2) ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Å£ ËÏÎÅÞÎÏÅÎÁÞÁÌÏ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A.
⊳ ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) É (2). óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× �x �Ï ×ÓÅÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÓÌÏ×ÁÍ x , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ A. ⊲�Å�ÅÒØ ××ÅÄ£Í ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N⊥ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ⊥ (ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÁËÖÅ �ÏÌÅÚÎÏ ××ÅÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ�ÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ⊥ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÎÉ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ(ÒÉÓ. 11).
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òÉÓ. 11. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï N⊥[n-bottom℄âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÌÀÂÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ⊥, Á ÔÁËÖÅ ×Ó£�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï N ∪ {⊥}. (ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ; �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÏ.)þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ � × N ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ � → N⊥, Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÍÉ ÎÁ ×Ó£Í � (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎË�ÉÉ). ìÅÇËÏÏ�ÉÓÁÔØ ËÌÁÓÓ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙ-ÔÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ):�ÅÏÒÅÍÁ 47. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : � → N⊥ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:(1) F ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ (ÅÓÌÉ x 6 y , ÔÏ F (x) 6 F (y) × ÓÍÙÓÌÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁ � É N⊥�ÏÒÑÄËÏ×);(2) åÓÌÉ F (x) 6= ⊥ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x , ÔÏ F (x ′) 6= ⊥ ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x ′ 6 x . 87



⊳ ðÕÓÔØ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). ðÕÓÔØ x 6 y . åÓÌÉ F (x) 66 F (y), ÔÏF (x) ÅÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÎÅ ⊥) É F (x) 6= F (y). �ÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{F (x)} ÓÏÄÅÒÖÉÔ x , ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2). åÓÌÉ F (x) 6= ⊥ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x , ÔÏÏÔËÒÙÔÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {F (x)} ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É �ÏÔÏÍÕ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x .ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ F ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ FÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔ (�ÒÏ-ÏÂÒÁÚ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ′ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ x É F (x ′) 6= ⊥, ÔÏF (x ′) = F (x) × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.) ⊲ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F : � → N⊥ Ó×ÑÖÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �F ×ÓÅÈ �ÁÒ
〈x; n〉 ∈ � × N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F (x) = n . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÁ-ÓÔØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á x É ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍÜÌÅÍÅÎÔÕ ⊥ ÂÙÔØ ×ÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ �ÁÒÙ.)�ÅÏÒÅÍÁ 48. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ F 7→ �F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍÍÅÖÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → N⊥ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A ⊂ � × N, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) 〈x; n〉 ∈ A; x 6 y ⇒ 〈y; n〉 ∈ A;(2) 〈x; n〉 ∈ A; 〈x; m〉 ∈ A ⇒ m = n .

⊳ ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. åÓÌÉ F (x) = n ∈ N, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÔÅÏÒÅÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ F (y) = n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á y , �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÇÏ x . �ÅÍ ÓÁÍÙÍÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �F . ÷Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÕÓÌÏ×ÉÅ (2), �ÏÓËÏÌØËÕ F (x) ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ Ä×ÕÍ ÒÁÚÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ F ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �F ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) É (2).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ F : ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ F (x) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ x , ÍÙÉÝÅÍ �ÁÒÕ 〈x; n〉 ∈ �F . åÓÌÉ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ ÎÅÔ, ÔÏ F (x) = ⊥. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ x ÚÎÁÞÅÎÉÅF (x) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) É (2), ÒÁ×ÎÏ�F �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ F . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ F (x) �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ x ËÁË ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 〈x; n〉 ∈ A (Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ) ÉÌÉ ËÁË ⊥, ÅÓÌÉ ÔÁ-ËÏÇÏ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ(Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ Å£ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈÓÌÏ×ÁÈ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ x ∈ � �ÏÌÏÖÉÍ F (x) ÒÁ×ÎÙÍ F (x ′), ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅx ′ 6 x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (x ′) 6= ⊥; ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ x ′ ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, ÔÏ F (x) = ⊥. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ F (x) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ x ′ 6 x) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (1). ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ F ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) É (2) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÔÅÏÒÅÍÙ É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. óÔÏÌØ ÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �F = A. ⊲ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1) É (2) �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆÉË �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → N⊥ É �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ. 88



îÁÚÏ×£Í ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : � → N⊥ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �F �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÉÍÏ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ � × N. (þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ � × N ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÅ£ ÇÒÁÆÉË �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.) ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÉ�Á � → N⊥ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÅÝÁÎÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ �ÏÎÑÔÉÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.4.5. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ[prefix-eq℄÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ (KPÓ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É KP ′ Ó ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ), Á ÔÁËÖÅ ÍÉÎÕÓÌÏÇÁÒÉÆÍ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × �Å�ÏÞËÅ
− logm(x) 6 KP (x) 6 KP ′(x) 6 − logm(x)(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). îÁÞÎ£Í Ó Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.�ÅÏÒÅÍÁ 49. [kp-kpprime℄ KP (x) 6 KP ′(x) + O(1):

⊳ îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÓÑËÉÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑÂÙÌ ÂÙ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ D Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏ×Å u , ÔÏ ÏÎ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á u (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË�ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÉÉÍÅÔØ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ. ðÕÓÔØ D | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′. þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ D ′(y), ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ DËÏ ×ÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÓÌÏ×Á y . ìÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ D(y ′) (ÇÄÅ y ′ | ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á y) ÍÏÖÅÔÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ (× ÓÉÌÕ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÓÔÉ). ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ y ′ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍD ′(y) ÒÁ×ÎÙÍ D(y ′). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, D ′(y) = x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D(y ′) = xÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y ′ ÓÌÏ×Á y .éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ D ′ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ D . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D . (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D , ÔÁË ËÁË ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ.) ⊲íÏÖÎÏ �ÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ′, ÓÕÚÉ× D ÎÁ �ÎÉÖÎÉÅ ÔÏÞËÉ� Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉ×D ′(y) = z , ÅÓÌÉ D(y) = z É D(y ′) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y ′ ÓÌÏ×Á y).üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÏÂÒÁÔÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒ-ÒÅËÔÎÙÅ. îÏ ÔÕÔ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó �ÒÏÂÌÅÍÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÏ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (× ÏÔÌÉÞÉÅÏÔ �ÒÅÖÎÅÇÏ) ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ. 89



70 ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A |�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀ-ÝÅÅ ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f (0n11x) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ n É ×ÓÅÈ x É f (0n1x) = 0�ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ A É ×ÓÅÈ x .℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ ÞÔÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅÇÉÂËÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ, ÞÅÍ ÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.4).�ÅÏÒÅÍÁ 50. [m-kp℄
− logm(x) 6 KP (x) + O(1):

⊳ íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ − logm(x) 6 KP (x) + O(1) ÉÌÉ ÞÔÏ 2−KP (x) 6 m(x)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  . ÷ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÍÅÒÙ m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ x 7→ 2−KP (x) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ. (úÄÅÓØ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï�ÏÌÕÍÅÒÁÈ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅÍÁÛÉÎÙ, ×ÙÈÏÄÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.1.)õËÁÖÅÍ ÜÔÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ, �ÏÓÔÒÏÉ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ. ïÎÁ ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D (ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP ) �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×b0; b1; b2; : : : . ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊD(�); D(b0); D(b0b1); D(b0b1b2); : : :ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÚÁËÏÎÞÉ×ÛÉÈÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ).äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ p ÓÌÏ×Á x (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D).�ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á x ËÁË ×ÙÈÏÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2−l (p).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ l (p) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÓÏ×�ÁÌÉ Ó p, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ x . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ x ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2−l (p) = 2−KP (x),ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲îÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁ-ÛÉÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË-�ÉÑ x 7→ 2−KP (x) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀÔÅÏÒÅÍÕ:�ÅÏÒÅÍÁ 51. [prefix-oding-bound℄
∑x 2−KP (x)

6 1:
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ px | ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á x . �ÏÇÄÁ ÓÌÏ×Á px É pyÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ (�ÒÉ x 6= y). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ p0; p1; p2; : : : | �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ). �ÏÇÄÁ ∑i 2−l (pi ) 6 1.90



÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 2−l (pi ) ÅÓÔØ (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Á) ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
pi ×ÓÅÈ (ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÈ) �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á pi . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Á pi ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÊ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É �ÏÔÏÍÕ ÍÅÒÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÔØ pi × ÎÁÞÁÌÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ×) × ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. ìÅÍÍÁ (Á Ó ÎÅÊ ÉÔÅÏÒÅÍÁ 51) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲ëÓÔÁÔÉ, ÍÙ ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (x) 6 l (x) + O(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÍÍÁ
∑x 2−l (x)ÂÙÌÁ ÂÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ. á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ x ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å(ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ÞÌÅÎÏ× �Ï 2−n ËÁÖÄÙÊ), É �ÏÔÏÍÕ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.71 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ Ï�ÅÎËÁ KP (x) 6 l (x)+ log l (x)+O(1) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ KP (x)− l (x)− log l (x) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ). [õËÁÚÁÎÉÅ. çÁÒÍÏÎÉÞÅ-ÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.℄ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÅÔØÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:�ÅÏÒÅÍÁ 52. [kpprime-m℄ KP ′(x) 6 − logm(x) + O(1):

⊳ ðÏ�ÙÔÁÅÍÓÑ ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. éÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÁ m(x). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÕÚÎÁ£Í ×Ó£ Â�ÏÌØÛÉÅ É Â�ÏÌØÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÎÉÚÕÄÌÑ m(x). âÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ, ÞÔÏ KP ′(x) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÁÌÙÍ, ÔÏÅÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÑ x ËÏÒÏÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ p. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ. îÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÊ p1 É p2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ Ip1 É Ip2 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË Ip | ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ËÏÎ�Ï× |ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÏ×Ï p.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl (p) 6 − log2m(x) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË 2−l (p) > m(x): ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ Ip ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÍÅÎØÛÅ m(x).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ x ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m(x), �ÒÉÞ£Í ÏÔÒÅÚËÉ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÙÍ ÏÂßÅËÔÁÍ, ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ�ÅÒÅËÒÙ×ÁÔØÓÑ.óËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ ÎÅm(x), Á "m(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ " (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ× ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÕÖÎÙ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, Á ÔÏÌØËÏ �ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÅ� (�ÏÌÏ×ÉÎËÉ, ÞÅÔ×ÅÒÔÉÎËÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÉÄÁ Ip). îÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÜÔÏÎÅ ÔÁË ×ÁÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ �ÏÄÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ �ÏÞÔÉ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1.ë ÎÁÍ �ÒÉÈÏÄÑÔ ËÌÉÅÎÔÙ Ó �ÒÏÓØÂÁÍÉ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÉÍ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù É ËÌÉÅÎÔÙ ÓÏÏÂÝÁÀÔ Ó×ÏÉ ÚÁ�ÒÏÓÙ �ÏÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏ (×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÎÑÑ ÉÈ × ÓÔÏÒÏÎÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ). �Å�ÅÒØ, ÏÄÎÁËÏ, ËÌÉÅÎÔÁÍ ×ÁÖÎÁ ÎÅÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Á ÄÌÉÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ, ÞÔÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ91



ÚÁÄÁÞÕ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍ�ÅÎÓÁ�ÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ×Ï ×ÙÄÅÌÑÔØ ÍÅÓÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏÍ (ÕÒÅÚÁÔØ ×ÓÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ). îÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÍÏÖÅÔ, ÅÓÌÉ�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÏÔ×ÏÄÉÔØ ÎÏ×ÙÊ ÕÞÁÓÔÏË | �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÉËÁËÏÇÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÎÅ È×ÁÔÉÔ. òÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ (×ÙÄÅÌÑÑ ÎÏ×ÙÊÏÔÒÅÚÏË) ÔÏÌØËÏ, ËÏÇÄÁ ÚÁ�ÒÏÓ Õ×ÅÌÉÞÉÌÓÑ ×Ä×ÏÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁ�ÒÏÓ (×ÅÄØ ÓÕÍÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ, ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.üÔÕ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ ×�ÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÚÌÏÖÉÍÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÌÅÍÍÅ Ï ÛÔÏÒÁÈ�, ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÏÊ ÞÁÓÔÏ ÌÅÍÍÏÊ ëÒÁÆÔÁ { þÅÊÔÉÎÁ (ÓÍ. [6℄). (ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙëÒÁÆÔÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÓÍ. Ó. 182).ìÅÍÍÁ. [kraft-haitin℄ ðÕÓÔØ l0; l1; l2; : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∑i 2−li 6 1:�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×x0; x1; x2; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ l (xi ) = li .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ × ÌÅÍÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉ-ÍÙÈ ÓÌÏ× xi Ó ÄÌÉÎÁÍÉ li , �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚËÉ Ixi ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ É ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ ËÁË ÒÁÚ2−li . ìÅÍÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.îÁÇÌÑÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÔÁË. åÓÔØ ÏËÎÏ ÛÉÒÉÎÏÊ 1 (ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄). îÁÍ�ÒÉÎÏÓÑÔ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÛÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÚÁÎÁ×ÅÛÉ×ÁÅÍ ÏËÎÏ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅ-ËÒÙ×ÁÌÉÓØ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÛÔÏÒÙ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÛÉÒÉÎÕ 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : : , É ×ÅÛÁÔØ ÉÈ ÍÏÖÎÏÎÅ ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ, Á Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. ûÔÏÒÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 ÍÏÖÎÏ �Ï×ÅÓÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏ-ÂÏÍ. ûÔÏÒÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 1=2 ÍÏÖÎÏ ×ÅÛÁÔØ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ (ÚÁËÒÙ× ÌÅ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÏËÎÁ ÉÌÉÚÁËÒÙ× �ÒÁ×ÕÀ). äÌÑ ÛÔÏÒÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 1=4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÞÅÔÙÒÅÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ), É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ÙÂÏÒ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÛÔÏÒÙ ÛÉÒÉÎÏÊ 2−l ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ×ÙÂÏÒÕ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ l . �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÛÔÏÒÙ ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÌÉÓØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÌÏ×Á ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ. îÁËÏÎÅ�, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑÛÉÒÉÎÁ ÛÔÏÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÛÉÒÉÎÙ ÏËÎÁ.(âÏÌÅÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÁÑ ÍÅÔÁÆÏÒÁ: ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÁÍÑÔÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÏ�ÅÓÓÁÍÉ; ËÁÖÄÙÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ ÔÒÅÂÕÅÔ 1=2k ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ, É ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÂÙÌ ×ÙÒÏ×ÎÅÎ[aligned℄; �ÁÍÑÔØ ÎÅ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁÅÔÓÑ; ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÁÍÑÔÉ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ, �ÒÉÍÅÎÑÑÏ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÄÁÌÅÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.)÷ÙÂÏÒ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÔÏÒÙ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÔÁËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ: Ó×ÏÂÏÄÎÁÑÞÁÓÔØ ÏËÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ�,�ÒÉÞ£Í ÒÁÚÍÅÒÙ ×ÓÅÈ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÅÓÔÏ,ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏ, ÎÏ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ �Ï×ÅÓÉÔØ ÒÅÁÌØÎÕÀ ÛÔÏÒÕ ÔÏÇÏÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ. (ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �ÁÍÑÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ Ó�ÉÓËÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÈ ÂÌÏËÏ×ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.)÷ÎÁÞÁÌÅ ÏËÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ, É ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ 1. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÍ�ÒÉÎÏÓÑÔ ÛÔÏÒÕ ÛÉÒÉÎÙ w . åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ w ,ÔÏ ×Ó£ �ÒÏÓÔÏ: ÉÚÙÍÁÅÍ Å£ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ É ×ÅÛÁÅÍ ÎÁ Å£ ÍÅÓÔÏ ÒÅÁÌØÎÕÀ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.92



úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ w .(÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ × ÎÁÂÏÒÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙ w=2; w=4; : : :, É ÏÂÝÁÑÛÉÒÉÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ w . îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.)éÔÁË, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ w ′ > w . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÔÁËÉÈ ÛÔÏÒ ÓÁÍÕÀ ÕÚËÕÀ (�ÏÄÏÂÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÒÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÁÍÑÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ best �t).ïÔÒÅÖÅÍ ÏÔ ÎÅ£ ÓÌÅ×Á ËÕÓÏË ÒÁÚÍÅÒÁ w , Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ w; 2w; 4w; : : : ; w ′=2(×ÅÄØ w + w + 2w + 4w + : : : + (w ′=2) = w ′). üÔÉ ÞÁÓÔÉ É ÂÕÄÕÔ ÎÏ×ÙÍÉ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÍÉÛÔÏÒÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ w ′ ÂÙÌÏ ×ÙÂÒÁÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÛÔÏÒ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÏÔ wÄÏ w ′=2) ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.72 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ËÁÖÄÕÀ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÛÔÏÒÕ ×ÅÛÁÅÍ ÎÁ ÓÁÍÏÅ ÌÅ×ÏÅ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÅÓÔ. [õËÁÚÁÎÉÅ: Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÌÅÍÍÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÄÌÉÎÙ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ-×Ï.℄óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ li | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í
∑i 2−li 6 1. �ÏÇÄÁ KP ′(i ) 6 li + O(1).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× xi ÄÌÉ-ÎÙ li . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D , �ÏÌÏÖÉ× D(xi ) = i . îÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ ÓÌÏ× xi ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉxi ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ D (ÉÍÅÑ ×ÈÏÄ x , ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÅÇÏ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ xiÄÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÄÁ£Í ÎÁ ×ÙÈÏÄ i ).(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÓÌÏ×ÁÍ,ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.)÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ)�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ m . óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ,m(x) = limi→∞

m(x; i );ÇÄÅ m(x; i ) | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ �Ï i ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ïËÒÕÇÌÉÍ m(x; i ) × ÓÔÏÒÏÎÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ (ÔÏÅÓÔØ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : :), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÌÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÕÌÑÍÉ. îÁÚÏ×£ÍÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ m ′(x; i ). ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ m ′ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ �Ï×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, m ′(x; i ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m(x; i ), ÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m(x; i ) ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ×Ä×ÏÅ.îÁÚÏ×£Í �ÁÒÕ 〈x; i 〉 ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ m ′(x; i ) ÂÏÌØÛÅ m ′(x; i − 1) (ÉÌÉ ÅÓÌÉ i = 0 Ém ′(x; 0) > 0). çÒÁÎÉÞÎÙÅ �ÁÒÙ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ÔÅ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ m ′(x; i ) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÏÓÔÏÍ i (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ m ′(x; i ) �Ï ×ÓÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ �ÁÒÁÍ 〈x; i 〉 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m ′(x; i ) �Ï ×ÓÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ i (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏx) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4m(x). á ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ÷ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ (ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏx) ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. á ÏÎ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ×Ä×ÏÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m(x; i ) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i . ÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ m(x; i ) 6 m(x), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4m(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.93



íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ �ÁÒ 〈x; i 〉 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï �ÁÒÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ, �ÏÓÍÏÔÒÅ× ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m ′(x; i ) É m ′(x; i − 1).ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ×ÓÅ �ÁÒÙ × ËÁËÏÍ-ÔÏ �ÏÒÑÄËÅ É ÏÔÏÂÒÁ× ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 〈x0; i0〉; 〈x1; i1〉; : : : ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ �ÁÒÕ �Ï ÏÄÎÏ-ÍÕ ÒÁÚÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ln , ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ2−ln = m ′(xn ; in )=4:�ÏÇÄÁ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ
∑n 2−ln = (1=4)∑n m ′(xn ; in) 6 1;É �ÏÔÏÍÕ KP ′(n) 6 ln + O(1). ðÏÓËÏÌØËÕ xn ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï n , ÔÏ (ËÁË ÍÙ×ÉÄÅÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ �ÒÏ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ)KP ′(xn ) 6 KP ′(n) + O(1) 6 ln + O(1) = − logm ′(xn ; in ) + O(1):äÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ xn ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ �ÁÒ ×ÉÄÁ

〈x; i 〉. åÓÌÉ 〈xn ; in 〉 | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ �ÁÒÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ x É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ i , ÔÏ m ′(xn ; in ) ÂÏÌØÛÅÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ m(x; i ) �ÒÉ ×ÓÅÈ i (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÇÌÑÅÍ ÍÙ × ÓÔÏÒÏÎÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ, É ÂÏÌØÛÉÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ �ÁÒ ÎÅÔ). ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m ′(xn ; in ) > m(x). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏKP ′(x) 6 − logm(x) + O(1);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲éÔÁË, ÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ KP , KP ′ É − logm ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1).éÍÅÑ ÜÔÏ × ×ÉÄÕ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ KP É KP ′ (ËÒÏÍÅ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ × ËÁËÏÍ-ÔÏÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ).ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£ (ÜÔÏ ÎÁÍ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÄÅÌ 5.6), ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 53. [prefix-expliit℄ ðÏ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉp0; p1; : : :, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ∑i pi 6 1, ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�É-ÓÁÎÉÑ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KP ′D(i ) 6 − log2 pi + 2.(éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ 〈r; i 〉, Õ ËÏÔÏÒÙÈr < pi . ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÅÇÏ× ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.)4.6. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ[prefix-pr℄÷ÅÒÎ£ÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÉ (ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ). 94



òÑÄ ∑ 1=n 2, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ. õÍÎÏÖÉ× ÅÇÏ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀËÏÎÓÔÁÎÔÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ (Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù). ðÏÜÔÏÍÕÁ�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ n ÎÅ ÍÅÎØÛÅ =n 2 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ , ÔÏ ÅÓÔØKP (n) 6 2 log n + O(1):ðÕÓÔØ xn | ÓÌÏ×Ï ÎÏÍÅÒ n × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : : . �ÏÇÄÁKP (xn ) 6 KP (n) + O(1) 6 2 log n + O(1) = 2l (xn ) + O(1)(ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ xn ÅÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ n + 1 ÂÅÚ ÓÔÁÒÛÅÊ �ÉÆÒÙ 1 É �ÏÔÏÍÕÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ log n+O(1)). (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÌÕÞÁÊ n = 0 ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ 1=02 É log 0 ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.) ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑÏ�ÅÎËÁ KP (x) 6 2l (x) + O(1).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÕÀ Ï�ÅÎËÕ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÕÀÓÑ ÎÁÍ ÎÁÓ. 81), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ
∑ 1n log2 n(ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÚÎÁËÁ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ). ïÎ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ KP (n) 6 log n + 2 log log n + O(1),ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÏ×ÁÍ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×KP (x) 6 l (x) + 2 log l (x) + O(1):íÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ ÕÌÕÞÛÁÔØ Ï�ÅÎËÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÒÑÄÙ ∑ 1=(n log n(log log n)2),

∑ 1=(n log n log log n(log log log n)2) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ �ÁÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 54. [prefix-pair℄KP (x; y) 6 KP (x) + KP (y) + O(1):
⊳ ðÏÄ KP (x; y) ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á [x; y ℄, ÇÄÅ 〈x; y〉 7→ [x; y ℄ | ËÁËÏÅ-ÌÉ-ÂÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒ. (ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍm ′([x; y ℄) = m(x)m(y);ÇÄÅ m | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. (åÓÌÉ ÎÅ ×ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ �ÁÒÙ, �ÏÌÁÇÁÅÍm ′(z) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏ× z , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÄÁÍÉ.) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, m ′ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (�Å-ÒÅÍÎÏÖÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÓÎÉÚÕ Ë m(x) É m(y), �ÏÌÕÞÁÅÍ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÎÕÖÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

∑z m ′(z) = ∑x;y m ′([x; y ℄) = ∑x;y m(x)m(y) = ∑x m(x)∑y m(y) 6 1 · 1 = 1:95



óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m ′ | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Å£ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ m ′([x; y ℄) 6 m([x; y ℄) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ , É �ÏÔÏÍÕKP ([x; y ℄) 6 KP (x) + KP (y) + O(1);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲73 [m-projetion℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑y m([x; y ℄) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ m(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (× ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ).74 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : N → N ×ÅÌÉÞÉÎÁ
∑{m(k)|f (n) 6 k < f (n+1)} ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ m(n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ (× ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ): ËÁËÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ∑m(n)ÎÁ ÇÒÕ��Ù, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÒÑÄ!ðÏ�ÙÔÁÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 54 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ. úÄÅÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑÔÁËÏÊ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ ÆÁËÔ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÎÅ �ÏÍÏÇÁÅÔ,Á Ó ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ ×Ó£ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ KP ′([x; y ℄) 6 KP ′(x) +KP ′(y)+O(1). ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP ′.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊD ′(pq) = [D(p); D(q)℄;ÇÄÅ pq ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ ÓÌÏ× p É q . üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ D(p) É D(q)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ x = pq = p ′q ′,ÅÓÌÉ D(p); D(q); D(p ′); D(q ′) ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏ×Á p É p ′ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ (ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÏ×Á x , É �ÏÔÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× pÉ p ′ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÄÒÕÇÏÇÏ), �ÏÜÔÏÍÕ D(p) É D(p ′) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ�ÒÉ p 6= p ′ (ÆÕÎË�ÉÑ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ). á ÒÁÚ p = p ′, ÔÏ É q = q ′.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ D ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ: ÅÓÌÉpq ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ p ′q ′, ÔÏ p É p ′ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ. òÁÚ D(p) É D(p ′) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ p = p ′.ðÏÜÔÏÍÕ q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ q ′; ÒÁÚ D(q) É D(q ′) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ q = q ′.æÕÎË�ÉÑ D ′ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ D ′(x), ÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ x ÎÁ p É q ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ D(p) É D(q) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ,ÕÄÁÞÎÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, É ÏÎÏ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ KP D ′([x; y ℄) 6 KP D(x) + KP D(y):÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ p É q | ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ x É y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D , ÔÏ pq |Ï�ÉÓÁÎÉÅ [x; y ℄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ KP D(x) + KP D(y).îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÁÛÉÎÕ D ′ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÏÎÁ ÞÉÔÁÅÔ ×ÈÏÄ, �ÏËÁ ÎÅ �ÒÏÞÔ£Ô ÔÁÍÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ x . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ×ÈÏÄÁ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ y .75 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 54, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÛÉÎ Ó ÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ. 96



76 îÁÚÏ×£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÓÌÏ×Á × Î£Í ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉ-ÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×, ÔÏ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏAB = {ab | a ∈ A; b ∈ B}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÙÌÏ, �ÏÖÁÌÕÊ, �ÒÏÝÅ. ÷ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.�ÅÏÒÅÍÁ 55. [prefix-addo℄KP (x;KP (x)) = KP (x) + O(1):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 19.
⊳ ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ KP (x) 6 KP (x;KP (x))+O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ x �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉ-ÞÅÓËÉ �Ï [x;KP (x)℄. (ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ.)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ KP ′, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓ-ÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′(p) = [D(p); l (p)℄;ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ É D , É �ÏÔÏÍÕ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÞÁÊ-ÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÔÏ l (p) = KP ′(x), É �ÏÔÏÍÕ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ�ÁÒÙ [x;KP ′(x)℄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ′. ðÏÜÔÏÍÕ KP D ′([x;KP ′(x)℄) 6 l (p) = KP ′(x).�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÔÏÎËÏÓÔØ, ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÑ. íÙ ÄÏ-ËÁÚÁÌÉ Å£ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ KP ′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. åÓÌÉÚÁÍÅÎÉÔØ Å£ ÎÁ KP (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ), ÔÏ �ÒÁ-×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ÷Ï�ÒÏÓ × ÔÏÍ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ KP ÓÔÏÉÔ ×ÎÕÔÒÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.þÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KP (x; n) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ,× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [x; n ℄ 7→[x; n + 1℄ É [x; n ℄ 7→ [x; n − 1℄ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÇÕÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ⊲ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØm(x) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÔÁË:m ′([x; k ℄) = { 2−k ; ÅÓÌÉ 2−k < m(x);0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x É k ÍÙ ×ÙÄÁ£Í ÎÕÌØ, �ÏËÁ ÎÅ ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ,ÞÔÏ 2−k < m(x), Á �ÏÔÏÍ ×ÙÄÁ£Í 2−k).óÕÍÍÁ m ′([x; k ℄) �Ï ×ÓÅÍ k (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2, É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m(x) (�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÅÎØÛÅ97



m(x)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ m ′([x; k ℄) �Ï ×ÓÅÍ x É k ËÏÎÅÞÎÁ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ m ′ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏKP (x; k) 6 k + O(1)�ÒÉ 2−k < m(x). �Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍ k = −⌊logm(x)⌋ + 1, ÔÏÇÄÁ 2−k < m(x) É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ KP (x;−⌊logm(x)⌋+ 1) 6 KP (x) + O(1):ïÓÔÁ£ÔÓÑ (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ) ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÁÒÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎÑÅÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, É ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.77 ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 55 ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÕÔØÂÏÌØÛÅ: KP (x; m) 6 m + O(1) �ÒÉ KP (x) 6 m . ëÁË ×Ù×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 55, ÎÅ Á�ÅÌÌÉÒÕÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ?þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ KP (x)? ëÁË É ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÏÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉ-ËÁËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ (ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ. (ðÏÓËÏÌØËÕ KP (x) 62KS (x) + O(1), ÌÀÂÁÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ KP ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÄÁ×ÁÌÁ ÂÙ ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ KS .)òÁÎÅÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 8, Ó. 25) ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ KS (x) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÀ K , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {x | K (x) < n} ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒO(2n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:�ÅÏÒÅÍÁ 56. [kp-minimal-onvergent℄ KP ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1))�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÑ K , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑x 2−K (x) ËÏÎÅÞÎÁ.
⊳ ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÆÕÎË�ÉÑ KP �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ É ÒÑÄ ∑x 2−KP (x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉK | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ M (x) = 2−K (x)�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÏÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ÓÕÍÍÁÍÅÎØÛÅ 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M (x) = O(m(x)) × ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÉ, É �ÏÔÏÍÕ logM (x) 6 logm(x) + O(1); ÔÏ ÅÓÔØ KP (x) 6 K (x) + O(1). ⊲ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÈÓÌÏ×ÁÈ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ. �ÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á �KP (x) 6 f (x) + O(1)� É ∑x 2−f (x) < ∞ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ × ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ K , ÞÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÕÓÌÏ×ÉÅ (ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅC , ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ, Â�ÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ", ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C="). �ÅÍÓÁÍÙÍ ÍÙ ÚÁÎÏ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ KS (x) 6 KP (x) + O(1).ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ É �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �Ï Ä×ÕÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ: ÓÒÅÄÎÅÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÞÉÓÌÕ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÁÎÎÏÊ. îÁÞÎ£Í Ó �ÅÒ×ÏÇÏ.íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ (ÏÂÙÞÎÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n +O(1) (ÓÍÓ. 14, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÎÁ Ó. 23). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ. 98



�ÅÏÒÅÍÁ 57. [average-kp℄ (Á) KP (x) 6 l (x) + KP (l (x)) + O(1).(Â) îÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ÄÏÌÑ ÓÌÏ× xÄÌÉÎÙ n , Õ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) < n + KP (n)− d , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−d .
⊳ (Á) ðÕÓÔØ m(x) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x . íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂÁ�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ m(n) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′(x), ÒÁ×ÎÕÀ2−nm(n) ÄÌÑ ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ n . úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÉ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ m(n), �ÏÜÔÏÍÕ ∑x m ′(x) 6 1. æÕÎË�ÉÑ m ′ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ�ÏÌÕÍÅÒÁ m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ m ′(x) 6 m(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ×ÓÅÈ x . ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (x) 6 n + KP (n) + O(1)ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(1) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n).(Â) �Å�ÅÒØ ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀm ′(n) = ∑l (x)=n m(x)(ÓÕÍÍÕ Á�ÒÉÏÒÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ∑n m ′(n) 6 1, ÔÏ m ′(n) = O(m(n)) (ÇÄÅ m(n) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÏ×ÏÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÔÕ ÖÅ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É n , ÔÁËÞÔÏ 1m(n) 6 ∑l (x)=n m(x) 6 2m(n):äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÍÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ m(x) ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó m(n), Á ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(x) ÎÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏ×ÁÈ | Ó m(n)=2n . ïÓÔÁ£ÔÓÑÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ × 2d ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ Ó×Ï£ ÓÒÅÄÎÅÅ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−d (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛ£×Á). ⊲78 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ nÒÁ×ÎÏ n + KP (n) + O(1).(äÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÚÁÄÁÞÅ 3, Ó. 23.)�Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 58. [bounded-kp-ardinality℄ ìÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) <n , ÒÁ×ÅÎ n − KP (n) + O(1).
⊳ ðÕÓÔØ n | ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) < n . ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑ 2−KP (x)) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÉÓÅÌ n . éÍÅÅÔ-ÓÑ n+1 − n ÓÌÏ×, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ n , �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ÍÏÖ-ÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË ∑n 2−n (n+1 − n ): ðÅÒÅÇÒÕ��ÉÒÏ×Á× ÞÌÅÎÙ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ

∑n(2−(n−1) − 2−n )n = ∑n 2−nn ËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ n �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2−nn ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ m(n) ÞÉÓÌÁ n , ÏÔËÕÄÁ n 6 m(n)2n(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÀ K , ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏ-ÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É �ÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ,99



Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ m(n)2n ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ n . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ,ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÌÉÂÏ n , ÌÉÂÏ +∞, �ÒÉÞ£Í ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ, Á ÚÁÔÅÍ �Ï ÍÅÒÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ×Ó£ Â�ÏÌØÛÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ m(n) ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ n .äÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÍÍÁ ∑ 2−K (x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ KP (x) 6 K (x) + O(1), É �ÏÔÏÍÕn+O(1) > m(n)2n . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ m(n) É 2n ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕÒÁÚ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ⊲ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÏÊ É �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ÒÁÎØÛÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ, ÇÄÅ ×ÍÅÓÔÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÂÙÌ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ). ÷ÏÔ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÅÎÏË ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP (x) 6 l (x) + KP (l (x)) ÍÏÖÎÏ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÔØ, �ÏÌÕÞÁÑKP (x) 6 l (x) + l (l (x)) + KP (l (l (x)) + O(1);KP (x) 6 l (x) + l (l (x)) + l (l (l (x))) + KP (l (l (l (x))) + O(1)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ KP (D(y)) 6 KP (y); ÓÏÞÅÔÁÑ ÜÔÏ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ KP (x) 6 l (x) + KP (x) + O(1), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 59. [kp-ks-bound℄KP (x) 6 KS (x) + KP (KS (x))) + O(1);KP (x) 6 KS (x) + KS (KS (x))) + KP (KS (KS (x)) + O(1);KP (x) 6 KS (x) + KS (KS (x))) + KS (KS (KS (x))) + KP (KS (KS (KS (x))) + O(1)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ �Ï×ÔÏÒÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ�ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.íÙ �ÒÉ×ÅÌÉ ÌÉÛØ ÓÁÍÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÕÀ É �ÒÅÆÉËÓÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × [52℄.4.7. õÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ[prefix-o℄4.7.1. õÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[prefix-o-def℄ ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? ëÁÖÄÏÅÉÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ, ÄÏÂÁ×É× ÔÕÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ÷ÏÔ ÞÔÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ.æÕÎË�ÉÑ D Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒ×ÏÇÏÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ:D(y; z) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É y 6 y ′ ⇒ D(y ′; z) = D(y; z).100



úÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ; y 6 y ′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ y ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ y .ðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÑ ÉÈ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. (÷ ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á.) òÁ×ÅÎÓÔ×Ï D(y; z) = xÞÉÔÁÌÏÓØ ÔÁË: y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z . óÌÏÖÎÏÓÔØ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ zÏ�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÙÂÉÒÁÌÓÑÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).[prefix-orr-opt-ond℄ ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÕ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 42 ÎÁ Ó. 79 (Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ), ÔÏÌØËÏ ×ÓÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÔÁÍÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ z . éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØD ′(p̂y; z) = [p℄(y; z);ÇÄÅ [p℄(y; z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p (ËÁËÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ y �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ z × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ).÷ÙÂÒÁ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Å£ KP (x |z)(ÞÉÔÁÅÔÓÑ: �ÕÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å z).üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÓÔÉ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. é ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØKP ′(x |z). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ:KP ′(x |z) = KP (x |z) + O(1);�ÒÉÞ£Í ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÜÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x , ÎÏ É ÏÔ z .ëÁË É ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ,É × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ Ú×ÅÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(x |z).å£ (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ×ÈÏÄÏÍ. ðÕÓÔØ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á z ×ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ Ó×Ï£ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: ×ÙÈÏÄ x (�ÒÉ ×ÈÏÄÅ z) ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØpM (x |z). æÕÎË�ÉÑ 〈x; z 〉 7→ pM (x |z) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), É ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ z ÓÕÍÍÁ ∑x pM (x |z) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ pM : ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 〈x; z 〉 7→ p(x |z),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑x p(x |z) 6 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ z , ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ pM = p.óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ pM ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÕ. íÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍ Å£ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ m(x |z).äÁÌÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ − logm(x |z) 6 KP (x |z) + O(1) É ÞÔÏ KP ′(x |z) 6

− logm(x |z)+O(1). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP (x |z) 6 KP ′(x |z)+O(1), ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØÖÅ �ÒÏÓÔÏ, ËÁË É × ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÚÁÍÙËÁÅÔ ËÒÕÇ: ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ KP (x |z), KP ′(x |z)É − logm(x |z) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.101



íÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ ×ÓÅÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ × �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ �ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ z . íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍÄÅÌÏ Ó �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ�, ÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÉÄÁ.ðÏÑÓÎÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ. ÷ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÏÒÁËÕÌÁ A. (úÄÅÓØ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÉÊ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A, ÄÏÓÔÕ�ÅÎ ËÁË ×ÎÅÛÎÑÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÓ ×ÈÏÄÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x .) ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÔÁËÉÅ (�A-×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ�) ÆÕÎË�ÉÉ.ëÓÔÁÔÉ, É �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS A(x) É �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP A(x) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.4). îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÎÅ ÜÔÏ: × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÄÏÓÔÕ� Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ z . ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ �ÏÎÑ-ÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ (ÓÌÏ×Ï z ËÏÎÅÞÎÏ), ÎÏ ÏÎ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑÓÑ × z , �×ÙÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÓËÏÂËÉ� É ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x |z). äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ×ÅÌÉÞÉÎÕ I (x : y |z) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z ×ÅÒÓÉÅÊ �ÏÎÑÔÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ I (x : y).åÝ£ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÈ ËÁËÉÅ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÅÆÉËÓÁÍÉ (ÎÁÞÁÌÁÍÉ), ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÑÍ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÉÏ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ÌÉÛÅÎÙ ËÁËÏÊ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.�ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. íÏÖÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÂÙÔØÎÁÞÁÌÏÍ� ÄÌÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÔÁË ÄÅÌÁÀÔ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÓÍ. ÇÌÁ×Ù 5 É 6). íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÂÙÔØÎÁÞÁÌÏÍ� É ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3); ÔÁËÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×�ÏÌÎÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙ,ÈÏÔÑ É ÍÁÌÏ ÉÚÕÞÅÎÙ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÅÆÉËÓÁÍÉ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (×ÔÏÒÏÇÏÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÛÉÎÁ ÓÁÍÁ ÒÅÛÁÌÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ËÏÎ-ÞÉÔ ÞÉÔÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ | ÎÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÄÁÞÅ 23 (Ó. 40), ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ:79 [prefix-onditional-as-problem℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KP (y |x) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ x × y , ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ (×ÓÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). (ïÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÑÚÙËÁ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ; ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÑÚÙËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ.) [õËÁÚÁÎÉÅ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ KP (y |l (y)) 6 l (y) + O(1), ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍl (y) ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Ó×ÏÅÊ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÂÒÁÔÎÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .℄4.7.2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.
• KP (x |z) 6 KP (x) + O(1). 102



÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ) Ó�ÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏ×-ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ y 7→ D(y) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ) Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ 〈y; z〉 7→ D(y) (×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÆÉËÔÉ×ÅÎ).÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÌÕÍÅÒ: ×ÓÑËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ, ÉÇÎÏÒÉÒÕÀÝÁÑ Ó×ÏÊ ×ÈÏÄ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÀÂÁÑ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ q(x) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒq ′(x |z) = q(x) Ó ÆÉËÔÉ×ÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ z .
• KP (x |x) = O(1).ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D(y; z) = z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ (ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �Ï y , Á ÎÅ �Ï z) É KP D(x |x) = 0. âÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: D(�; z) = z , ÇÄÅ � | �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï; ÄÌÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ�ÅÒ×ÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× D ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î. îÁËÏÎÅ�, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒÔÁËÏ×Ï: q(x |x) = 1 É q(x |z) = 0 �ÒÉ z 6= x .
• KP (f (x; z)|z) 6 KP (x |z) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÓÌÏ× x; z , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(1) ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f ,ÎÏ ÎÅ ÏÔ x É z .)åÓÌÉ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ [ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ℄ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ D ′ : 〈y; z 〉 7→ f (D(y; z); z) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ [ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ℄ É KP D ′(f (x; z)|z) 6 KP D(x |z), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÌÕÍÅÒ: ÅÓÌÉ m(x |z) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z , ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÕÍÅÒÕ q(x |z) = ∑{m(x ′|z) | f (x ′; z) = x}(�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ z ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ �ÏÌÕÍÅÒÙ x 7→ m(x; z) �ÒÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ x 7→ f (x; z)); ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ q �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÞÔÏ

∑x q(x |z) 6 1 É ÞÔÏ q(f (x; z)|z) > m(x |z). éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ m , �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÉÓËÏÍÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× Á�ÒÉÏÒÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).
• KP (x |z) 6 KP (x |f (z))+O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÌÀÂÙÈ x; z (ÅÓÌÉf (z) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ; ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x É z).(äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ 〈y; z 〉 7→ D(y; f (z)) ÉÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒq(x |z) = m(x |f (z)).)
• KP (f (x)|x) = O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈf (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.(ðÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ.)
• KS (x |z) 6 KP (x |z) + O(1)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ (ÉÌÉ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ) Ó�ÏÓÏÂÙ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ ×ÈÏÄÑÔ × ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉKS (x |z). 103



• KP (x |z) 6 KS (x |z) + 2 logKS (x |z) + O(1)üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ). �ÏÇÄÁKP (D(y; z)|z) 6 KP (y |z) + O(1) 6 KP (y) + O(1) 6 l (y) + 2 log l (y) + O(1):åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å y ×ÚÑÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z , ÔÏ l (y) = KS (x |z).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (x |z) 6 KS (x |z) + logKS (x |z) + 2 log logKS (x |z) + O(1)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.4.7.3. ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙíÙ ×ÉÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 54, Ó. 95), ÞÔÏ KP (x; y) 6 KP (x)+KP (y)+O(1). üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ:�ÅÏÒÅÍÁ 60. [prefix-pair2℄KP (x; y) 6 KP (x) + KP (y |x) + O(1):
⊳ åÓÔØ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: Ó ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É Ó �ÏÌÕÍÅ-ÒÁÍÉ. ó ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, Á D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊD ′(uv) = [D(u); D(v;D(u))℄(ÄÌÑ ÔÅÈ u É v , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ). ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 54, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ D ′ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍÏ�ÉÓÁÎÉÑ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÌÑ x É ÄÌÑ y (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x)ÄÁÓÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ [x; y ℄.(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ �ÏÒÑÄÏË u É v : ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ×ÚÑÌÉ vu(×ÍÅÓÔÏ uv), ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÓÌÏ×Ï v , É ×ÏÚÎÉËÌÁ ÂÙ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÆÕÎË�ÉÑD Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÔÏÒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ, Á D(u) �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.)ó �ÏÌÕÍÅÒÁÍÉ: �ÕÓÔØ m(x) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ x , Á m(y |x) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍm ′([x; y ℄) = m(x)m(y |x)(ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m ′(z) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏ× z , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÄÁÍÉ �ÁÒ). �ÏÇÄÁ m ′ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÓÎÉÚÕ (ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÊ), É

∑z m ′(z) = ∑x;y m(x)m(y |x) = ∑x [m(x)∑y m(y |x)] 6 ∑x m(x) 6 1:104



ðÏÜÔÏÍÕ m([x; y ℄) > "m ′([x; y ℄) = "m(x)m(y |x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲80 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x; y) 6 KP (x) + KS (y |x) + O(1).[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÄÏ�ÉÓÁ× Ë ÂÅÓ�ÒÅ-ÆÉËÓÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÄÌÑ x ÏÂÙÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x . á ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØÞÉÓÌÏ �ÁÒ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) + KS (y |x) 6 n . åÓÌÉ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ k , ÔÏ �ÁÒ ÎÅÂÏÌØÛÅ 2k ·m(k) · 2n−k = 2nm(k), É �ÏÓÌÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï k �ÏÌÕÞÁÅÍ 2n · O(1).℄�ÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉÔØ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏ×Á, ÎÏ É �ÁÒÙ ÓÌÏ× (�ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÚÁÍÅÎÁ ÏÄÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÁÒ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÏÅË ÓÌÏ×. ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ �Å�ÏÞËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÌÅÎÙ O(1) Ï�ÕÓËÁÅÍ):KP (x; y) 6 KP (x;KP (x); y) 6 KP (x;KP (x))+KP (y |x;KP (x)) = KP (x)+KP (y |x;KP (x)):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP (x;KP (x)) = KP (x) (ÔÅÏÒÅÍÁ 55), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ �ÒÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ �ÁÒÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅ-ÍÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ KP (y |x;KP (x)) 6 KP (y |x) (x �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �Ï [x; f (x)℄). ëÁËÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ì. á. ìÅ×ÉÎ (ÓÍ. [18℄) É ç. þÅÊÔÉÎ [6℄, ÔÁËÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:�ÅÏÒÅÍÁ 61. [prefix-pair3℄KP (x; y) = KP (x) + KP (y |x;KP (x)) + O(1):
⊳ ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÍÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊÔÅÏÒÅÍÙ). íÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ É �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ�ÁÒÙ 〈x; y〉, ÎÁÄÏ Ë ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÍÕ ËÏÄÕ x �ÒÉ�ÉÓÁÔØ Ó�ÒÁ×Á ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ y �ÒÉÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x É KP (x) (�ÒÉÞ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å KP (x) ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ËÁË ÒÁÚ ÄÌÉÎÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÎÅÔÏÌØËÏ x , ÎÏ É KP (x), ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ×Ó£ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á y .÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÌÕÍÅÒ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ m ′([x; y ℄) = ∑

{k |2−k<2m(x)} 2−km(y |x; k):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ x; y ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÕÍÍÁ m(y |x; k) �Ï y ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 1; ÓÕÍÍÁ 2−k �Ï ×ÓÅÍ k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 2−k < 2m(x), ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4m(x), É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ�Ï ×ÓÅÍ x ÄÁ£Ô ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Å£ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ m É ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ �ÒÉ k = −⌊log2m(x)⌋ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÁË ÒÁÚ ÎÕÖÎÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ.ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:KP (x) + KP (y |x;KP (x)) 6 KP (x; y) + O(1):äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÉ×ÅÄ£Í (ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ, ÎÏÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑKP (x) + KP (y |x) 6 KP (x; y) + O(1):105



ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÏÌÕÍÅÒÁÍ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÁË:m(x)m(y |x) > "m([x; y ℄)(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y). úÄÅÓØ ÂÕË×ÏÊ m ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ Á�ÒÉÏÒÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ(ÕÓÌÏ×ÎÁÑ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ). ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁËm(y |x) > " m([x; y ℄)m(x) :äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑm ′(y |x) = " m([x; y ℄)m(x)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ "), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ m(y |x). ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ m ′(y |x) �Ï y . îÁÍ ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏÓÕÍÍÁ
∑y m ′(y |x) = " ∑y m([x; y ℄)m(x)ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù.ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÔÁË? ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ ∑y m([x; y ℄) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ (Å£ ÓÕÍÍÁ�Ï ×ÓÅÍ x ÅÓÔØ ∑x;y m([x; y ℄) 6 1) É �ÏÔÏÍÕ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m(x)=" �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ".çÄÅ ÏÛÉÂËÁ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ? íÙ ÚÁÂÙÌÉ, ÞÔÏ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÁ ÓÎÉÚÕ. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÆÕÎË�ÉÑ ∑y m([x; y ℄), ËÁË ÌÅÇ-ËÏ �ÏÎÑÔØ, ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ m ÂÙÌÁ ÔÁËÏ×ÏÊ. îÏ ×ÏÔ �ÒÏm([x; y ℄)=m(x) ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ m(x) ÓÔÏÉÔ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, Á �ÒÉ ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÎÉÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÄÒÏÂØ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ (ËÁË ÎÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ), Á ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.ðÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ z = KP (x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m(y |x; z) > " m([x; y ℄)m(x) :îÁÛÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ. îÏ�ÒÉ z = KP (x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ m(x) ≈ 2−KP (x) ÎÁ 2−z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀm ′(y |x; z) = m([x; y ℄)2z :üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. úÁÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ: ÓÕÍÍÁ ∑y m ′(y |x; z)ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ

∑y m([x; y ℄) 6 2−z :íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ∑y m([x; y ℄) = O(m(x)) = O(2−KP (x)), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: z 6 KP (x)−  ⇒ ∑y m ′(y |x; z) 6 1:üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÍÁÌÏ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É z , Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÓ�ÒÁ×ÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m ′,�ÏÌÕÞÉ× ÆÕÎË�ÉÀ m ′′ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:106



• ÆÕÎË�ÉÑ 〈y; x; z 〉 7→ m ′′(y |x; z) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ;
• ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∑y m ′′(y |x; z) 6 1×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É z ;
• ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ z 6 KP (x)−  ⇒ m ′′(y |x; z) = m ′(y |x; z):�ÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.2: ÓÔÒÏÑ ×Ó£ Â�ÏÌØÛÉÅ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ, ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÇÒÁÎÉ�Õ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ, É ÅÓÌÉ ÎÁÒÕ-ÛÁÀÔ, ÔÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ m ′′ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ z 6 KP (x)−  ⇒ KP (y |x; z) 6 KP (x; y)− z +  ′ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ  É  ′ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y; z .þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ z = KP (x) −  ×�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ z ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÅ KP (y |x; z)ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÞÌÅÎÕ �ÁÒÙ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ), �ÏÜÔÏÍÕ KP (y |x;KP (x)− ) = KP (y |x;KP (x))+O(1). ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 22 (Ó. 43), ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ KS (x; y) = KS (x) + KS (y |x) +O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍÅÎÁ KP ÎÁ KS ÍÅÎÑÅÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁO(log n). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ KS (y |x;KP (x)) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS (y |x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁO(log n). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 21, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÅ �ÏÄÓÞ£ÔÙ ÚÁÍÅÎÅÎÙ Ï�ÅÎËÁÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ m(x) ≈ ∑y m([x; y ℄) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (ÚÁÄÁ-ÞÁ 73, Ó. 96), ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 61 ÔÁË:m(y |x;KP (x)) ≈ m([x; y ℄)

∑y m([x; y ℄)ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ �ÁÒÙ ÒÁ×ÅÎ y , �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ��ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÁÒÙ ÒÁ×ÅÎ x�.81 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KP (x |z) 6 KP (x |y) + KP (y |z) + O(1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y; z . (üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÅÝ£ ÕÓÉÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉÔØ KP (x |y) ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ×ÅÌÉÞÉÎÕ KP (x |y; z).)82 äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ� ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 61:KP (x; y |z) = KP (x |z) + KP (y |x;KP (x |z); z) + O(1):107



ä×ÁÖÄÙ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 61, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÔÒÏÊËÉ ÓÌÏ×. üÔÕ ÔÒÏÊËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÁÒÕ, �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ �ÁÒÁ
〈x; y〉, Á ×ÔÏÒÏÊ | z . ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏKP (x; y; z) = KP (z |x; y;KP (x; y)) + KP (x; y) + O(1):åÝ£ ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 61, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 62. [prefix-triple℄KP (x; y; z) = KP (z |x; y;KP (x; y)) + KP (y |x; KP (x)) + KP (x) + O(1):íÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ �ÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (�ÒÉÍÅÎÑÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ� ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 61):KP (x; y; z) = KP (y; z |x;KP (x)) + KP (x) == KP (z |y;KP (y |x;KP (x)); x;KP (x)) + KP (y |x;KP (x)) + KP (x)(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ O(1)).ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 62: Ä×Á�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÎÅÊ ÔÅ ÖÅ, ÎÏ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÔÁÍÓÔÏÉÔ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á z , ÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ KP (x; y) �ÏÑ×ÉÌÏÓØ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑKP (x) É KP (y |x;KP (x)) | Ä×Å ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ ËÁË ÒÁÚ KP (x; y) �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 61. ðÏÜÔÏÍÕ �ÁÒÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÞÅÍ KP (x; y).âÏÌÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x É y) ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ËÁÞÅÓÔ×Å z �ÁÒÕ 〈KP (x);KP (y |x;KP (x))〉; ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ× ÎÕÌØ (ÔÏÞÎÅÅ, × O(1)). ðÒÉÒÁ×ÎÑ× �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 63. [prefix-pair-paradox℄KP (KP (x)|x; y;KP (x; y)) = O(1);KP (KP (y |x;KP (x))|x; y;KP (x; y)) = O(1):(òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ KP (y) É KP (x |y;KP (y)).)83 äÁÊÔÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 63. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ x , y É KP (x; y),ÔÏ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ d ÄÌÑ KP (x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KP (y |x; d ) + d ÓÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÓKP (x; y). óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ d = KP (x) + O(1): ÅÓÌÉd �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ KP (x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ m , ÔÏ KP (y |x; d ) ÍÏÖÅÔ Õ�ÁÓÔØ ÚÁ ÓÞ£Ô ÜÔÏÇÏ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(logm), �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÕÍÍÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÇÒÙÛ.℄ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 61 ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÁ 24, Ó. 49)ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1) (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁÌÉÛØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁ):�ÅÏÒÅÍÁ 64. [prefix-baseineq℄KP (x; y; z) + KP (x) 6 KP (x; y) + KP (x; z) + O(1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÓÌÏ× x; y; z . 108



⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁËKP (x) + KP (y |x;KP (x)) + KP (x) + KP (z |x;KP (x));Á ÌÅ×ÕÀ | ËÁË KP (x) + KP (y; z |x;KP (x)) + KP (x);É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏKP (y; z |x;KP (x)) 6 KP (y |x;KP (x)) + KP (z |x;KP (x));ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 54 (Ó. 95). ⊲ðÒÉ×ÅÄ£Í ÔÁËÖÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 64 Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÌÕÍÅÒ. îÁÍ ÎÕÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ)m(x; y; z)m(x) > m(x; y)m(x; z);ÇÄÅ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ. ðÏÄÅÌÉ× ÎÁ m(x), �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(x; y)m(x; z)m(x) 6 m(x; y; z):ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (�Ï ×ÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÓÌÏ× x; y; z). üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
∑y;z m(x; y)m(x; z)m(x) 6 m(x)(×ÅÄØ ∑y m(x; y) 6 m(x) É ∑z m(x; z) 6 m(x)). (äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉO(1), ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å.)üÔÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÉÚ-ÚÁ m(x) × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÒÏÂØm(x; y)m(x; z)m(x)ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, É �ÏÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÁËÏÊ ÏÂÈÏÄÎÏÊ ÍÁÎ£×Ò (ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 61): �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ.üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÞÅÒÅÚ mn (x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀm(x; y), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÓÕÍÍÁ ∑y m(x; y) �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉ-ÓÌÏÍ 2−n . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∑y m(x; y) ÒÁ×ÎÏ m(x) (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÙÏ�ÕÓËÁÅÍ), �ÏÜÔÏÍÕ mn (x; y) = m(x; y) �ÒÉ n = KP (x). �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ

〈x; y; z 〉 7→ ∑n>KP (x) mn (x; y)mn (x; z)2−nóÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÅÓÔØ É ÞÌÅÎ Ó n = KP (x). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
∑x;y;z ∑n>KP (x) mn (x; y)mn(x; z)2−n 6 ∑x ∑n>KP (x) ∑y mn (x; y)∑z mn (x; z)2−n

6 ∑x ∑n>KP (x) 2−n 6 ∑x 2m(x) 6 2:109



(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ | ÉÈ ÕÞ£Ô ÄÁÓÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÏËÏÎ-ÞÁÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ.)84 [ondit-triple-prefix℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 26 (Ó. 50) ÄÌÑ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1):2KP (x; y; z) 6 KP (x; y) + KP (x; z) + KP (y; z) + O(1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y; z . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÉÔÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP (x; y; z) + KP (z) 6KP (x; z) + KP (y; z) Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ KP (x; y; z) 6 KP (x; y) + KP (z).℄85 [inreasing-pair-omplexity℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Áx É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n , ÞÔÏKP (x; y) > KP (x) + n − [õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z É n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KP (y |z) > n .℄óÈÏÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ ÄÌÑ �ÁÒ, Á ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏÓÌÏ×Á x ÎÁ n ÂÉÔÏ× (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 34 ÎÁ Ó. 45)�ÅÏÒÅÍÁ 65. [inreasing-prefix-omplexity℄max{KP (xy)|l (y) = n} > KP (x |n) + n −O(1):äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É n ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÒÏÄÌÉÔØ ÓÌÏ×Ï x ÎÁ nÂÉÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ n− , �ÒÁ×ÄÁ ÎÅ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó KP (x), Á ÌÉÛØ�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó KP (x |n).
⊳ ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Á�ÒÉÏÒÎÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ, �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁË2n min{m(xy)|l (y) = n} 6 m(x |n) · O(1)ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ∑{m(xy)|l (y) = n} (ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÕÍÍÁ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ). á ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n(ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. ⊲86 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó KP (x) − KP (n) ×ÍÅÓÔÏ KP (x |n)× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 85.
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5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[monot℄5.1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å[monotsm℄ ï�ÒÅÄÅÌÑÑ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ × ÇÌÁ×Å 4, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÍÁÛÉÎÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÅÞÁÔÁÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×Á-ÌÉÓØ. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÌÁÓÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÄÁÀÔ ÎÁ×ÙÈÏÄ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÚÁÄÁ£Ô ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ � (ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÄÁÀÝÉÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍÙÅ ÏÔ ÄÁÔÞÉËÁ:while true dob:=random;OutputBit(b);odóÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ(ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÕÌØ) É ÉÍÅÅÔ ÔÁÍÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ �Ï-Ñ×ÌÑÔØÓÑ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÏ×ÙÈ ÂÉÔÏ× ÎÅ ×ÙÄÁ£Ô).äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÎÁÄ×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:a(x) = Pr[×ÙÈÏÄ A ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x ℄æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁË. ëÁÖÄÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÕ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �A ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �. éÍÅÎÎÏ, �A(!) ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏ×,ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÞÌÅÎÙ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÙÚÏ× b := random ÂÅÒ£Ô ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ !). äÌÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �A(!) = !.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ a(x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÅÒÁ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ �A(ÇÄÅ �x ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑÎÁ ÓÌÏ×Ï x).87 îÁÊÄÉÔÅ �A É a ÄÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÞÁÔÁÅÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ (É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×).÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 66. [monotsm-rit1℄ ðÕÓÔØ A | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ,a | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ:111



(Á) a(x) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x ;(Â) a(�) = 1 (ÚÄÅÓØ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï);(×) a(x) > a(x0) + a(x1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ;(Ç) ÆÕÎË�ÉÑ a �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1 (Ó. 72) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙa(x) = limi a(x; i ), ÇÄÅ a | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, a(x; i ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ i , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÉÌÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÓÉÍ×ÏÌÏÍ −∞) É ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï i .
⊳ ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ:(Á) ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.(Â) a(�) = 1, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ.(×) a(x) > a(x0) + a(x1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ x0� É �ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ�ÏÑ×ÉÌÏÓØ x1� ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ x�.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÕÎËÔÁ (×) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: ÒÁÚÎÏÓÔØa(x)− a(x0)− a(x1)ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x É ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÉÈ ÂÉÔÏ× ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ.(Ç) þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÉ a, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ �ÏÌÕÞÁÔØ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë a(x) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x . âÕÄÅÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ AÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×. ÷ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØÓÑÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ ÅÓÔØÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ �A ÒÁ×ÎÁ x ÉÌÉ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÀ ÓÌÏ×Á x . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ a(x) ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, É × ËÁÞÅÓÔ×ÅÉÓËÏÍÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ a(x; i ) ÍÙ ÂÅÒ£Í ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ Ë ÛÁÇÕ i . ⊲æÕÎË�ÉÉ a, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (Á) { (Ç) ÔÅÏÒÅÍÙ 66, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. ÷ÁÖÎÏ ÎÅ ÓÍÅÛÉ×ÁÔØ ÉÈ Ó ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÍÉ-ÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (ÉÌÉ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ËÁË ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈÏÂßÅËÔÁÈ): �ÒÅÖÎÉÅ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÄÁ×ÁÌÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÓÌÏ×Ï) É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌÉÓØ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÆÕÎË�ÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(Á) { (×); ÕÓÌÏ×ÉÅ (Ç) ×ÙÄÅÌÑÅÔ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ.88 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å (ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (Á) { (×)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÍÅÒÁÍ (× ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ. [ïÔ×ÅÔ: ÅÓÌÉ a | �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å, ÔÏ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ �ÒÅÄÅÌÕÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �Ï n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�n = ∑{a(y)|y ÅÓÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ x ÄÌÉÎÙ n}:úÄÅÓØ �n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÉ n > l (x) É ÒÁ×ÎÏ a(x) �ÒÉ n = l (x).℄89 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÓÕÍÍÁ ∑x a(x) ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏ�ÉÒÕÀÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ ÎÁ×ÙÈÏÄ.℄ 112



÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 66 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 67. [monotsm-rit2℄ ÷ÓÑËÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
⊳ éÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÇËÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÓÔÁ, �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 40 (Ó. 75). éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÎÏ-ÓÑÔ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ä×Å ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 0 É 1)ÔÒÅÂÕÀÔ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÉÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ÚÁ�ÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÀÔÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÎÏ × ÓÕÍÍÅ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÅÄÉÎÉ�Ù.÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÊ ÅÓÔØ �Ï Ä×Á �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ (× ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ 0 ÅÓÔØ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅ-ÎÉÑ 00 É 01, × ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ 1 ÅÓÔØ Ä×Á �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ 10 É 11), ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÀÔ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑÉÍ ÍÅÓÔÁ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ-ÓÔÕÔ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÎÏ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ×ÓÅÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÈ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ 000, 001 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: × �ÒÅÄÅÌÅ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ xÔÒÅÂÕÅÔ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó�ÌÏÛÎÏÇÏ) ÕÞÁÓÔËÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ a(x), ÇÄÅ a | ÚÁÄÁÎÎÁÑ �Ï-ÌÕÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁÖÄÙ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÌÀÂÏÍÕ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑÚÁ ÎÉÍ É �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÓÔÁ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÔÁËÏ×Ï:ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÂÌÁÓÔØ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÀx , ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó x (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×).ðÒÅÄÓÔÁ×É× ÓÅÂÅ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÉÍÏ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÑÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ÜÔÁ�Ï× Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÍÅÔÁÆÏÒÙ).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ a | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �Ï i ÆÕÎË�ÉÑ 〈x; i 〉 7→ a(x; i ),ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, limi a(x; i ) = a(x) ÉÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ a(x; i ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÊ ÍÅÓÔÏ (ËÌÁÄÏ×ÝÉË, ÍÅÎÅÄÖÅÒ �ÁÍÑÔÉ) ÍÏÖÅÔ ÎÁÌÏÖÉÔØÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ:
• ÚÁ�ÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ÉÍÅÔØ ×ÉÄ k=2n ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ k É n);
• ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ �ÏÄÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÁ�ÒÏ-ÓÙ;
• ÚÁ�ÒÏÓÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ (ÚÁ�ÒÏÓ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ a ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ (ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÁÍ�ÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ). óÎÁÞÁÌÁ ÄÏÂØ£ÍÓÑ,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× a(x; i ) ÎÁ113



ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ÓÎÉÚÕ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2i (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÎÕÌÉ).úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÏÌÏÖÉ× a(x; i ) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏ× xÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ i .îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ×Ù�ÏÌÎÉ× ÚÁÍÅÎÕa(x; i ) := max (a(x; i ); a(x0; i ) + a(x1; i ))�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÄÌÉÎ ÓÌÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ a(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ-ÍÅÒÏÊ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÁËÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÓÏÈÒÁÎÑÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a(x; i ) 6 a(x). ìÅÇËÏ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÌÕÍÅÒÙ (�ÒÅÄÅÌÙ limi a(x; i ) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ x) �ÒÉ ÎÁÛÅÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÎÅÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ, ××ÅÄÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕÍÅÒÕ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ��ÒÏÓÔÏÊ� �ÏÌÕÍÅÒÏÊ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ��ÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ� ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × 
.(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × 
 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ 
z , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á z . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØË ËÏÔÏÒÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÉÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.)âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ��ÒÏÓÔÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ� ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ax , ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ x , × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, �ÕÓÔÙ, ÉÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ax0 É Ax1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ax .äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ �(Ax), ÇÄÅ � | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ.ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎ£Í ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á É �ÏÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á-ÉÎÄÅËÓÁ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÎÕÔÒÉ �ÒÏÓÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ax ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ax0 É Ax1 ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÅÒ(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÍÅÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÅÒÙ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÓÔÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ b(x) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏBx . ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ , �ÒÉÞ£Í (x) > b(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x . �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Cx , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÌÕÍÅÒÅ , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Cx ⊃ Bx �ÒÉ×ÓÅÈ x .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 2, ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÎÕ-ÔÒÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÓÔØ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, É ÎÁÄÏ Õ×ÅÌÉ-ÞÉÔØ ÉÈ ÍÅÒÙ ÄÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×É× �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ É ÎÅ ×ÙÊÄÑÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍ 2 É 3 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �Ï ÔÁÂÌÉ�ÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÙÈ�ÏÌÕÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.âÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ 3 �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ Ë �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÌÕÍÅÒÁÍ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑÆÉËÓÁ�ÉÅÊ i = 0; 1; 2; : : : × a(x; i ). ðÏÌÕÞÉÍ Ä×Õ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× U (x; i ), �ÒÉ ÜÔÏÍ 114



• Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (x; i ) (Ó�ÉÓÏË ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÉ �Ï x É i ;
• ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (x; i ) ÒÁ×ÎÁ a(x; i ) (É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë a(x) �ÒÉ i → ∞);
• �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x É i ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (x0; i ) É U (x1; i ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (x; i );
• U (x; i ) ⊂ U (x; i + 1) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x É i .�Å�ÅÒØ ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ �ÏÌÕÍÅÒÕ a, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÔÁË: ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (x; i ) �ÒÉ ×ÓÅÈ x É i É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁ�ÒÁÛÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ,ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÉÈ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ! ∈ U (x; i ) ÄÌÑËÁËÉÈ-ÔÏ x É i , ×ÙÄÁ£Í ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÅÝ£ ÎÅ ×ÙÄÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á x .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÏËÁÚÁÌÁÓØ × U (x; i ), ÔÏ ÏÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × U (y; i )ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y ÓÌÏ×Á x , Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ! ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × U (x; i )É U (x ′; i ) ÄÌÑ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÓÌÏ× x É x ′ (ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ).ðÏÜÔÏÍÕ ÕÖÅ ×ÙÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÂÉÔÙ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÔÚÙ×ÁÔØ�.óÌÏ×Ï x ÉÌÉ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× U (x; i ) �ÒÉ i = 0; 1; 2; : : :; ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×U (x; i ), Á ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó a(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲�ÅÏÒÅÍÙ 66 É 67 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÍÏÖÎÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏ ×ÙÄÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ). éÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÕÍÅÒÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉÍÅÒÁÍÉ. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 68. [monotsm-semi-measure℄ (Á) ðÕÓÔØ � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å 
. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ p, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(x) = �(
x), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ, �ÒÉÞ£Í p(x) = p(x0) + p(x1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x .(Â) åÓÌÉ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ p ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p(x) = p(x0) +p(x1) �ÒÉ ×ÓÅÈ x , ÔÏ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ 
.
⊳ (Á) åÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ, É an | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ËÎÅÍÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊ 1=n , ÔÏ bn = an − 1=n ÂÕÄÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ÓÎÉÚÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊ 2=n . ÷ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ bn ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ (ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ), ÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ n = max(b0; b1; : : : ; bn )ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅ-ÍÑÝÅÊÓÑ Ë �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ.ðÒÏ×ÏÄÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x , ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑÍÅÒÁ ÚÁÄÁ£Ô �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ 
x ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 
x0 É 
x1, ÔÏ p(x) = p(x0) + p(x1) (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ).115



(Â) ðÕÓÔØ p | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p(x) = p(x0) + p(x1) �ÒÉ×ÓÅÈ x . ðÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉÎÅ x , ËÁË ÎÁÊÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë p(x) Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ. äÌÑ �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(�) ÒÁ×ÎÏ 1 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. åÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÕÍÅÅÍÎÁÈÏÄÉÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë p(x) Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, Á ÈÏÔÉÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÄÌÑ p(x0) É p(x1), ÔÏ ÎÁÄÏ ÖÄÁÔØ, �ÏËÁ ÓÕÍÍÁ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑp(x0) É p(x1) ÎÅ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÓÑ Ë (ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ) ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÑ p(x). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ p(x1) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ p(x) (ËÏÔÏÒÙÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ) ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ p(x0). ⊲üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÄÁÔÞÉËÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÄÁ£Ô �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ�Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ p (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÄÁÔÞÉËÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x , ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ p(x)). �ÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 67 É 68 ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÄÁÔÞÉË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × ×ÉÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÄÁÔÞÉË, Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊÉ Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ, ÞÅÍ ÄÁÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 67. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÏÂØ£Í ÏÔÒÅÚÏË[0; 1℄ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊ p(0) É p(1). ðÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÏÂØ£Í ÅÝ£ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊp(00) É p(01), ×ÔÏÒÕÀ | ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊ p(10) É p(11) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×Ï-ÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á z �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �z ÄÌÉÎÏÊ p(z); ÏÔÒÅÚËÉ �z ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× zÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÒÏÓÁÅÔ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ É �ÏÌÕ-ÞÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×. üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁËÄ×ÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �). ðÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÏ Ó �ÏÌÕÞÅÎÉÅÍ � ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÝÅÔ ÔÁËÉÅ z , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ � ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ �z (ÉÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï � É Ï ÇÒÁÎÉ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �z ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Á z Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ (ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ� ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÅÍ ÄÌÉÎÎÅÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ z). ïÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ×,ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÁ£ÔÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄ.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜÔÏÔ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÓÏ×�ÁÄ£Ô Ó ËÏÎ�ÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× �z , ÎÏ ÔÁËÉÈ ËÏÎ�Ï× ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ 0. ÷ÙÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÞÉÓÌÏ � ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ �z , ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ.çÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ× � ××ÙÈÏÄÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏ× � = T (�) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ × ÍÅÒÕ p .(îÉÞÅÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÇÏ × ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅÔ. åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ [0; 1℄ ÞÉÓÅÌ, Á ÎÕÖÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ,ÇÄÅ 0 É 1 ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, 2=3 É 1=3, ÔÏ ÎÁÄÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÇÒÁÎÉ�ÅÊ 2=3. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÉÔÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔ-ÒÅÚËÏ× [0; 2=3℄ É [2=3; 1℄ ÓÎÏ×Á ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ × �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ 2 : 1. òÏ×ÎÏ ÜÔÏÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ.)þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÍÅÒÁÍ, �ÏÌÅÚÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T ÂÏÌÅÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ. åÇÏÕÄÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÎÁÒÑÄÕ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÏÔÒÅÚËÏ× �z ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï IzÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Iz | ÏÔÒÅÚÏË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ116



ÞÉÓÌÁÍÉ, Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ z (�ÌÀÓ ËÏÎ�Ù).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : 
 → � ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÓÌÏ×Ï y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ T (�),ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï x , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚÏË Ix ÌÅÖÉÔ ×Ï ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ �y .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U : 
 → �, �ÏÍÅÎÑ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔÒÅÚËÏ×ÍÅÓÔÁÍÉ: ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ U (�), ÅÓÌÉ � ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌÏ y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �y ÌÅÖÉÔÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ Ix .èÏÞÅÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T É U ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ �ÅÒÅ-ÈÏÄ ÏÔ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ Ë ÅÇÏ �ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ�Ï ÍÅÒÅ p�, × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �z ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ z , É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÂÕË×ÁÌØÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁÓÏÚÄÁÀÔ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ �ÒÉ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ë ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ �Ï ÍÅÒÅ p, ÔÁËÖÅ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× �z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× �z ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀÄÌÉÎÕ (ÔÏÇÄÁ �ÅÌÙÊ ËÏÎÕÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ). ÷ÏÚÍÏÖÎÏÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÔÏÇÄÁ�ÅÌÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).îÏ × ÏÓÔÁÌØÎÏÍ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ × ÍÅÒÕ p. üÔÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÑÔØÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ T ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p. ÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ:90 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ p-ÍÅÒÙ,Á ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ U (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 É ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 
. [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �; ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ;×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑU (�) �Ï�ÁÓÔØ × ÏÔÒÅÚÏË �z ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, Á ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØÏÔÒÅÚËÁÍÉ ×ÉÄÁ �z .℄üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÍÅÑÄÁÔÞÉË Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ p. íÏÄÅÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑÍÏÎÅÔÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÒÌÁ × 2=3, Á ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ ÞÅÓÔÎÏ (ÞÔÏÂÙ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁÉÍÅÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÛÁÎÓÙ). ÷ ÜÔÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ: ÄÁÄÉÍËÁÖÄÏÍÕ ÂÒÏÓÉÔØ ÍÏÎÅÔÕ �Ï ÒÁÚÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ÏÒ£Ì ÉÌÉ ÒÅÛËÁ, ÔÏ ÎÉÞØÑ (É ÂÒÏÓÁÎÉÑ�Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ), ÅÓÌÉ ÏÒ£Ì ÔÏÌØËÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÄÉÎ É ×ÙÉÇÒÁÌ. üÔÏÔ �ÒÉ£Í ÄÁÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÒÌÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ).õÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÎÅ ÉÚ ×ÓÑ-ËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p(000 : : : 000) = 1 ÄÌÑÓÌÏ×Á ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ p ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÎÉËÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÓÅÂÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÄÁ£Ô ÎÕÌÉ, É Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÛØ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !É ÞÉÓÌÏ Æ > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p(x) > Æ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Æ ÄÁÔÞÉË ÄÁÓÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, É �ÏÔÏÍÕ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ117



ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.îÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£-ÆÁ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÒ.�ÅÏÒÅÍÁ 69. (Á) åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = T (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÍÅÒÅ p.(Â) åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÍÅÒÅ p É ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ � = U (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, É T (�) = �.(óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 99, Ó. 152.)
⊳ (Á) óÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ,�ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�) É ÄÁÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÁËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× �z ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ). úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = T (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ " > 0 �ÏËÒÙ×ÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ 
u Ó ÓÕÍÍÏÊ p-ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ", ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÅÚËÁÍ �u , ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÈ ÎÁÞÕÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅ-ÀÝÅÅ Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ �, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ �Ï-ËÒÙÔÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ 
v Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÅÒ (ÉÎÔÅÒ×ÁÌÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
v , �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ). á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �.(Â) ÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÉ. ðÒÅ-ÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {�} ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ p-ÍÅÒÕ,ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ p ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.) ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,�ÕÓÔØ ÍÅÒÁ {�} ÂÏÌØÛÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ". ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ � Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1="). ðÕÓÔØ ÉÈ, ÓËÁÖÅÍ, k . õ×ÅÌÉÞÉÍ " ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ "′ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÌÉ ÍÅÒÕ ÂÏÌØÛÅ "′. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n (ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ k ÓÌÏ× z ÄÌÉÎÙ n ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p(z) > "′. úÎÁÑ "′ É N , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á, É �ÏÔÏÍÕÏÂÒÁÚÕÅÍÙÅ ÉÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ×ÅÔ×É ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ � ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× �z ÄÌÑ ÓÌÏ× z , Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑÎÁÞÁÌÁÍÉ �, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. üÔÁ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, �Ï-ÓËÏÌØËÕ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ). äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ (ÉÎÁÞÅ � ÂÙÌÁ ÂÙ Ï�ÑÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ), É�ÏÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = U (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É � = T (�).ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÄÁÀÔÅ£ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÁÌÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙÎÁ �ÒÑÍÕÀ É ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÚÑÔØ ÏÔÒÅÚËÉ �z , �Ï�Á×ÛÉÅ × ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ.óÒÅÄÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÏ× z ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �,ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÙ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÏÔËÒÙÔÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ. ⊲ 118



ïÔÓÀÄÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕ-ÞÁÊÎÁ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÌÉÂÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �Ï �ØÀ-ÒÉÎÇÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �;� ∈ 
 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ � Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ë � É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ � Ë � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ,ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ �, ×ÙÚÙ×ÁÑ ×ÎÅÛÎÀÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ (�ÏÒÁËÕÌ�) ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏ× �.) ÷ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T É U ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÂÙÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ��ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍÉ� × ÓÔÁÔØÅ [87℄ (× ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÔÅÒÍÉÎ \proper").÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÏÏÂÝÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ? ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕÎÉËÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ? (÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ×Ï�ÒÏÓÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ� ÎÁ �×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ�; ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÜÔÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ.)ðÏ ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.1. îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÍÅÒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÆÅËÔÏ×(ÒÁÚÄÅÌ 5.9, Ó. 151):91 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ P ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ y ÓÌÏ×Á x , ÉÍÅÀÝÅÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (×ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.9) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P . [õËÁÚÁÎÉÅ. âÕÄÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ x ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ ÕÍÅÎØÛÁÌÏ ÍÅÒÕ P ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ (ÓËÁÖÅÍ) × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. üÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÍÅÄÌÅÎÎÏ, Á ÍÅÒÁ ÕÂÙ×ÁÔØ ÂÙÓÔÒÏ.℄ òÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÅÒÙ (ËÁÖÄÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ), �ÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÍÅÒÅ.ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ�ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÈ� �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁâÜÒÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×(ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) ÎÅ�ÕÓÔÏ (É ÄÁÖÅ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ).92 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ÚÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï É �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÅÍÕÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï�ÁÓÔØ ×ÎÕÔÒØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ× ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) É ÏÔÂÅÒ£Í ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÅ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÀÄÕ�ÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÜÒÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ (É ÄÁÖÅ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔ-ÎÏÅ) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. îÁÚÏ×£Í ÜÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ.çÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË �ÎÅ �ÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑÎÉËÁËÉÍ ÚÁËÏÎÁÍ�, ÅÓÌÉ �ÏÄ ÚÁËÏÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,ÚÁ�ÒÅÝÁÀÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Õ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.93 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÉÌÅÎ-ÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. [õËÁÚÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÂÏÌÅÅ N , × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÂÏÌØÛÅ 99%, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ. áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏ× Ó ÄÏÌÅÊ ÅÄÉÎÉ� ÍÅÎÅÅ 1%.℄ 119



94 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. [õËÁ-ÚÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÏÔËÒÙÔÏ É ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ.℄÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÍÅÒÙ.95 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÎÉ �ÏËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÌÏÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÌÏ×ÉÎÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÁ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÍÅÎØÛÕÀ (ÉÌÉ ÞÕÔÏ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÕÀ) �Ï ÍÅÒÅ.℄ëÁË ÎÁ�ÉÓÁÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [87℄ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 4.4), ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÎÏ ÔÁÍ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, × ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Á×ÔÏÒÙ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÉÍÅÌÉ ××ÉÄÕ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:96 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÕÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÅÒÙ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ.òÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÎÁ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ; i -Ñ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔÏÔ×ÅÞÁÔØ ÚÁ i -À ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÉÍÅÅÍ ÌÉ ÍÙÄÅÌÏ Ó ÍÅÒÏÊ ÉÌÉ ÎÅÔ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ (Á ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.℄2. óÌÏÖÎÅÅ | ÎÏ ÔÏÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ | �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÁ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ ÎÉËÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. ðÒÉÜÔÏÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÁ: Ë ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÂÕÄÅÔ Ó×ÏÄÉÔØÓÑ ÎÉËÁËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ,ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÁ£Ô ÔÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. (üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÓÔÁÔØÅ ÷ØÀÇÉÎÁ [82℄.)3. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÅÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ (×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ë [gas-reduibility-remark℄ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 101, Ó. 158).4. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ�ÏÍÅÓÔÉÍ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ | ÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ ÍÅÒÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ.(úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ, Á ÔÁËÖÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÍÅÒÅ P , ÔÏ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÅ£ ÞÌÅÎÏ× Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅË�ÉÉ PÎÁ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.)ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅËÔÁÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 16.2). âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÍÅÒÅ, ÔÏ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÚÁÄÁÞÁ 268, Ó. 383).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÕËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍ:120



�ÅÏÒÅÍÁ 70. [monotsm-anybits℄ ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓ-ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÁÈ (×ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ): ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÁÔÞÉË Ó×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á× ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ Ä×ÕÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × �Ï×ÔÏÒÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 66, ÇÄÅÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÅÒÙ É �ÏÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ�ÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÓÎÉÚÕ. ⊲5.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å[monotmax℄�ÅÏÒÅÍÁ 71. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) �ÏÌÕÍÅÒÁ a: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ a′ ÎÁÄÅÒÅ×Å ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a′(x) 6 a(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x .
⊳ ëÁË É ÄÌÑ �ÏÌÕÍÅÒ ÎÁ N (ÔÅÏÒÅÍÁ 41, Ó. 76), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A,ËÏÔÏÒÙÊ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÅÌÉ-ÒÕÅÔ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. åÓÌÉ �ÏÌÕÍÅÒÁ a′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A′,ÔÏ a ′(x) 6 (1=")a(x), ÇÄÅ " | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎ ÉÍÅÎÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A′. ⊲äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉ-ÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a0; a1; : : :, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÌÕÍÅÒÕa = ∑i �iai , ÇÄÅ �i | ÒÑÄ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ 1 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �i = 2−i−1).�ÏÎËÏÓÔØ ÚÄÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÏÌÕ-ÍÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÀ u(i; x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ: (1) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ i ÆÕÎË�ÉÑ ui : x 7→ u(i; x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ; (2) ÓÒÅÄÉ ui ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÓÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ.üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ×ÓÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÒÁÎÅÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ), ÌÉÂÏ �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÌÉ �ÏÌÕÍÅÒÙ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÏÌÕÍÅÒ ÎÁ N(ÒÁÚÄÅÌ 4.2, ÓÔÒÁÎÉ�Á 76), É ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÅÔÁÌÉ. (óËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ p(x) > p(x0) + p(x1) ÎÁÄÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ p(x), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p(�) ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.)97 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ.(úÁÍÅÞÁÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁ£Ô ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. áÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á Ó ÎÁÞÁÌÏÍ x (ÔÏ ÅÓÔØ p(x)), ÎÏ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ p(x) − p(x0) − p(x1), ÄÌÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ� ÍÁÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.)98 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÄÁÀÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄ (�Ï ÏÄÎÏÍÕ) ÎÅ ÂÉÔÙ, Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ121



×ÙÄÁ£ÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ). �ÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÁÍÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.99 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å£ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 1 ÄÁ£Ô Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÌÁÈ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4, Á Å£ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÁ£ÔÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å.æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ Å£ a(x). å£ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ a(x) ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÔØ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÅÒÅ×Á), ÎÏ ×ÁÖÎÏ ÎÅ �Õ-ÔÁÔØ Å£ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4. ÷ÅÌÉÞÉÎÕKA (x) = − log a(x)ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x . (úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ Ï�ÁÓÁÔØÓÑ �ÕÔÁÎÉ�Ù, ÔÁËËÁË × ÇÌÁ×Å 4 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÌÏ Ë �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÌÉÛÎÅ.) òÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ËÒÁÚÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ �ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ,ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �Ï ÎÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ (ÉÄÁÖÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù �Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)�, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ − loga(x)ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a(x) > 2−n . �ÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÏÎËÏÓÔØ: ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÌÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÍ ÔÅ ÒÅÄËÉÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÅÇÏÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.5.3. ó×ÏÊÓÔ×Á Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ[monotapr℄�ÅÏÒÅÍÁ 72. [ka-properties℄(Á) KA (x) 6 l (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ;(Â) KA (x) 6 KP (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ;(×) ÅÓÌÉ x0; x1; : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× (ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ), ÔÏ KA (xi ) = KP (xi ) + O(1) = KP (i ) + O(1);(Ç) KP (x) 6 KA (x) + 2 log l (x) + O(1);(Ä) ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, KP (x) 6 KA (x) + KP (l (x)) + O(1);(Å) É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, KP (x |l (x)) 6 KA (x) + O(1);(£) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.(Ö) ÅÓÌÉ f : � → N⊥ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KP (f (x)) 6KA (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ⊥).122



⊳ (Á) æÕÎË�ÉÑ p(x) = 2−l (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ, É �ÏÔÏÍÕ p(x) 6a(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  , ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.(Â) íÁÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÄÁÀÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ËÁË ÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ) É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ,ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÛÉÎ, ×ÙÄÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ×.ðÏÜÔÏÍÕ m(x) 6 a(x), ÇÄÅ m | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4, ÏÔËÕÄÁ ÉÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÌÕÍÅÒ. ðÏÌÏÖÉÍ m ′(x) ÒÁ×ÎÙÍÓÕÍÍÅ m(y) �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍ y ÓÌÏ×Á x , ÇÄÅ m | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Ù, ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ËÁË ÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ. (åÝ£ �ÏÌÏÖÉÍ × �ÏÒÑÄËÅÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ m ′(�) = 1.) �ÏÇÄÁ m ′ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å É �ÏÔÏÍÕ m(x) 6 m ′(x) =O(a(x)).(×) åÓÌÉ xi | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, Á a | Á�ÒÉ-ÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å (ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ i 7→ a(xi )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, Á ÓÏÂÙÔÉÑ �xi �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ� ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏÜÔÏÍÕ KP (i ) 6 KA (xi ) + O(1).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, KP (xi ) = KP (i ) + O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ i ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ�ÏÌÕÞÉÔØ xi É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; ÎÁËÏÎÅ�, KA (xi ) 6 KP (xi ) + O(1) ÓÏÇÌÁÓÎÏ (Â).(Ç) ðÕÓÔØ a | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË-�ÉÀ u(x) = a(x)=l (x)2. óÕÍÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a(x) �Ï ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1,�ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ
∑x u(x) = ∑n ∑l (x)=n a(x)n 2 6 ∑n 1n 2 = O(1);ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.(Ä) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ u(x) = a(x)m(l (x)), ÇÄÅ m |Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ N.(Å) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀu(x; n) = {a(x); ÅÓÌÉ l (x) = n;0; ÅÓÌÉ l (x) 6= n .�ÏÇÄÁ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ u(x; n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Ù(ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.(£) äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ (�Ï ÆÏÒÍÅ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌÉ �ÅÞÁÔÁÅÔ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ÂÉÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 1ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É �ÏÔÏÍÕ Á�ÒÉÏÒÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁ�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å) ×ÓÅÈ Å£ ÎÁÞÁÌ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.ïÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. ðÕÓÔØ Á�ÒÉÏÒÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a(x) > ". íÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÉÔ123



ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=" ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÉÈ ÓÕÍ-ÍÁÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1). îÁËÏÎÅ�, B �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÓÔÒÏÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ëa(x), ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ ÌÀÂÏÅ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a(x) > ").üÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×x1; : : : ; xN ÉÚ B . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× xi ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ × B . ÷ÓÅÏÎÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ xi ÎÁ Ä×Á ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ É Õ×Å-ÌÉÞÉÔØ N ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ xi ×ÙÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÂÅÚ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÊ,É ÜÔÁ ×ÅÔ×Ø ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ (ÅÓÌÉ ÂÙ ! ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ ÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× xi ,ÔÏ Å£ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë Ó�ÉÓËÕ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× ÉÕ×ÅÌÉÞÉÔØ N ).(Ö) ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4, �ÒÉÍÅÎÑÑ f Ë ×ÙÈÏÄÕ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÅ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å, ÉÓÒÁ×ÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N (ÌÏÇÁÒÉÆÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎKP +O(1)). ⊲ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÔ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÈÎÁÍ (ÏÂÙÞÎÏÊ É �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ ÎÁÞÁÌ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, É �ÏÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÅÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÍÏÇÕÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.100 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, Á ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á xR (ÔÅ ÖÅ ÂÉÔÙ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) | ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ:ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x Ó KA (x) <  É KA (xR ) > n .)[õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏ×Ï x ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉ�Ù, ÄÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ.℄�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ É ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ) ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂÁ�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÇÒÁÆÁ.á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n), ÎÏ ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÓÔÏÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÉÎÁÓÌÏ×Á, Á ÎÅ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓÌÏ× ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á ÏÂÙÞÎÁÑ É �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ | ÎÅÔ.101 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ KS (x) − KA (x) É KA (x) − KS (x) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄËÁlog n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n (É ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ. KS (x) ÂÕÄÅÔÂÏÌØÛÅ KA (x), ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑÎÁÞÁÌ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KA (x) = l (x) +O(1) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.6), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÙ×ÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ,ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 38.℄102 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KA (xy) 6 KP (x) + KA (y) + O(1);ÇÄÅ xy | ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏ× x É y . úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÉÍÅÎÎÏ× ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ U |×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÕ (ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ËÁË ÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ), Á V | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×124



ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË U , Á �ÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ËÁË V (ÞÉÔÁÑÏÓÔÁÔÏË ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ U , É ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÂÉÔÙ ËÕÖÅ ×ÙÄÁÎÎÙÍ). þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ KA (yx) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ,�ÏÌÏÖÉÔÅ y = 0n É x = 1.℄103 [inreasing-apriory-omplexity℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ KA (x0) É KA (x1) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KA (x) + 1. (úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ KA (x)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË − log a(x) ÂÅÚ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ.) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÉÞÉÓÌÁ n ∈ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KA (xy) > KA (x) + n .(óÒ. ÔÅÏÒÅÍÕ 65 ÎÁ Ó. 110 É ÚÁÄÁÞÕ 34 ÎÁ Ó. 45; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ n É ÄÁÖÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ O(1).)åÝ£ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKA (x) 6 − log�(
x ) + :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÅÒÙ � (É ÄÁÖÅ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ-ÇÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÁ£Ô ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏ (�ÒÏÓÔÏÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ Î£Í ÏÓÎÏ×ÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ � ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× x ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÉ�Á − log�(
x)−KA (x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÓÎÉÚÕ ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ× ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á).üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) É ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.6. îÏ �ÒÅÖÄÅÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÒÁÚÄÅÌ 5.5), ÄÌÑ ÞÅÇÏ �ÏÄÒÏÂÎÅÅÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � × ÓÅÂÑ (ÒÁÚÄÅÌ 5.4).íÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó×ÅÒ-ÈÕ ÆÕÎË�ÉÀ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ | �ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÔÅÏÒÅÍÅ 8 (Ó. 25) ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É × ÔÅÏÒÅÍÅ 56 (Ó. 98) ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.á ÉÍÅÎÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 73. [ka-riterion℄ æÕÎË�ÉÑ KA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÅÊ K Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:
∑x∈M 2−K (x)

6 1ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×.
⊳ ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Á x ∈ M ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ÎÉÈ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÑ K , ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÁÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ,125



ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ) ÆÕÎË�ÉÉ 2−K . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 2−KÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ, Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ x , x0 É x1, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÉËÁË ÎÅÓ×ÑÚÁÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ Å£ ÎÁÄÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ | × ÔÏÊ ÍÅÒÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ,�ÏÌÏÖÉÍ a(x) ÒÁ×ÎÙÍ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ
∑y∈M 2−K (y)�Ï ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ M �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x . ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2−K , ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲5.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �→ �[tree-mappings℄áÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÍÁÛÉÎÙ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ(ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÌÕÍÅÒÙ) ÎÁ ÄÅÒÅ×Å, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,�ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ×Ù-ÈÏÄÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÕ ×ÔÏÒÕÀÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ, ××ÅÄÑ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � (ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�) × ÓÅÂÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ ×Ó£Í � (ÚÁÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÞÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ).5.4.1. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → �[tree-ontinuous℄ ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ ×Ó£Í �. íÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á:(1) ÏÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ: ÅÓÌÉ x ∈ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ y ∈ �, ÔÏ f (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍf (y);(2) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅÍ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ f (x) ÎÁ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌÁÈ x�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 
.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x 4 y ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ y�;�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x; y ∈ � ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ. åÓÌÉ x 4 y ÄÌÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x , ÔÏ x = y . �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ (1) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÏÓÔØ f Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁ �. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f (x) ÎÁËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌÁÈ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÕÄÕÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ; ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ(ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ × ÓÍÙÓÌÅ 4-�ÏÒÑÄËÁ) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ (2) ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÔØÓ f (!).104 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ �ÏÎÑÔÉÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÅÓÌÉ � ÓÎÁÂÄÉÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁÚÄÅ-ÌÁ 4.4.3 (Ó. 86). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÒ. ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á � × N⊥ × ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÚÄÅÌÅ.℄ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f : � → � Ó×ÑÖÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �f , ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ; ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ ÓÌÏ× 〈x; y〉,126



ÇÄÅ x; y ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y 4 f (x). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅ-ÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ f ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) 〈x;�〉 ∈ �f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ;(2) ÅÓÌÉ 〈x; y〉 ∈ �f , ÔÏ 〈x ′; y ′〉 ∈ �f �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x ′ < x , y ′ 4 y .(3) ÅÓÌÉ 〈x; y1〉 É 〈x; y2〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �f , ÔÏ ÓÌÏ×Á y1 É y2 ÓÒÁ×ÎÉÍÙ (ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ).ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, ÔÒÅÔØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÌÏ×Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 74. [ontinuous-graphs℄ óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f 7→ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → � É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÁÒÓÌÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) { (3).
⊳ ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F �ÁÒ ÓÌÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1) { (3). �ÒÅÂÏ×Á-ÎÉÑ (1) { (3) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ y , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 〈x; y 〉 ∈ F ,ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×. éÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ) É ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f (x). ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ x 4 x ′ ×ÌÅÞ£Ô f (x) 4 f (x ′) (ÓÒÏÓÔÏÍ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× y ÔÁËÖÅ ÒÁÓÔ£Ô). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ f (!) ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ f (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x 4 !. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ F 7→ f ÏÂÒÁÔÎÏ Ë f 7→ �f . ⊲5.4.2. íÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍîÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �f �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙ.)æÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÇÏ �Ï�ÒÁ×ÄÁÎÉÑ� ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, É ×Ó£ ÓËÁ-ÚÁÎÎÏÅ ÄÁÌØÛÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ Ï �ÍÁÛÉÎÎÏ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ� ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ ÍÁÛÉÎ (�ÒÏ-ÇÒÁÍÍ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ ÞÔÅÎÉÅ ÓÏ ×ÈÏ-ÄÁ (ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÉÔ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏ× É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, �ÕÓÔÁ ÌÉ ÜÔÁÏÞÅÒÅÄØ). �ÁËÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.4.2, Ó. 85. îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÓÔÒÏÉÔ ×ÙÈÏÄ �Ï ÂÉÔÁÍ, ÉÍÅÑ ËÏÍÁÎÄÕ OutputBit(b) Ó ÂÉÔÏ×ÙÍÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ.÷ÙÈÏÄÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ,É ÚÁ×ÉÓÉÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ× (ÎÁÖÁÔÙÈ ËÌÁ×ÉÛ�0� É �1�), ÎÏ É ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁ×ÉÛ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ,ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅÔ (ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁ×ÉÛ ÍÏÇÕÔ ×ÌÉÑÔØ ÎÁ ÍÏÍÅÎÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÂÉÔÏ× ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ). ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÄÁ£ÔÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � × ÓÅÂÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 75. ëÏÒÒÅËÔÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (× Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ); ×ÓÑËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ. 127



⊳ ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁM É Ä×Å ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉx É x ′, �ÒÉÞ£Í x 4 x ′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M (x) 4 M (x ′), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ M (z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ×ÙÈÏÄ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ z (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏÄÁÞÉÎÁ ×ÈÏÄ ÂÉÔÏ× ÓÌÏ×Á z). ðÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ x ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁË (�ÏÓËÏÌØËÕ x = x ′). ðÕÓÔØ xËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÄÁÄÉÍ x ÎÁ ×ÈÏÄ É ÂÕÄÅÍ ÖÄÁÔØ, �ÏËÁ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑM (x). üÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ�ÏÚÄÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉM (x) ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ �ÏÄÁÄÉÍ ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ x ′. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M (x ′) ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ M (x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ M (x) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ. åÓÌÉ ÖÅM (x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÉÔ M (x) × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ �ÏÄÁÞÉx ÎÁ ×ÈÏÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË x ′ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÔÏÔ ÖÅ ÂÉÔ ÄÏÌÖÅÎ�ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ É × M (x ′), ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M (x) = M (x ′).óÔÏÌØ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ! ÚÎÁÞÅÎÉÅ M (!) ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊM (x) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ x 4 !, �ÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÄÁÎÏ ÌÉÛØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÓÌÏ× x; y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y 4 M (x), �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �Å-ÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ (× ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f . ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÛÉÎÕM , ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÅÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, M �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔ �ÏÄÇÒÁÆÉË �f É �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÞÉÔÁÅÔ ÂÉÔÙ ÓÏ ×ÈÏÄÁ. ëÁË ÔÏÌØËÏ × �f ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÁÒÁ 〈x; y〉,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ×ÈÏÄÁ, ÍÙ ×ÙÄÁ£Í ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á y (ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ(1) { (3) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏ×Á y ÂÕÄÕÔ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÚÙ×ÁÔØÂÉÔÙ Ó ×ÙÈÏÄÁ ÎÅ �ÒÉÄ£ÔÓÑ). ⊲5.4.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ Ó ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ,ÎÏ ÏÎÏ (ËÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ) ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÎÅÔÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ �Ï ÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. �ÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ × ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ: ÎÁÄÏ �Å-ÒÅÊÔÉ ÏÔ ÎÅ£ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒ, �ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ� ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÅÒÅÊÔÉË �ÒÏÇÒÁÍÍÅ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ �ÏÄÒÏÂÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑÎÁÓ | ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ �ÏÎÑÔÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅÍ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 76. [monot-enumerable℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÒÏÅË
〈n; x; y〉 (ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á x É y | ÓÌÏ×Á) Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Un = {〈x; y 〉 | 〈n; x; y〉 ∈ U } Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏÍÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ un : � → � (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ(1) { (3) ÔÅÏÒÅÍÙ 74).(2) ÓÒÅÄÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ un ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � × ÓÅÂÑ.

⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÔÒÏÅË ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ, ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ Wn ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ ÓÌÏ×. äÁÌÅÅ ÉÚÍÅÎÉÍ W , �ÓËÏÒÒÅËÔÉ-128



ÒÏ×Á×� ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Wn . íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍ (1) { (3) (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌÏ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 74), ÎÏ ÞÔÏÂÙ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ.ëÏÒÒÅË�ÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁ�Ï×: ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ��ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ�, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÓ-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ��ÒÏÂÅÌÙ�. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×Å �ÁÒÙ 〈x1; y1〉 É 〈x2; y2〉, × ËÏÔÏÒÙÈ x1ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó x2, Á y1 ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó y2. (ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × �ÏÄÇÒÁÆÉËÅ ÔÁËÉÈ �ÁÒ ÂÙÔØ ÎÅÍÏÖÅÔ.) ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÕÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ: ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÁÒÙ, �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÁÝÉÅ ÒÁÎÅÅ �ÏÑ×É×ÛÉÍÓÑ (É ÎÅ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌÎÑÀÔÓÑ �ÒÏÂÅÌÙ: ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÁÒÙ ×ÉÄÁ 〈x;�〉; ÅÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÅÓÔØ �ÁÒÁ 〈x; y〉, ÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ×ÓÅ �ÁÒÙ 〈x ′; y ′〉 Ó x ′ < x É y ′ 4 y . ÷ÏÓ�ÏÌÎÅÎÉÅ�ÒÏÂÅÌÏ× ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ; ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÁÛÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ. ⊲üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � × ÓÅÂÑ, ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.5.5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[monotone-omplexity℄ ðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�ÏÓÏÂÏ×Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ×) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D : � → �. íÏ-ÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x 4 D(y). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ KM D(x).(üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ x , ÎÏ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÓÏÂÏ.)105 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ �ÒÅÄÅÌÕ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈÏÔÒÅÚËÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 77. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ D : � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KM D ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ: ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ D ′ : � → � ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏKM D(x) 6 KM D ′(x) + ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .
⊳ ðÕÓÔØ U | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË, ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÄÇÒÁÆÉËÉ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 76, Ó. 128). ðÕÓÔØ Dn | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÀ Un . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÆÏÒÍÕÌÏÊD(n̂ z) = Dn(z);ÇÄÅ n̂ | ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÞÉÓÌÁ n (ÓËÁÖÅÍ, ÅÇÏ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍÉ �ÉÆÒÁ-ÍÉ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ 01), Á z | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ:ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ 〈n̂u; v〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 〈n; u; v〉 ∈ U . ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ129



ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D ′ ÉÍÅÅÔÎÏÍÅÒ n (�ÏÄÇÒÁÆÉË D ′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Un ), ÔÏ KM D(x) 6 KM D ′(x) + l (n̂) �ÒÉ ×ÓÅÈ x . ⊲ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ�(×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ) É ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x ÎÁÚÙ×ÁÅÍ KM D(x). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: KM (x).�ÅÏÒÅÍÁ 78. (Á) íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ: KM (x) 6 KM (y) �ÒÉ x 4 y ;(Â) ÆÕÎË�ÉÑ KM �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ;(×) KM (x) 6 l (x) + O(1);(Ç) KM (x) 6 KP (x) + O(1);(Ä) KA (x) 6 KM (x) + O(1);(Å) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ;(£) ÅÓÌÉ f : � → � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KM (f (x)) 6 KM (x) + O(1)(ÓËÒÙÔÁÑ × O(1) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x);(Ö) ÅÓÌÉ f : � → N⊥ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KP (f (x)) 6 KM (x) + O(1)(ÓËÒÙÔÁÑ × O(1) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 72, Ó. 122). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ä)),ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ KP (x |l (x)) 6 KM (x)+O(1) É KP (x) 6 KM (x)+KP (l (x))+O(1).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× �ÒÅ-ÆÉËÓÎÁÑ É Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) | É �ÏÔÏÍÕ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÓ ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ: ÅÓÌÉ x0; x1; : : : | ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏKM (xi ) = KA (xi ) + O(1) = KP (xi ) + O(1).
⊳ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ D(u) < y , ÔÏ ÉD(u) < x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x ÓÌÏ×Á y . íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ÎÅ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï, Á ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ, É �ÒÉ ÕÄÌÉÎÅÎÉÉÓÌÏ×Á ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: �ÏÄÇÒÁÆÉË ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (×), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → �, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ D(x) = x �ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ �, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.þÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÔØ KM É KP (�ÕÎËÔ (Ç) ÔÅÏÒÅÍÙ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → N⊥ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÅÌÁÔØ × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → � (ÏÔÏÂÒÁÚÉ× N⊥× �: ÜÌÅÍÅÎÔ ⊥ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ�ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP , ÔÏ ÅÇÏ ÖÅÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � → �, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉ× �ÕÓÔÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÁ ÔÅÈÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ÇÄÅ D ÎÅ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î, É �ÒÏÄÏÌÖÉ× ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ KM É KA (�ÕÎËÔ (Ä) ÔÅÏÒÅÍÙ) ÎÁÄÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, Ó ÞÅÇÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, Ë ×ÙÈÏÄÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � × ÓÅÂÑ. ðÕÓÔØ D | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ130



�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ D Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ Å£ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x ÉÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2−l (y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á y , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ D(y) < x , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÁÔÞÉËÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 2−l (y) ×ÙÄÁÓÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ y ,Á �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÁÓÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ x . (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ KM É KA ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 80 É Å£ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ.)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Å) × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 72, Á × ÄÒÕÇÕÀ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → �, ÒÁ×ÎÏÅ ! ÎÁ ×ÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ.÷ �ÕÎËÔÅ (£) ÄÏ�ÕÓÔÉÍ É ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f (x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ,ÔÏ ÎÁÄÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌ f (x)). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ (ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) Ó�ÏÓÏÂÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .îÁËÏÎÅ�, × �ÕÎËÔÅ (Ö) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÏ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ⊲106 [prefix-monotone℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KM (xy) 6 KP (x) + KM (y) + O(1) (ÚÄÅÓØxy | ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ ÓÌÏ× x É y). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, KM (xy) 6 KP (x) + l (y) +O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Dp É Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊÓ�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Dm . �Å�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÍ D ′(uv) = Dp(u)Dm(v) (ËÏÇÄÁ Dp �ÒÏÞÉÔÁÅÔ ×Ó£, ÞÔÏÚÁÈÏÞÅÔ, ÎÅ�ÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ×ÈÏÄ ÄÌÑ Dm).℄107 [kp-km℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM (y) × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÎÁ �ÕÓÌÏ×ÎÕÀ� ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (y |x), Ï�ÒÅÄÅÌÉ× Å£ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ(ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ �Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. × ÇÌÁ×Å 6).108 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (£) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM ÎÁ KA (× ÏÂÅ-ÉÈ ÞÁÓÔÑÈ). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ×ÙÈÏÄÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ;�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÈÕÖÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ.℄ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ (ÈÏÔÑ, ÎÁÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ) ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ �ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�ÂÙÔØ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍ�: x ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó y , ÅÓÌÉ x 4 y ÉÌÉ y 4 x . ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅD ⊂ � × � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÅÈx1; x2; y1; y2
〈x1; y1〉 ∈ D; 〈x2; y2〉 ∈ D É (x1 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó x2) ⇒ (y1 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó y2)äÁÌÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉ-ÎÕ x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 〈x; y〉 ∈ D , É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.109 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁ-ÀÝÅÊÓÑ ÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÄÇÒÁ-ÆÉË ×ÓÑËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ÔÏÌØËÏ131



ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÓÍÙÓÌÅ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ �ÏÓÌÅ �×ÏÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ�ÒÏÂÅÌÏ×� (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 76) ÏÎÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × �ÏÄÇÒÁÆÉË ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.℄óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÇÄÅÒÏÌØ D ÉÇÒÁÀÔ ÇÒÁÆÉËÉ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ �Ï×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á), ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÏÔÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ KS É KM . ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ: �ÒÉ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ x ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÁÒÙ 〈x; y〉 Ó ÒÁÚÎÙÍÉy ; ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÜÔÉ y ÂÙÌÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. úÁ ÓÞ£Ô ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÄÁÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÔØ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÓËÁÖÅÍ, 0n ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑËÁË KS (0n ) = KS (n) ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ n).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏ�ÉÓÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ y , ÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ó x ÓÌÏ×Á ÍÏÇÕÔ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÓÌÏ×Á, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ó y .úÁ ÓÞ£Ô ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÏÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ): ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ, É ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÎÅÊ É ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÔÁËÖÅÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÒÑÄÏË O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n .óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ (É ×Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ É Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, É ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n), �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ:�ÅÏÒÅÍÁ 79. [km-ks-differene℄ òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ KS (x) É KM (x) ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔO(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n É ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ log n − O(1) × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÑ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n .íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï Ó×ÑÚÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÇÌÁ×Å 6.óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 80. [gas-differene℄ ÷ÅÌÉÞÉÎÁ KM (x)− KA (x) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ.÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ É �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KM (x), É �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KA (x) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÓÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ KA É KM ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |ÍÅÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ×ÉÄÁ �y , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÜÔÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ KA f 6 KM f , É ÒÁÚÎÉ�Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÊ�.÷Ï�ÒÏÓ × ÔÏÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ.ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÍÅÔÁÆÏÒÕ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÓÞ£ÔÎÏÍÕÞÉÓÌÕ ËÌÉÅÎÔÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÔÅÏÒÅÍ 40 (Ó. 75) É 52 (Ó. 91). òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ N ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÌÁ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ× ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌ ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ, Á × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÄÌÉÎÁÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ). ïÄÎÁËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁ ÓÞ£Ô �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÌÉÛØ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.�Å�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞ£Ô ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔÙ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÙ × ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÕÀÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÉ�Á ÄÅÒÅ×Á. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÖÅÓÔÏÞÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ (ÕÞ£Ô ÌÉÛØ132



0 1p(0) p(1)p(00) p(01) p(10) p(11)òÉÓ. 12. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ× �x .[monotlev-pit1℄ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ �ÁÍÑÔÉ, Á ÎÅ ÏÂÝÅÇÏ Å£ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á) �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÂ�ÏÌØÛÉÍ �ÏÔÅÒÑÍ �ÁÍÑÔÉ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Á×ÔÏÒÁÍ ËÎÉÇÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÍ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ ðÉÔÅÒÁ çÁÞÁ [17℄, ÞÔÏÂÙÉÚÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏ É �ÏÎÑÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔÓÙÌÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ.[á ×Ó£-ÔÁËÉ ÖÁÌØ, ÞÔÏ. . . ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ?!℄110 [km-ka-relation℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KM (x) 6 KA (x) + O(logKA (x)). [õËÁÚÁÎÉÅ.÷ÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: KM (x |KA (x)) 6 KA (x) + O(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉKA (x) = k , ÔÏ x ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �Ï�ÁÄ£Ô × ÒÁÓÔÕÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï ÓÌÏ× Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÍÅÎÅÅ k + 1. üÔÏ ÄÅÒÅ×Ï × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÛÉÒÉÎÕ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k+1, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2k+1 ÒÁ-ÓÔÕÝÉÍÉ ×ÅÔ×ÑÍÉ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÄÅÒÅ×Á. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 102,Ó. 162.℄5.6. �ÅÏÒÅÍÁ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ[monotlev℄ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÙ p ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KA (x) 6 − log p(x) + O(1). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ KA , ÎÏ É ÄÌÑ (×ÏÏÂÝÅ,ÇÏ×ÏÒÑ ÂÏÌØÛÅÊ) ×ÅÌÉÞÉÎÙ KM .�ÅÏÒÅÍÁ 81. [monotlev-upper-bound℄ ðÕÓÔØ � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ 
 É p(x) = �(
x). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏKM (x) 6 − log p(x) + ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .
⊳ éÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ KM É KA ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ó�ÌÏÛÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ �Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ. á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕÖÅ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ×ÏÚÒÁÓÔÕÔ, Á ËÁËÉÅÎÅÔ, É ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÚÁÒÅÚÅÒ×ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÓÔÏ. îÏ ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ �ÏÌÕÍÅÒÁ, Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ,ÔÏ ÔÁËÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ.åÓÌÉ ÜÔÉ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÙ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ | ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË �x | ÞÁÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÕÀ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ: 133



• ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ �x ÒÁ×ÎÁ p(x);
• �� = [0; 1℄ (ÇÄÅ � | �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï);
• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÏÔÒÅÚÏË �x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ �x0 (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ)É �x1 (�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ).(óÍ. ÒÉÓÕÎÏË 12.)íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ �x Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ:ÞÅÒÅÚ Ix ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ x . ïÔÒÅÚËÉ×ÉÄÁ Ix ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ×ÓÅÈ �ÁÒ ÓÌÏ× 〈x; y 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (Ä×ÏÉÞÎÙÊ) ÏÔÒÅ-ÚÏË Ix ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ �y . íÎÏÖÅÓÔ×Ï G �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ p×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÏ× �y Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, É ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÏÂÏÌØÛÅ (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÜÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ-ÓÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï 〈x; y 〉 ∈ G ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ x ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ(ÏÔÒÅÚÏË Ix ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ) ÉÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ y ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ (ÏÔÒÅÚÏË �y ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ).åÓÌÉ 〈x; y1〉 ∈ G É 〈x; y2〉 ∈ G , ÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ �y1 É �y2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ (ÏÎÉÏÂÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ Ix), É �ÏÔÏÍÕ ÓÌÏ×Á y1 É y2 ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 74 (Ó. 127) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � × ÓÅÂÑ, �ÏÄÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ G . éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ D × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ KM D(y) ÅÓÔØÍÉÎÕÓ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ×ÎÕÔÒÉ �y . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ÓÔÒÏÇÏ) ×ÎÕÔÒÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ h ÅÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÊÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ h=4, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. ⊲111 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ ×ÅÒÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ: �ÕÓÔØ u | ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ h=4 6 u < h=2. �ÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏËÄÌÉÎÙ h ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅÓÅÞØÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÔÒÅÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÌÉÎÙu , É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ.℄�ÅÏÒÅÍÁ 81 ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÎ �ÒÉÍÅÎÑÌÓÑá. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ ÄÌÑ ÒÕÓÓËÉÈ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ×). þÉÔÁÑ ÔÅËÓÔ ÂÕË×ÁÚÁ ÂÕË×ÏÊ, ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ �ÙÔÁÅÔÓÑ ÕÇÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÕË×Õ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÑ Ó×ÏÀ ÄÏÇÁÄËÕ× ×ÉÄÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÓÅÈ ÂÕË×ÁÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. úÁÔÅÍ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ÂÕË×Á É Ë Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ − log p, ÇÄÅ p | �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÜÔÏÊÂÕË×Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÏÊ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£Ô×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÂÕË× (× ÆÏÒÍÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÂÕË×Ù �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ), É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅËÓÔÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÜÔÏÊ ÍÅÒÙ.ëÏÎÅÞÎÏ, �ÒÉ ÒÅÁÌØÎÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ Ï�ÙÔÏ× ÎÅ�ÒÁËÔÉÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÕËÁÚÁÎÉÑ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ; ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÌÁÓÓÏÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁ-ÎÉÊ ÔÉ�Á �ÂÕË×Á á Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 0;5, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÌÁÓÎÙÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ É × ÓÕÍÍÅ 0;3,ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕË×Ù ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ�. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÏÒÅÅ Ï�ÅÎËÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÖÉÚÎÅÎÎÏÇÏ Ï�ÙÔÁ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁ; ÎÉÞÅÇÏ ÕÄÉ-×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÚÎÁÅÔ ÔÅËÓÔ ÎÁÉÚÕÓÔØ (É×ÏÏÂÝÅ Ï�ÅÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÔÅËÓÔÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ Á×ÔÏÒÁ).134



�Å�ÅÒØ ×Ó£ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ)× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ; �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ËÁ: �ÕÓÔØ � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈÄ×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É p(x) = �(
x).�ÅÏÒÅÍÁ 82 (ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ). [levin-shnorr1℄ ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
 ÓÌÕÞÁÊ-ÎÁ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
− log p(x)− KM (x) 6 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÒÁÚÎÏÓÔØ − log p(x)− KM (x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ-×ÙÍ).ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ  . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏ×Á x , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ − log p(x)−KM (x) ÂÏÌØÛÅ  . (üÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÕÖÎÏ ÂÙÔØÏÓÔÏÒÏÖÎÙÍ | ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÈÏÔÑ É ÂÌÉÚËÉÈ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÍÙÓÌÁÈ; ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ï�ÉÓÁÎ × ÇÌÁ×Å 16.) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ D .íÎÏÖÅÓÔ×Ï D �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ p ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, Á KM �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ).ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ D , ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2− (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÍÅÒÙ �).îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ×ÅÒÎÁ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÅÒÁ � × 2 ÒÁÚÍÅÎØÛÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ � (Á �ÏÓÌÅÄÎÑÑ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù). âÏÌÅÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ 
x �ÒÉ x ∈ D .÷ ÜÔÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÛØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ x ∈ D , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ x , Õ ËÏÔÏÒÙÈÎÉËÁËÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ D . ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ x0; x1; : : :. (íÙ ÎÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ.)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ xi ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ pi (ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: xi 4 D(pi ), ÇÄÅ D : � → � | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ). �ÏÇÄÁ l (pi ) =KM (xi ) < − log p(xi )− . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ pi ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÉÎÁÞÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ xi ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ∑i 2−l (pi ) 6 1 (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈÍÅÒ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× 
pi ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ p(xi ) × 2 ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ, ÏÔËÕÄÁ É�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÏËÒÙÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÉÚ ÌÅÍÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ . ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕ-ÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÕËÁÚÁÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {!} �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �-ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2− , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÉÚ D .�ÕÔ, �ÒÁ×ÄÁ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. äÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÉÚ D ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2− (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ 2− . üÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÒÅÛÉÔØ, ÏÓÔÁ×É× × D135



ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÕÖÅ ÎÅ ÂÙÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ. ÷ÍÅÓÔÏÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:ìÅÍÍÁ 2. ÷ÓÑËÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× x0; x1; : : : ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×, ÓÏÈÒÁÎÉ× ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ∪i
xi . üÔÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏ-ÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÉÔÁË �ÏËÒÙÔ). åÓÌÉ ÖÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï y , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ) ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x , ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
y \ 
x × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× É ÚÁÍÅÎÉÔØ y ÎÁ ÓÌÏ×Á, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×;ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ D , ÎÏ ÜÔÏ É ÎÅ ×ÁÖÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ É ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÓÏÇÌÁÓÎÏÌÅÍÍÅ 1) ÉÍÅÅÔ �-ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2− .äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÍÅÖÄÕÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÄÌÑ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÙ. éÄÅÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÁÌÏÇÏ �Ï ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÄÁÀÝÉÊ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ).âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ (�ÏÍÅÒÅ �) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ  ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁU ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ 
x0;
x1 ; : : :, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 2− . åÓÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÍÅ-ÒÙ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × 2 ÒÁÚ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ pi = 2�(
xi ) ÔÅÏÒÅÍÕ 53 (Ó. 94), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�Ï-ÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ − log�(
xi )−  + 2. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÜÔÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ i 7→ xi ÄÁ£Ô ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÑ D , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ KP ′D (xi ) 6 − log�(
xi )−  + 2:(éÎÄÅËÓ  Õ D �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ó£ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ  .) íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É �ÒÅÆÉËÓÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÅÌÉËÁ (ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ),ÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÌÉËÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × ÏÄÉÎ.ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ̂u Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á v , ÅÓÌÉ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D . úÄÅÓØ ̂ |ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ  ÄÌÉÎÙ O(log ). äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ D ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ  :KP ′D(xi ) 6 − log�(
xi )−  + O(log )ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KP ′D(xi ) ÎÁKM (xi ) É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× xi (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ  − O(log ). äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ136



U ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ  , �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲[äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ Ó×ÅÒÈÕ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÓÎÉÚÕ × ÄÒÕÇÏÍ - ÷ èÏÒÏÛÏ ÂÙ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÓÀÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.℄ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ûÎÏÒÒÁ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ.÷ÏÔ ÞÔÏ ÅÝ£ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ:�ÅÏÒÅÍÁ 83. [levin-shnorr2℄ ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (x) ÎÁ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KA (x).
⊳ á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÔÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ; ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. äÌÑÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 1, ÞÔÏ ∑i 2−KA (xi ) 6 1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁÓÕÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Á�ÒÉÏÒÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
xi . ⊲�ÅÏÒÅÍÁ 84. [levin-shnorr3℄ ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (x) ÎÁ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP (x).
⊳ úÄÅÓØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÍÎÅÎÉÑ ×Ù-ÚÙ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É �ÏÌÕÞÁÌÉ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ⊲éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎ£Î (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [38℄). ÷Ó£ ÖÅ Á×ÔÏÒÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ (ÉÌÉÁ�ÒÉÏÒÎÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ, Ï ËÏÔÏÒÏÊÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ: ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÍÅÒÙ ×ÅÌÉÞÉÎÁ − log�(
x) ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x , Á �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÙÛÁÔØÄÌÉÎÕ (ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÏÒÑÄËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÌÉÎÙ), ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 57, ÓÍ. 99.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 85. [levin-shnorr4℄ åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÍÅÒÅ �, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ − log p(x)−KM (x) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÄÌÑ Å£ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÏ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.
⊳ ÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: × Î£Í ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× xi ÓÔÒÏÉÌÓÑ ÂÅÓ�ÒÅ-ÆÉËÓÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Ï xi ÉÍÅÌÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ pi , �ÒÉÞ£Í ÄÌÉÎÁ pi(É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ xi �ÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ

− log�(
xi ) −  . þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÕÖÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ (�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ) �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á pi × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÉÓÁÎÉÊ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ-×Á xi , �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ �ÅÒ×ÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÍÅÒÙ ×ÔÏÒÙÈ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ �ÒÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 81 (Ó. 133).âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ KM (xy) 6 KP (x) + KM (y |x)(ÚÁÄÁÞÁ 107) É ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 81, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÍ, ÞÔÏ KM (y |x) 6137



− log�x(
y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÅÒ, (×ÙÞÉÓÌÉÍÏ) ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁx . ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �x ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÅÒÕ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÕÀ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÓÌÏ×Á x ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �x(
y) = �(
xy)=�(
x).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ËÏÇÄÁ − log�(
x) = l (x)) ×Ó£ Õ�ÒÏÝÁÅÔÓÑ É ÍÏÖÎÏ�ÒÏÓÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï pi z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á xi z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z . ⊲íÙ �ÒÉ×ÅÌÉ ÄÏ×ÏÄÙ × �ÏÌØÚÕ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ-�ÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÆÅËÔ: × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÉÎÄÅËÓÏ× (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÒÙ), �ÏÎÑÔÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÓÄÅÌÁ× ÅÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÍ.ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ! | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕ-ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. þÅÒÅÚ !(F ) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÕÖÅÎÉÅ ! ÎÁ F , ÔÏ ÅÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÂÉÔÁÍÉ !i �ÒÉ i ∈ F (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ×).ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ 
. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F É ÓÌÏ×Á Z ,ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × F , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÂÙÔÉÅ !(F ) = Z . åÇÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �F;Z .112 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ  , ÞÔÏKP (F; !(F )) > − log�F;!(F ) − ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F .[õËÁÚÁÎÉÅ. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ  , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2− , ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÓÕÍÍÕ Á�ÒÉÏÒÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ�ÁÒ F; Z , ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2− .℄(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÏ F ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï !(F ), ÔÁË ÞÔÏÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÅÖÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ.)óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ.113 [levin-shnorr-subset℄ ðÕÓÔØ F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÄÁÀÝÉÈ ×Ó£ N. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (Fi ; !(Fi )) > −log�Fi ;!(Fi ) − ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ i , ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÍÅÒÅ�. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÉÎÄÅËÓÙ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Fi | ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. äÁÌÅÅÎÕÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ, ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÙ ÎÕÖÎÙÈ ÄÌÉÎ (ÉÚÍÅÌØÞÁÑ ÎÅÆÏÒÍÁÔÎÙÅ).℄éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏ× (ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ Z2 → {0; 1}) ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ (×ÓÅ ÂÉÔÙ138



ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔ N ×N Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (�ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ N ) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N 2−O(1).óÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ×ÓÅÈ ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÞÅÒÅÚ (!)n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ n):�ÅÏÒÅÍÁ 86. [levin-shnorr-uniform℄(Á) ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁKA (x) 6 KM (x) + O(1) 6 l (x) + O(1);(Â) ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£-ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÜÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:KA ((!)n) = KM ((!)n ) + O(1) = n + O(1);(×) äÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ n−KM ((!)n ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ n−KA ((!)n) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.(Ç) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KP ((!)n) > n −  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n .(Ä) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KP (F; !(F )) > |F |− ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× F .éÍÅÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ-ÒÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ × Î£Í ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÉÌÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ). äÁÖÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ ÔÏÌØËÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ (ÓÍ. [50℄), �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÅÝ£× ËÏÎ�Å 1960-È ÇÏÄÏ× É �ÏÄÏÛÌÉ Ë ÎÅÍÕ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏ (ÓÍ. [87,47℄), Á ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ É ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÒÕÇÁ ÉÄÅÊ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 87. [miller-yu-martin-lof℄ ðÕÓÔØ f : N → N | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÒÑÄ
∑ 2−f (n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ KS ((!)n |n) > n − f (n)−O(1)(ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS ((!)n |n) >n − f (n)− ).

⊳ ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÏÅ n , ÞÔÏ KS ((!)n |n) < n − f (n)− :äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁËÏ×Ï ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ , �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÏËÒÙÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏÍ 
x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x |n) < n − f (n)− ;139



ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ x . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n−f (n)− , �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2−f (n)2− �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ n É ÎÅ ÂÏÌÅÅ2− (∑n 2−f (n))ÄÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÓÅÈ ÄÌÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï: ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÕÖÎÏÅ  , �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ 2−f (n) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ; ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ,ÔÁË ËÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ.) ⊲éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�Ï ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − 2 log n − O(1) ÉÌÉÄÁÖÅ n − log n − 2 log log n − O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ.þÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ ÒÑÄ Ë ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØ-ÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ f ÏÎÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 88. [miller-yu-proper℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f : N → N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑n 2−f (n) < ∞, Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  �ÒÉ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS ((!)n |n) > n − f (n)− ;ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.
⊳ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) ÉÍÅÅÔ��ÒÏÓÔÙÅ� ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ��ÒÏÓÔÏÔÙ� (ÔÏÞÎÅÅ, ÆÕÎË�ÉÀ f ) ÎÁÍ�ÒÅÄÓÔÏÉÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÁÍÉÍ.ëÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ÓÕÍÍÏÊÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ". ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÉÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× (ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
u �ÒÉ u ∈ F ). òÁÓÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÓÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙÓÅÍÅÊÓÔ×Á) �Ï ÄÌÉÎÁÍ É �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ n . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÂÙÌÁ�ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ 2−f (n). �ÏÇÄÁ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑n 2−f (n) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ". óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × F ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2n−f (n) ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÏ�ÉÓÁÎÏ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n É ÄÒÕÇÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ) Ó×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÍn − f (n) ÂÉÔÏ×, ÞÔÏ ÄÁ£Ô ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏ× ÉÚ F . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÑËÁÑ�ÏËÒÙÔÁÑ ÎÁÛÉÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË × F .ëÁË ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ × ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÓÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", É Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑf Ó ∑n 2−f (n) 6 ". äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ËÁË-ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ " × ÏÄÎÕ.âÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ  = 0; 1; 2; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 2−3 É �ÏÓÔÒÏÉÍ�Ï ÎÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ f Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÍ Å£ ÎÁ 2 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ140



ËÁÖÄÏÇÏ  ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∑n 2−f(n) < 2−(×ÍÅÓÔÏ 2−3 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ 2− , �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÅÎØÛÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ 2), É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 2n−f(n)−2 ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË × F .äÁÌÅÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ f (n) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ2−f (n) = ∑ 2−f(n);ÔÏÇÄÁ

∑n 2−f (n) = ∑n ∑ 2−f(n) = ∑ ∑n 2−f (n) 6 ∑ 2− 6 1;É �ÒÉ ÜÔÏÍ f (n) 6 f(n) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ n É . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ(ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á), É �ÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ïx ÄÌÉÎÙ n × F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ n É ) Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ×�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n − f(n)− 2 ÂÉÔÏ×:KS (x |n; ) 6 n − f(n)− 2 + O(1);ÏÔËÕÄÁ KS (x |n) 6 n − f(n)− 2 + O(log ) < n − f (n)− ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ∈ F ÄÌÉÎÙ n (�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ ).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ! | ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ) ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌÏ × F ; ÅÓÌÉ n | ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ (É  ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ),ÔÏ KS ((!)n |n) < n − f (n)− ;ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ.üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÅÝ£ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ | × ÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË-�ÉÑ f ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË F ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÌÉÛØ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (É ÎÉ × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔÎÅ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ). ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, É × ÜÔÉÈ �ÏËÒÙÔÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÉÎ ÂÏÌØÛÏÊÉÎÔÅÒ×ÁÌ 
z ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ 
zt , ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å t ×ÚÑÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÁ ÓÞ£Ô ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f | ÎÁÄÏ ÄÏÇÏ-×ÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÙÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á ÒÁÓÔ£ÔÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ. �ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÏÔ n , ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. üÔÏÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ , É ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ∑ 2−f(n) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ �Ï n .îÁËÏÎÅ�, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝ£ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ Å£ ÅÝ£ ÏËÒÕÇÌÉÔØ. ⊲ä×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÍÅÓÔÅ ÄÁÀÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ-ÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ (Á ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÉÌÉ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ141



�ÚÁ�ÁÓ�. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS ((!)n |n) ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ KS ((!)n ) ÉÌÉ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP ((!)n |n).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ ÔÒÅ-ÂÕÅÔ ÌÉÛØ ÔÅÏÒÅÍÁ 88. ÷ÁÒÉÁÎÔ Ó �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ: ÎÁÄÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKP (x |A) 6 log2 |A|+ O(1) (ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉ-ÎÙ log2 |A|). îÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÕÄÁÌÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ n (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, ÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏ×Ï x ∈ F , ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ n , ÎÁÄÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÎÅ ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F;n ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , Á ÎÏÍÅÒÏÍ ×Ï ×Ó£Í F (ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÍ ×�ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÅÓÔØlog(|F;0|+ |F;1|+ : : :+ |F;n |);É ×Ó£ ÂÕÄÅÔ × �ÏÒÑÄËÅ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ |F;n | ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÍÅÓÔÅ ×ÚÑÔÙÈ(ÔÏÇÄÁ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÏÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÞÌÅÎÏ×). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉ£ÍÏÍ (ÚÁÍÅÎÑÑ ËÏÒÏÔËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ×ÓÅ ÅÇÏ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ  , ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ (× ÉÔÏÇÅ ÏÎÏ ÄÁ£Ô ×ËÌÁÄ O(log )).ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 89. [miller-yu-riterion℄ óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (× ÓÍÙÓÌÅíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ ∑n 2−f (n) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏKS ((!)n) > n − f (n)−O(1):üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÌÌÅÒÁ {à�.îÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ × Î£Í ÅÓÔØ Ë×ÁÎÔÏÒ �Ï f . é ÈÏÔÑÜÔÏÔ Ë×ÁÎÔÏÒ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ (ÎÁÊÄ£ÔÓÑ f , ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔØ ×ÓÅ ÎÅÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏ×Á ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 88), ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÈÏÔÅÌÏÓØÂÙ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ f . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÓÎÏ×Á �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ Õ�ÏÍÉÎÁÔØ�ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ:�ÅÏÒÅÍÁ 90. [miller-yu-prefix℄ ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (× ÓÍÙÓÌÅíÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁKS ((!)n ) > n − KP (n)−O(1):
⊳ åÓÌÉ ÒÑÄ ∑n 2−f (n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ), ÔÏ KP (n) 6 f (n)+O(1).ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ! ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ 89.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS ((!)n) < n − KP (n)− ;ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ 87, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (x) < l (x)− KP (l (x))− 142



(ÚÄÅÓØ l (x) | ÄÌÉÎÁ x), �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ KP ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ ÆÕÎË�ÉÉf , ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ × ÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KS ((!)n ) ÎÁ KS ((!)n |n) (ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ).114 õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.115 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 88 ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÏÖÉÔØ f (n) = 2 log n . [õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 87 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS ((!)n ) > n − log n − 2 log log n − O(1). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÁ×ÉÔØ Å£ ÏÞÅÎØÒÅÄËÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊKS ((!)n ) > n−2 log n−O(1), ÎÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÎÉËÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ ∑ 2−f (n).℄÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ×ÏÏÂÝÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ f É �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ KS ((!)n) ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ n − O(1)(ËÁË ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ)?�ÁËÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÎÏ, ËÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ íÁÒÔÉÎ-ì£Æ,ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ: × ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ×ÓÅÇÒÕ��Ù �ÉÆÒ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ k ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅn −k +2 log k +O(1) (ÄÌÑ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2 log k ÂÉÔÏ×),É ÒÁÚÎÉ�Á Ó ÄÌÉÎÏÊ ÂÕÄÅÔ k − 2 log k −O(1).íÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÎÅÉÚÂÅÖÎÕÀ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ(ÓÍ. [87,47℄):�ÅÏÒÅÍÁ 91. [martin-lof-osillations-bound℄ îÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ 
 �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS ((!)n ) 6 n − log n + :
⊳ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÙÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ 1=nÏÔ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌ É ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ? òÑÄ ∑ 1=n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÕ��, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÏ× ËÁÖÄÏÊÇÒÕ��Ù �ÏËÒÏÅÍ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ (ËÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÎÁÞÁÌÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù) | ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ, �ÏËÒÙ×ÁÑ ÅÝ£ÎÅ �ÏËÒÙÔÙÅ ÓÌÏ×Á. (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÏËÒÕÇÌÅÎÉÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ 2n=n | ÎÅ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ É �ÏÓÌÅ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ ÒÑÄ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ.)ìÀÂÏÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ÚÁÄÁ£ÔÓÑ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n) Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍÎÏÍÅÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ n − log n ÂÉÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅn− log n+O(1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á �ÏÄÒÑÄ, ÔÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊÎÏÍÅÒ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ (ÞÉÓÌÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÓÔ£Ô �ÏÞÔÉ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ 2, É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÌÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × O(1) ÒÁÚ).ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊲143



116 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ , ÎÏ É ÄÌÑ×ÓÅÈ  (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ).[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑ 2−f (n) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÓÏ-ÈÒÁÎÉ× ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ g , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g(n) − f (n) → ∞ É ÒÑÄ ∑ 2−g(n)ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.℄117 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 91 (× ×ÁÒÉÁÎÔÅ Ó ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ ∑ 2−f (n) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.÷ ÓÔÁÔØÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ [47℄ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÅÇÏ ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÕÀÒÁÂÏÔÕ) �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ f Ó ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÔÁËÖÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊÎÁ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �ÒÉ×ÅÄ£Î É × ÏÂÚÏÒÅ [87℄. [ëÁË ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÅÑÓÎÏ.℄ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 87 �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [47℄ × ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÍ×ÁÒÉÁÎÔÅ:118 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ), Á ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÒÑÄ ∑ 2−f (n) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏKS ((!)n |n) > n − f (n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n , ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÑÄ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ È×ÏÓÔÙ ÒÑÄÁ ÍÏÖÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �ÏËÒÙÔÉÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ.℄á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ (ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ) ÏÔÒÅÚËÏ×, Á ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ? ÷ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÁÔØÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ�ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:119 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !ÎÁÊÄ£ÔÓÑ , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS ((!)n |n) > n −  ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n .[õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ  ÎÁÊÄ£ÔÓÑ N , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n −  . äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ  É N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 2− ; Ó ÒÏÓÔÏÍ N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÔ£Ô É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ�Ï N ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2− �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.℄120 åÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ KS ((!)n |n) > n− �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n , ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ (�ÏÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ). [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ! �ÏËÒÙÔÁ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÍÅÎØÛÅ2− , ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ) ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ�ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÈ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×,ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2 log  + n −  ÂÉÔÏ×.℄121 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ÕÓÌÏ×ÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÕÀ KS ((!)n)[õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 6 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÝ£ �ÒÏÝÅ, ÚÁÄÁÞÅÊ 39.℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. (åÓÌÉ ÂÙ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÙÌÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÎÏ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ËÒÉ-ÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ | ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.)óÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0′. �ÁËÉÅ �ÏÓÌÅ-144



ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �2-ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ� (Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �1-ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ�). óÍ. [51,62℄.5.7. óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 
[haitin-omega℄éÎÔÅÒÅÓÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØm | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, m(x) = 2−KP (x) ÉÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ, ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 4). ç. þÅÊÔÉÎ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÉÓÌÏ
 = ∑n m(n)(ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ ÉÌÉ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÁ) É ÓÄÅÌÁÌ ÔÁËÏÅ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 92. [omega-is-random℄ ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ, ÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ.
⊳ ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ �ÅÒ×ÙÅ n Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× ÞÉÓÌÁ 
. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ 
n ,ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÓÎÉÚÕ Ë 
 Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2−n âÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØÓÎÉÚÕ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë m(0); m(1); : : : �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ×Ó£ ÎÏ×ÙÅ m(i ),�ÏËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÄÁÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ 
n −2−n . (�ÁËÏÅ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ,ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÁ 
 É ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù.) óÏÓÔÁ×ÉÍ Ó�ÉÓÏË×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ i , ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ m(i )).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ Ó�ÉÓËÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ i , Õ ËÏÔÏÒÙÈ m(i ) > 2·2−n (�ÏÓËÏÌØËÕÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ �ÒÏ�ÕÝÅÎÏ, ÔÏ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 2−n ), É �ÏÔÏÍÕ ×ÓÅ iÓ KP (i ) < n− (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  , ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ m , ÎÏ ÎÅ ÏÔ n). ðÏÜÔÏÍÕÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË, ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n −  . úÎÁÞÉÔ,É ÓÁÍ ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË, É ÞÉÓÌÏ 
n , �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË �ÏÓÔÒÏÅÎ, ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÍÅÎØÛÅ n− ′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ  ′ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 84 É 86). ⊲íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁÚÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ), ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ-×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0×ÙÄÁ£Ô �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ".122 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁËÏ× × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.123 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ (ÓÉÎÕÓ, ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ) ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÓÌÕÞÁÅÎ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, É ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.℄ 145



124 ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÕÞÁÊÎÁ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÎÉÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÚÁ×ÉÓÉÍÙ�.℄óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 
 (ÔÏÞÎÅÅ, ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÅÇÏÓÒÅÄÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÞ£ÔÎÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ). éÚÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ:125 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � | ÌÀÂÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ�+
 | ÓÌÕÞÁÊÎÏ.126 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ. [õËÁÚÁÎÉÅ:ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ.℄[úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÏ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï óÏÌÏ×ÅÀ, Å£ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É Ô.�. | ÅÓÌÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ.℄[
 ËÁË ÏÒÁËÕÌ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÌÀÂÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | Á ÞÔÏ ÅÝ£ ÍÏÖÎÏ�ÒÏ ÎÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ? ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 
 ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ?Ó×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ?℄þÉÓÌÏ 
 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n , ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ 15 (Ó. 32). íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ Ó×ÑÚØ.�ÅÏÒÅÍÁ 93. [haitin-finite-infinite℄ ðÕÓÔØ 
n | Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ�ÅÒ×ÙÈ n ÂÉÔÏ× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 
. �ÏÇÄÁ 
n ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÔÅÏÒÅÍÅ 15: ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ 
n �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (× ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | Ó �Ï�ÒÁ×ËÏÊ O(log n) ×ÚÎÁÞÅÎÉÉ n).
⊳ ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �Ï 
n ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÞÉÓÌÏ T , ÂÏÌØÛÅÅ B (n − O(log n)). ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÛÁÇÏ×ÏÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÎÉÚÕ Ë 
 É ÏÂÏÒ×£Í ÅÇÏ,ËÏÇÄÁ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ 
n (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒ×ÙÅ n ÂÉÔÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÔ ÏËÏÎÞÁ-ÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁ ÛÁÇÅ T ; ÞÉÓÌÏ T ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ�Ï 
n . ðÕÓÔØ t > T ; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ t ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ n − O(log n). ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ t É n , ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ t ÛÁÇÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÎÁÊÔÉ 
n , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 92), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÍÅÎØÛÅ n −O(log n).�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÚÎÁÑ B (n) É n , ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ 
n−O(log n). ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÓÄÅÌÁÅÍ B (n) ÛÁÇÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë 
. îÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÓÎÉÚÕ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n −O(log n) ÚÎÁËÏ× ÂÕÄÕÔ �ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ� (ÔÏ ÅÓÔØÂÕÄÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ÞÉÓÌÁ 
). åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔËÏÎÅÞÎÁÑ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ � ÉÚ 2n−O(log n) ÚÎÁËÏ×, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÉÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
. üÔÁ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n − O(log n); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÚÎÁÑ �, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ B (n) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×,�ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë 
 ×�ÅÒ×ÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ �. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÅ × O(log n) ÜÔÉ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ⊲ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÎÉÅ n + O(log n) ÂÉÔÏ× × ÞÉÓÌÅ ! �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ×Ï�ÒÏÓ Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ146



×Ï�ÒÏÓ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×Ï�ÒÏÓ Ï ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÉÎÙ n , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÔÁËÏÍ×ÉÄÅ, ÔÏ | �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ þÅÊÔÉÎÕ,ÎÁÚ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ 
 �ÞÉÓÌÏÍ ÍÕÄÒÏÓÔÉ�, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂÏ ×Ó£Í ÎÁ Ó×ÅÔÅ.5.8. üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ[monothaus℄÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ (ÞÁÓÔÏÕ�ÏÍÉÎÁÅÍÏÅ × Ó×ÑÚÉ Ó �ÆÒÁËÔÁÌÁÍÉ�). åÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ � > 0 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÓÞ£ÔÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ik Ó
∑k �(Ik )� < ":üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ �ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×� Ó Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ÎÉÈ ÍÅÒÏÊ �. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕ-ÞÁÅÍ A ⊂ 
, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
x , ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x . íÅÒÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x ÒÁ×ÎÁ 2−l (x).îÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ:(1) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �-ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.(2) ðÒÉ � = 1 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.(3) ðÒÉ � > 1 ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ 2nÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ 2n ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ n , É ÓÕÍÍÁ �-ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÉÈ ÍÅÒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ �ÒÉ n → ∞).(4) åÓÌÉ 0 < � < �′, ÔÏ ÌÀÂÏÅ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É �′-ÎÕÌÅ×ÙÍ (ÍÅÒÁ �(I )ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1, É �ÏÔÏÍÕ �(I )� > �(I )�′).127 ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �-ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×�ÒÑÍÏÊ É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ [0; 1℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ. [õËÁÚÁÎÉÅ: �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ�ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙ, ÞÅÔ×ÅÒÔÉ É Ô.�., ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÌÁÓÓÁ ÎÕÌÅ×ÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×.℄éÚ ÎÁÛÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ 
 ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎÉ�Ád ∈ [0; 1℄ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: �ÒÉ � > d ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ, Á �ÒÉ � <d | ÎÅÔ. (ðÒÉ � = d ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.) üÔÁ ÇÒÁÎÉ�ÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.128 ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÒÅÄÎÀÀÔÒÅÔØ (1=3; 2=3), Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ É ÔÁËÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ 
 É ÉÍÅÀÝÅÅ ÈÁÕÓ-ÄÏÒÆÏ×Õ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ log3 2.[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏËÒÙÔÉÑ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÛÁÇÕ | ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅÍÎÏÇÏ Â�ÏÌØÛÉÅ ÉÈÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (1) × ÓÉÌÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ147



ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ; (2) ÏÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÅÚ-ËÁÍ; (3) ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (ÓÒÅÄÎÅÊÔÒÅÔØÀ), ÎÏ �ÅÌÉËÏÍ ÅÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÏÔÒÅÚÁ× ËÒÁÊ; 4) ÅÓ-ÌÉ ÏÔÒÅÚÏË �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÏÔ, ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÂÙÌ; (5) ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ �ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ� ÏÔÒÅÚËÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁÎÁ ÓÕÍÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÉÈ ÍÅÒ.℄129 ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (R3)�Ï èÁÕÓÄÏÒÆÕ. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÍÅÒÁ ÔÅÌ ÒÁ×ÎÁ 3, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ | 2, ÌÉÎÉÊ | 1, ÁÔÏÞÅË | 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÔ 0ÄÏ 3.�Å�ÅÒØ �ÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ �ÏÎÑÔÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ(Í. [75,63℄). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ (ÄÌÑÄÁÎÎÏÇÏ � > 0), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ�ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ �-È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ".ëÁË É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ � (É �ÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ A) ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉ�Á Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (ËÁË É ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÁÌØÛÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 94. [effetive-hausdorf℄ ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ � > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × ÇÌÁ×Å 3. óÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÏÍ (É ÄÁÖÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÍ) � ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÏÞÎÅÅ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ) |ÎÁÄÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÑ ÉÚÌÉÛÎÉÅ ÍÅÒÙ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ⊲óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (á. èÏÄÙÒÅ×) ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ �), ÎÏÌÀÂÏ�ÙÔÅÎ ÓÁÍ �Ï ÓÅÂÅ. ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 95. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ.
⊳ ðÕÓÔØ � �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ ÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë � Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ (ÓÕÍÍÁ�-ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÅÎØÛÅ ") �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÏÓÌÁÂÅ×ÁÀÔ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÓÎÑÔØ Ó �ÏÌËÉ� (ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÌÉ �ÒÏ ÆÉÌØÍÙ ×Ï ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ)É �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ, Á ÎÙÎÅ �ÒÉÚÎÁÎÎÙÅ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ.ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �, ÔÏ ÒÁÎÏÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ�ÕÝÅÎ.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁ148



�. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " ×ÙÄÁÌ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ�-ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÒ ÂÏÌØÛÅ ", ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ: ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ � ÍÅÎØÛÅ �. ðÒÏÂÕÑÒÁÚÎÙÅ �, ÒÁÚÎÙÅ " É ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÅÎÏË ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ �.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ �ÏÄÈÏÄÉÔØ Ë �.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �′ < �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑËÏÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �′-ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÍÙÕ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÀÂÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 130,p. 150). ⊲�Å�ÅÒØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ×ÓÅÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1℄ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÏÊ) ÈÁÕÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. (ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÓÍ. [43,44℄, ÇÄÅ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ; ÏÂ ÜÔÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÍ. ÄÁÌÅÅ× ÒÁÚÄÅÌÅ 9.10.)÷ Ó×Ï£ ×ÒÅÍÑ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ �ÁÒÁ-ÄÏËÓÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏ ÌÉ × Î£Í ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÜÔÏÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Ó ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 96. [dimension-sup℄ üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÒÁ×ÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.(çÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ! ∈ 
, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ {!}.)
⊳ ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ r , Á r ′ ÂÏÌØÛÅ r (É ÔÏÖÅ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÏ), ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × �ÅÌÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ r ′. á ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 94: ×ÓÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ r ′-ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å,�ÏÜÔÏÍÕ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ r ′. ⊲ëÁË ÖÅ ÎÁÊÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ�ÒÏÓÔÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 97. [hdim-formula℄ üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {!},ÇÄÅ ! = !0!1!2 : : :, ÒÁ×ÎÁ lim infn→∞

KS (!0!1 : : : !n−1)n :(÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈÏÔÒÅÚËÏ×. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n É �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë�ÒÅÄÅÌÕ ÏÎÁ ÉÓÞÅÚÁÅÔ.)
⊳ îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ.149



ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ r . îÁÄÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {!} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ r ′-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÇÏ r ′ > r .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ rn . �ÁËÉÈÓÌÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2rn ). (õÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÉÈ n ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÞÉÓÌÅ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×.) òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ 
z , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ z . íÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 
z × ÓÔÅ�ÅÎÉr ′ ÅÓÔØ 2−r ′n , É ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ r ′-ÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ 2(r−r ′)n , ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÕÂÙ×ÁÅÔ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ
∑n 2(r−r ′)nÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ NÉ ÂÏÌÅÅ), ÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ r ′-ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ (×ÙÂÏÒÏÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ). íÅÖÄÕ ÔÅÍ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÎÉÖÎÅÍ �ÒÅÄÅÌÅ ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÏËÒÙ×ÁÔØ !. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ {!} ÉÍÅÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÇÏ r . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ r .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, �ÒÏ ËÏÔÏÒÕÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ! É ÓÕÍÍÁÒÑÄÁ ÉÚ r -ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ " = 1; 1=2; 1=4; : : : É �ÏÌÕÞÉÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ r -ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÄÌÉÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ËÏÔÏÒÙÅ�ÏËÒÙ×ÁÀÔ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× x0; x1; : : : Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• ∑ 2−rl (xi ) < ∞;
• xi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ! �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ i .éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m(i ) > 2−rl (xi ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É ×ÓÅÈ i (ÚÄÅÓØm | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ × ÇÌÁ×Å 4). ðÅÒÅÈÏÄÑ ËÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉKP (xi ) 6 rl (i ) + O(1):ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ xi ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ), ÞÔÏÓÒÅÄÉ xi ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÞÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ. (á ÔÁËÖÅ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ É ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ r , ÔÏ Å£ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ r .) ⊲130 [any-hausdorff-dimension℄ ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ � ∈ [0; 1℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (É ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï)  ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ,ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, É ÕÍÅÎØÛÁÔØ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÉÔÙ.℄131 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ [0; 1℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ)ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �. [õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÕËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.℄132 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉ-ÌÏÓØ ÂÙ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " �ÏËÒÙÔÉÑ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÎØÛÅ " ÍÙ150



ÂÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ ÎÁÌÉÞÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÇÏËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.íÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï Ó×ÑÚÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ (ÒÁÚÄÅÌ 9.5 É ÄÁÌÅÅ). �ÁÍ ÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 97 (�Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.5.9. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ[monotdef℄ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ P ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ-ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕdP (x) = − log2 P (
x)− KA (x):îÁÚÏ×£Í Å£ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ P .ïÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÆÅËÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.óÌÏ×Á �ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ� ÍÏÇÕÔ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÇÌÁ×Å 16 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÄÅÆÅËÔÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÎÕÔÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.îÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÄÅÆÅËÔÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ dP ,Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ×ÙÛÅ.[èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ËÌÀÞÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑìÅ×ÉÎÁ { çÁÞÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÏ× ÍÅÒ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ðÒÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å.℄ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ P (
x) > 0; ÅÓÌÉ P (
x) = 0, ÔÏ ÄÅÆÅËÔÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ.äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 81).ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÙ 83 É 85) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£-ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÆÅËÔ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Á ÄÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ |ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÆÅËÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÞÅÍÕÔÁË �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ? îÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 98. [monotdef-onservation℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ P . �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑy ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:dP (y) > dP (x)− 2 log dP (x)− :óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÌÀÂÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÄÅ-ÆÅËÔÏÍ ÉÍÅÅÔ (�ÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ) ÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ. éÌÉ: ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÉÍÅÅÔ (�ÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ) ÍÁÌÙÊ ÄÅÆÅËÔ.
⊳ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ k . ÷ÓÅ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sk , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ P -ÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2−k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÅÒÕ Pk ÎÁ 
, ËÏÔÏÒÁÑÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÎÅ Sk É × 2k ÒÁÚ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ P ×ÎÕÔÒÉ Sk . (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á151



U ÒÁ×ÎÁ 2kP (U ∩ Sk )). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Pk ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÏÊ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅÓÌÏ×Á, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÒÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 1 (É ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÏÊ, Á ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ). îÏ Pk ×�ÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÄÏ 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÅÒÏÊ �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÍÍÕ
∑k 12k 2Pk ;ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ S (Ä×ÏÊËÁ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÁ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ 1=2k 2 ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù; ÍÅÒÕ �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁÄÏ ×ÎÏ×ØÕ×ÅÌÉÞÉÔØ). ðÒÉ ÜÔÏÍ

− log S (x) 6 − logP (x)− k + 2 log k + O(1)ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x , Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓÌÏ×Á Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ ÂÏÌØÛÅ k . ðÏ-ÓËÏÌØËÕ S ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ),�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.÷ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔ x ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ P (
x) 6= 0.îÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ y ÍÅÒÁ P (
y) ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÁÑ, É ÄÅÆÅËÔÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ. ⊲ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÅÆÅËÔÁ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÚ ÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:133 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× x0 É x1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÓÁÍÏ x . (÷ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑÄÅÆÅËÔ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ.)óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÞÁÔØ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á É ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë ÎÅÍÕ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ,ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÄÅÆÅËÔÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (�Ï ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÍÅÒÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÄÅÆÅËÔ)ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË �ÏÎÑÔÉÅ ÄÅÆÅËÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ×ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÒ.ðÕÓÔØ P | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ 
, Á f : � → � | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ P �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÒÕ QÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Q(U ) = P (f −1(U ))�ÒÉ U ⊂ �. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Q | ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f (!), ÅÓÌÉ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ P . ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Q ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÓÏÓÒÅ-ÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ × ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÅ ÍÅÒÏÊ, Á �ÏÌÕÍÅÒÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÞÔÏ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ. (÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, Q ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ 
.)�ÅÏÒÅÍÁ 99. [random-image℄ (Á) åÓÌÉ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ÍÅÒÅ P �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÔÏ Å£ ÏÂÒÁÚ f (w) ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ Q.(Â) ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ÍÅÒÅ Q �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ (ÒÁ×ÎÁ f (!) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ P �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !).152



(çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ.)óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÉÔÙ, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÄÁÔÞÉËÏÍ, ÉÍÅÀÔÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ P , Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �.ëÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á? �ÏÞÎÅÅ, �ÒÏËÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù �Ï×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ?üÔÏ ÂÕÄÕÔ f -ÏÂÒÁÚÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÄÁÔÞÉËÁ, ÔÏÅÓÔØ (ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) ÏÂÒÁÚÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ P �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÀ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ (ÄÁÔÞÉË �ÌÀÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÅÄÉÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÂÉÔÏ×, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ Q ; �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÎÁ Å£ ×ÙÈÏÄÅ �ÍÏÇÕÔ�ÏÌÕÞÉÔØÓÑ� ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï ÍÅÒÅ Q �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÁË ×ÏÔ, ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.
⊳ ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ z . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,×ÈÏÄÑÝÉÅ × �ÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ × �ÒÏÏÂÒÁÚ �z \(�z0∪�z1). ðÒÏÏÂÒÁÚ �zÅÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×),�ÒÏÏÂÒÁÚ �z0∪�z1 | ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ�ÅÒ×ÏÇÏ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×) ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÅÒÙ P ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ P | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
, Á U ⊂ V | Ä×Á ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÒÉÞ£Í P (V \U ) = 0. �ÏÇÄÁ V \U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ(ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁV (ÏÇÒÁÎÉÞÉ× U ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ). ðÏ ÍÅÒÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÏÂÎÁ-ÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ ×Ó£ Â�ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , ×ÈÏÄÑÝÁÑ × U . ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÍÅÒÁÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , É ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÍÙ ÄÏÖÄ£ÍÓÑ ÍÏ-ÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ �Ï ÍÅÒÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ", ËÁËÏÅ ÂÙ " > 0 ÎÁÍ ÂÙ ÎÉ ÚÁÄÁÌÉ. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÕÎËÔÁ (Á), ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Q-ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏQ-ÎÕÌÅ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ f (!) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÏËÒÙÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÂÅÒÑ f -�ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÍÙ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ (�ÒÏÏÂÒÁÚ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÉ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÅÒÕ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÄÅÆÅËÔÁ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ� ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÍÅÒÅ Q . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔÙ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. �Å�ÅÒØ�ÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â)ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ u | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(
u ) > 0. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï v , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ u 4 f (v) (u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ f (v)) É dP (v) 6dQ(u) + O(1).(éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(1) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏ×Á u , ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ153



×ÙÂÏÒÁ f , P É Q .)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �u �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . üÔÏ |ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fu . ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀP -ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Fu (ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ) ÒÁ×ÎÁ Q(u).åÓÌÉ ÄÅÆÅËÔ dQ(u) ÍÁÌ, ÔÏ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÓÌÏ×Á u .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Fu , ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÄÁÓÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Fu , ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ f ◦M (Ë ×ÙÈÏÄÕ M ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ f ) ÄÁÓÔÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u . óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÕ f ◦ M Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,ÞÔÏ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Fu ÌÉÛØ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á u , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 2dQ(u) ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ Q(u), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ P -ÍÅÒÅFu . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Fu (Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A, É ÍÅÒÙ P ):A(Fu)P (Fu) 6 O(2dQ(u)):íÎÏÖÅÓÔ×Ï Fu �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ (�ÕÓÔØ ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ) ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �v ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:A(�v)P (�v) 6 O(2dQ (u)):ðÏÓËÏÌØËÕ �v ⊂ Fu , ÔÏ f (v) < u , Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ dP (v) 6 dQ(u) + O(1), ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ËÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ t0; t1; t2; : : : ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ Q �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � (ÉÍÅÀÝÉÍÄÌÉÎÙ 0; 1; 2; : : :). éÈ Q-ÄÅÆÅËÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É �Ï ÌÅÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØv0; v1; : : : ÓÌÏ× Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ P -ÄÅÆÅËÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f (vi ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍti . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ vi ×ÙÄÅ-ÌÉÔØ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÌÏ×, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ×ÓÅÈÞÌÅÎÏ× �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ).÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÂÕÄÕÞÉ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á v ,×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÒÅÄÉ vi ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. üÔÏ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉÜÔÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ (ËÁË ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÕÀ Q-ÍÅÒÕ, ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ! ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á v (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË P (
x) > 0).ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ vi ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:(1) ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× vi , ÁÉÈ P -ÄÅÆÅËÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 98 É P -ÄÅÆÅËÔÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× !ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ;(2) �Ï ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × �ÕÎËÔÅ (Á) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f (!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ;154



(3) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f (!) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ � , �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ! ÂÙÌ ÂÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÏÂÒÁÚËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍ Ó � , É ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÂÙÌ ÂÙ (× ÓÉÌÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌ£ËÉÈ vi , ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÏÂÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ Ó � .ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÕÎËÔÁ (Â) ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊲134 äÁÊÔÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉÛØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ Z" ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ P -ÎÕÌÅ×Ï-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ P -ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ "; �ÕÓÔØ F | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏËÁÚÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÙÍÉ. ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚF ÓÌÕÞÁÊÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ") ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ F ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Q-ÍÅÒ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏ×Ï x \ÏÓÏÂÙÍ", ÅÓÌÉ �ÏËÒÙÔÉÅ Z" ×ÍÅÓÔÅ Ó f -�ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×,ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ó x , �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×Ó£ 
. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÓÌÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (×ÓÑËÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ × ÓÉÌÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ 
, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØ ÏÓÏÂÙÅÓÌÏ×Á). åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f (!) ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ x , ÔÏ ! �Ï�ÁÄÁÅÔ × Z", �ÏÜÔÏÍÕÏÓÏÂÙÅ ÓÌÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ Q-ÍÅÒÙ ÍÅÎÅÅ ". ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÑËÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � , ×ÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÓÏÂÙÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÚ F . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÎÁÞÁÌÏ � ÄÌÉÎÙ k ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏ-ÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !k , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ × F É ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ, ÒÁÚ !k ∈ F ),ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó � × �ÅÒ×ÙÈ k ÂÉÔÁÈ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ !1; !2; : : : ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ; Å£ �ÒÅÄÅÌ ! ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × F (�ÏÓËÏÌØËÕ F ÚÁÍËÎÕÔÏ), �ÏÜÔÏÍÕ f (!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó � .℄135 äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ �ÕÎË-ÔÁ (Á) ÔÅÏÒÅÍÙ: ÅÓÌÉ u É v | Ä×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×Á, �ÒÉÞ£Í u 4 f (v), ÔÏdQ(u) 6 dP (v) + 2 log dP (v) + O(1):[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ Q-ÄÅÆÅËÔÏÍ �ÏËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÁ-ÌÏÊ Q-ÍÅÒÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ �ÏËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÁÌÏÊ P -ÍÅÒÙ É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅ-ÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ P -ÄÅÆÅËÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 98.℄äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉ-ÍÅÒÏ×.136 ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ (×ÓÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Ù 1=3. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !′, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ [0; 1℄,ÔÏÞÎÅÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ, ÓÔÒÏËÉËÏÔÏÒÏÊ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. úÁÍÅÎÉÍ ÔÏÞËÉ, ÂÏÌØÛÉÅ 2=3, ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ÎÕÌÉ. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Ù 1=3, É ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ�Ï ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑÇÒÁÎÉ�Ù 1=2, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.℄155



137 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ �ÁÒÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ
 × 
) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �ÁÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÁÒÙ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÅÎ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, É ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÁÔ-ÓÑ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ �ÁÒÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ), ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÁ [28℄:[á ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÁ ÜÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ? ÔÁÍ ÍÎÏÇÏ ×ÓÅÇÏ, ÎÏ ÅÓÔØ ÌÉÜÔÏ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ???℄ðÕÓÔØ P É Q | Ä×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ; �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 
 × 
 (ËÏÔÏÒÏÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏ 
, É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ).�ÅÏÒÅÍÁ 100. ðÁÒÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 〈�; �〉 ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P × Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:(1) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÍÅÒÅ P ;(2) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ � �Ï ÍÅÒÅ Q.çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ�ÏËÒÙÔÉÅ, ÔÅ�ÅÒØ ÉÍÅÅÔ � × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ (ÏÔ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÎÅÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÂÏÌØÛÅ, Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ | ÍÅÎØÛÅ). õÓÌÏ×ÉÅ �ÒÏÏÒÁËÕÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ: �ÁÒÁ 〈�; �〉, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÍÅÒÅ P × P , ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ �ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÍÅÒÅ P .íÏÖÎÏ ÅÝ£ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ � É � ×ÈÏÄÑÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏÂÙ ÕÓÉÌÉÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉ× � × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ. îÏ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÔÁË: �×ÙÂÒÁÔØ �ÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ�ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÁÒÙ, Á ÚÁÔÅÍ, ÚÎÁÑ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ�.
⊳ äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÁÒÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2).(1) åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ É �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÁÌÏÊ P -ÍÅÒÙ,ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ×Ó£ 
 �Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÄÁÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÁÒÙ 〈�; �〉ÔÏÊ ÖÅ ÍÅÒÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P × Q).(2) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ �) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÁÌÏÊQ-ÍÅÒÙ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ �. üÔÏÔ ÖÅ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ É Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÏÒÁËÕÌÏÍ,É ÏÎ ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÒÁËÕÌÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ (�Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ") ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ (ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ) ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: Q-ÍÅÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÒÁ×ÎÁ �, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". �ÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÄÅÌÁÔØ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÂ-ÝÅÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", ÅÓÌÉ �ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÅÚÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÏÍÓÅÞÅÎÉÉ ÍÅÒÁ ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÔÁË ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ,ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØÀ �ÁÒÙ 〈�; �〉.156



�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÁ 〈�; �〉 ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1)É (2). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ
〈�; �〉. ðÕÓÔØ U | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ�ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x) ÓÅÞÅÎÉÅ Ux = {y |〈x; y〉 ∈ U } ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÂÏÌØÛÅ √". óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ, �Ï �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ √" É ÅÇÏÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ
〈�; �〉, �ÏËÒÙÔÏÊ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏ � �Ï-ËÒÙÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ √", ÌÉÂÏ 〈�; �〉 �ÏËÒÙÔÁÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ × �-ÓÅÞÅÎÉÉ ÉÍÅÀÔ Q-ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ √". ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ � �ÏËÒÙÔÁ �-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ Q-ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ √".èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ � ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÌÉÂÏ � ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ �. ðÅÒ×ÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ " ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ(� �ÏËÒÙÔÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ); ×ÔÏÒÏÅ | ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ " ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ. îÏ ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ " ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ, Á �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ | ÄÒÕÇÏÅ?�ÕÔ �ÏÍÏÇÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÔÒÀË: ×Ù�ÏÌÎÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ " = 2−2k �ÒÉ ×ÓÅÈk = 1; 2; 3; : : :. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï V (k) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �Ï �ÅÒ×ÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ P -ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2−k = √2−2k . �Å�ÅÒØ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÓÔÉ: ÌÉÂÏ �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ k ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏËÒÙ×ÁÅÔ �, ÌÉÂÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÈ k ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ �.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ K ÏÂßÅÄÉÎÉÍ ×ÓÅ ÓÅÍÅÓÔ×Á V (k) �ÒÉ k > K ; �ÏÌÕÞÉÔÓÑÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 · 2−K , É ÏÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ � ÕÖÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ K , ÔÁËÞÔÏ � ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ Ó�ÏÓÏÂ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ k , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, �ÕÓÔØ ÎÁÍ É ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÏÇÏ) �ÏÌÕÞÉÔØ �-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ �, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÁÌÕÀ ÍÅÒÕ, É �ÏÔÏÍÕ � ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ �. ⊲[èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÎÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÜÔÏÕÖÅ ËÅÍ-ÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ?℄÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑÈ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ (ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÑ ÏÔÔÏÒÖÅÎÉÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÙÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ) �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ P ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �. �ÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ P �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . íÙ, ÏÄÎÁ-ËÏ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÁË ÞÔÏ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁ Q , ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÅÒÏÊ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÒÁÚÙ P -ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . ëÁË Ó×ÑÚÁÎÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó �ÏÌÕÍÅÒÏÊ Q? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ ÏÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ Q (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏÉÚ Q-ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ)? �Á ÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÑ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ É ÄÒÕÇÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀÇÉ�ÏÔÅÚÕ: ÏÂÒÁÚÙ P -ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÜÔÏ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, Õ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É Q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.íÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ×ÅÒÎÙ ÌÉ ÜÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ157



ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [19℄):�ÅÏÒÅÍÁ 101. [gas-reduibility-theorem℄ ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �Ï ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f (!) = �.äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ËÏÒÏÞÅ: ×ÓÑËÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ (ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ Ó. 120).üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ: ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÔÏ �ÏÌÕÍÅÒÁ Q ÂÕÄÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ)Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ë Q ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ Õ ti Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ É ÄÁÖÅ ×ÚÑÔØ�ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ). ðÏ-ÜÔÏÍÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ.
⊳ âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É �ÏÓÔÒÏÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (ÏÄÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚ f (R ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×Ó£ 
.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÏÊ �ÏÓÔÒÏÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚ f (
 \ U ) �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×Ó£ 
. ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å U ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÑÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë U (ÔÏÞÎÅÅ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÔÅËÕÝÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U ) ÓÏÄÅÒÖÁÌ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ÎÁÞÁÌÅ, �ÏËÁ ÔÅËÕÝÅÅ U ÅÝ£ �ÕÓÔÏ, ÚÁÄÁÞÁÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ | ÅÓÌÉ ÎÅ ÄÕÍÁÔØ Ï ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÖÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. îÏ �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U �×ÙÂÉ×ÁÀÔ� ÞÁÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É �ÏÔÏÍÕ ÎÕÖÅÎ ÒÅÚÅÒ× ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ. �ÁËÏÊ ÒÅÚÅÒ× ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉ-ÚÏ×ÁÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÍÅÒÁ U ÍÁÌÁ É ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÚÁÔÒÏÎÕÔÏÊ, ÎÏ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÄÅÌÉËÁÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. îÁÍ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ Õ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (ÅÝ£ ÎÅ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ) | ÎÁÄÏ,ÞÔÏÂÙ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÂÙÌ × �ÒÅÄÅÌÅ, É ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ (ÄÏÂÉ×ÁÑÓØ �ÏÓÔÅ-�ÅÎÎÏÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ).äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ (�ÏËÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÁÓ�ÌÙ×ÞÁÔÏÇÏ) �ÌÁÎÁ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ k0; k1; k2; : : :, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÄÌÉÎÙ ÂÌÏËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏ× × �ÒÏÏÂÒÁÚÅ. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎk0; k0 + k1; k0 + k1 + k2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÔÏ ÏÔ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÅÒÅ×Ï Ó ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ2k0 × ËÏÒÎÅ, 2k1 × ÓÙÎÏ×ØÑÈ ËÏÒÎÑ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f , ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÂÉÔÙ �ÅÌÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ.) õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ,ÞÔÏ É ×ÙÂÒÁËÏ×ËÁ �Ï�Á×ÛÉÈ × U �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÂÌÏ-ËÏ×. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ U ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
x , ÇÄÅ ÓÌÏ×Ï xÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k0+ : : :+ ki �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i . (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÍ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ.)158



÷ ÜÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÙ ×ÌÏÖÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ É ÏÔÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ f . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ 2k0 ÓÙÎÏ×ÅÊ ËÏÒÎÑËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ Ä×Á, ÓËÁÖÅÍ, Ä×Á �ÅÒ×ÙÈ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÌÏ×Á X0 É X1 É ÏÂßÑ×ÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ × 0 É 1. (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑÎÁ X0 ÉÌÉ X1, �ÅÒ×ÙÊ ÂÉÔ f (!) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÊ ÂÌÏË ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ X0 É X1, ÚÎÁÞÅÎÉÅ f (!) �ÏËÁÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. äÁÌÅÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÌÏ× X0 É X1 ÍÙ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ä×Á ÂÌÏËÁ ÄÌÉÎÙ k1(ÓËÁÖÅÍ, �ÅÒ×ÙÅ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). ðÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ k0+k1, ËÏÔÏÒÙÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ X00; X01; X10; X11; ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ × ÓÌÏ×Á 00, 01, 10 É 11 É ÔÁËÄÁÌÅÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚl (u) ÂÌÏËÏ× ÓÌÏ×Ï Xu , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × u . ðÒÉ ÜÔÏÍ Xu Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ Xv , ÅÓÌÉu ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ v , É Xu ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó Xv , ÅÓÌÉ u ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó v .�ÁË ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Å ÎÁÛÅ-ÇÏ ÄÅÒÅ×Á (ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ) É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ ÅÇÏ ÎÁ ×Ó£ 
. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U �ÕÓÔÏ,ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ É ÚÁËÏÎÞÉÔØ. ïÄÎÁËÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U (×ÙÂÒÁËÏ×-ËÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á) ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÅÒÅÓÔÒÁÉ×ÁÔØ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï, ÚÁÍÅÎÑÑ ×ÙÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ | × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ �ÏÄÄÅÒÅÒÅ×Ï, ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÀÝÅÅ ×Ù-ÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ 
.þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ, ××ÅÄ£Í �ÏÎÑÔÉÅ ��ÌÏÈÏÊ� ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á(ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ x �ÌÏÈÏÊ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:
• ÅÓÌÉ x �Ï�ÁÄÁÅÔ × ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ (�Ï-�Á×ÛÉÈ × U ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
z ÓÌÏ×Ï z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x ;
• ×ÓÅ Å£ ÓÙÎÏ×ØÑ ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ×ÓÅ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÈÉÍÉ.ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÔÁËÏÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ,ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ �ÈÏÒÏÛÅÊ� (ÎÅ �ÌÏ-ÈÏÊ) ×ÅÒÛÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÓÙÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÈÉÍÉ, ÞÔÏ É �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÍ ×ËÌÁÄÙ×ÁÔØÄ×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÓÙÎÏ×ØÑ �ÌÏÈÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÏÖÅ �ÌÏÈÉ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓÔ£Ô �Ï ÍÅÒÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÏ×. ï�ÅÎÉÍ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ 
 ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á ÓÔÁÌ �ÌÏÈÉÍ. þÔÏÂÙËÏÒÅÎØ ÓÔÁÌ �ÌÏÈÉÍ, ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÙÎÏ×ØÑ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÌÏÈÉÍÉ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÄÏÌÀ (1− 12k0)ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÕÒÏ×ÎÅÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1− 12k0) ·

(1− 12k1)�ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÄÏÌÑ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ). ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔÓÑËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, É �ÏÔÏÍÕ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ×ÓÅ�ÌÏÈÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï�ÁÄÕÔ × ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÅÓÌÉÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÅÎØÛÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
(1− 12k0) ·

(1− 12k1) ·
(1− 12k2) · : : : ;159



ÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÒÅÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ÞÉÓÌÁÍ ki : �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÞÔÏ (ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ 2−ki . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ki = 2 log i (ÄÌÑ i > 2).íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓÔ£Ô ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÅÔ ÎÁÛÅÇÏÄ×ÏÉÞÎÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á, ÔÏ ÜÔÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ ÖÅ ËÁËÁÑ-ÔÏ ×ÅÔ×Ø ÄÅÒÅ×Á�Ï�ÁÄÁÅÔ × �ÌÏÈÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ �ÌÏÈÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÎÁ Å£ ÈÏÒÏÛÅÇÏÂÒÁÔÁ, É ÏÔÔÕÄÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÏÓÔ �ÏÄÄÅÒÅ×Á. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÄÅÒÅ×Á �ÒÏ-×ÏÄÉÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ É Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÓÙÎÏ×ÅÊ Õ ÎÏ×ÙÈ×ÅÒÛÉÎ.ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÏÊ ÄÅÒÅ×Á �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ f(ÉÍÅÎÎÏ ÄÏÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁ ÕÓÔÁÒÅ×ÛÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ÏÓÔÁÀÔÓÑ �ÒÅÖÎÉÍÉ). ðÒÏ-�ÅÓÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ f ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ∈ 
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ f -�ÒÏÏÂÒÁÚ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U . ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ× ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ t ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÏÏÂÒÁÚ !t , ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ U . ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, Ó ÒÏÓÔÏÍ t �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !t ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ ! (ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÕÒÏ×ÎÀ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ). îÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ! ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U É ÞÔÏ f (!) = �.åÓÌÉ ! �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U , ÔÏ ! �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ U , ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÎÏ ÉÌÉ�ÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ !t ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ × U , ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f (!) = �. ðÕÓÔØ z | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ �; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏf (!) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z . ðÕÓÔØ k | ÄÌÉÎÁ z . îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÅÔ×Ø ×ÄÅÒÅ×Å (ÂÏÌØÛÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k ÂÌÏËÏ× É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ × z . üÔÁ ×ÅÔ×ØÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ t , É �ÏÓÌÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ × f ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ,ÞÔÏ f (!) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z . ⊲138 ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �ØÀÒÉÎÇÕ, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ n ÂÉÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n log n �ÅÒ×ÙÈ ÂÉÔÏ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.[÷ÒÏÄÅ ËÁË ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ (ÔÁË ÕÞÉÔ ìÏÒÁÎ); ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ É � ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ÎÁ ÂÌÏËÉ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÓÔÉÞØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÍ�ÕÔÉ, ÎÅÑÓÎÏ.℄÷ �ÏÒÑÄËÅ ÆÉÌÏÓÏÆÉÞÅÓËÉÈ Ó�ÅËÕÌÑ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ ÔÁË. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ, �ÏÞÅÍÕ Å£ �Ï-Ñ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: �ÒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ËÁË ÂÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÉÓÔÒÏÉÔØ Ë ÄÁÔÞÉËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÛÉÎÕ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f .
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6. ïÂÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ[lass℄6.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ[lass-deision℄îÁÞÁ× Ó �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS , ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÚÁÔÅÍ ÔÁËÖÅ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP É ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM . ÷ÓÅ ÔÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ Ó �ÏÍÏÝØÀËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ, ÎÏ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÂÙÌÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÂÙÌÉ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → N⊥, ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ � → �.äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓ �ÏÍÏÝØÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ N⊥ → N⊥, ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉ× ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N⊥ É ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÌÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ×ÒÁÚÄÅÌÅ 4.4.3 (Ó. 86). îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ N⊥ → N⊥ ÂÙ-×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×: ÅÓÌÉ ⊥ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÎÅ × ⊥), ÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ ⊥ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ⊥, ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÁÔØÓÑ ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÉÚ N × N, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ ÓÔÁ-×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÁÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÚ×ÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N⊥ → N⊥ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈x; y〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈy 4 f (x), �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, Á ÓÒÅÄÉ ÎÅ-�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ËÁË ÒÁÚ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅÆÕÎË�ÉÉ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÞÅÇÏÎÏ×ÏÇÏ ÍÙ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ: ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ⊥ É×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ , ÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁÀÔ.(æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ N → N, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ ⊥ ×ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×ÔÏÒÙÅ | × ⊥.)÷ÅÓØ ÜÔÏÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÎÕÖÅÎ ÌÉÛØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅ-ÍÙ, ÏÂßÑÓÎÑÀÝÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 13): ëÁÖÄÁÑ ÉÚ
N⊥ �

N⊥� KSKP KM?ÏÂßÅËÔÙÏ�ÉÓÁÎÉÑòÉÓ. 13. ðÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÒ£È ×ÉÄÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.[lass-1℄ÔÒ£È ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ× (Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ) ÒÁÓÓÍÁ-161



ÔÒÉ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ï�ÉÓÁÎÉÊ ×ÏÂßÅËÔÙ).ïÄÎÁ ÉÚ ËÌÅÔÏË × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �ÏËÁ ÎÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ; ÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÏÓÏÂÁÍ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ N⊥ × �. óÅÊÞÁÓ ÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÔÏÔ ×ÉÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØÓÑ KR (ÉÎÏÇÄÁ ÅÇÏ ÅÝ£ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ KD , ÎÏ × �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÌÏ�ÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ × ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ distinguishing omplexity, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍÅÇÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ).âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÁÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÌÕÞÁ-ÀÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ËÁË ÚÁ×ÅÒÛ£ÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ Ó ÍÁÒËÅÒÏÍËÏÎ�Á �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á) É ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÅÞÁÔÁÀÔ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ É ÎÅÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. (åÓÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÛÉÎÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Ä×Ï-ÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ × N⊥) ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. åÓÌÉ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ÔÏÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KR M (x) ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊ-ÛÅÇÏ ÓÌÏ×Á y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M (y) (×ÙÈÏÄÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÛÉÎÙ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊ yÎÁ ×ÈÏÄÅ) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x .139 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÍÁÛÉÎ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁM , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KR M ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1).140 äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ N⊥ → �. þÅÍ ÏÎÉÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÍÁÛÉÎ? ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ⊥ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ.℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÕÓÔÁÑ ËÌÅÔÏÞËÁ × ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÒÉÓ. 14):
N⊥ �

N⊥� KSKP KMKRÏÂßÅËÔÙÏ�ÉÓÁÎÉÑòÉÓ. 14. þÅÔÙÒÅ ×ÉÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.[lass-2℄÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 102. [deision-omplexity℄(Á) åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á y , ÔÏ KR (x) 6 KR (y).(Â) óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ 
 (ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ Ó ÒÏ-ÓÔÏÍ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !162



×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. (îÁÚ×Á× �ÒÅÄÅÌ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.)(×) KR (x) 6 KS (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .(Ç) KR (x) 6 KM (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .(Ä) KM (x) 6 KR (x) + O(logKR (x)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .(Å) KS (x |l (x)) 6 KR (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x .(£) åÓÌÉ f : � → � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KR (f (x)) 6KR (x) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).(Ö) åÓÌÉ f : � → N⊥ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KS (f (x)) 6KR (x) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).(Ú) åÓÌÉ f : N⊥ → � | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KR (f (x)) 6KS (x) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).(É) ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× (ÎÉ ÏÄÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ),×ÓÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ n , ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2n ÓÌÏ×.(Ê) æÕÎË�ÉÑ KR �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ.(Ë) æÕÎË�ÉÑ KR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÆÕÎË�ÉÅÊ,ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ä×ÕÍÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ (i) ÆÕÎË�ÉÑ K �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕÉ (ii) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ K (x) < n ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÓÏÄÅÒÖÉÔ O(2n) ÓÌÏ×, ÔÏ KR (x) 6 K (x) + O(1).(Ì) KR (x) 6 KA (x) + O(1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x .
⊳ (Á) îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÅÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ).(Â) ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÁÛÉ-ÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÈÏÄÁ �ÅÞÁÔÁÅÔ ! ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (�ÕÓÔÏÊ ×ÈÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈÏ�ÉÓÁÎÉÅÍ), É �ÏÔÏÍÕ �ÒÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, É �ÏÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.(×) ÷ÓÑËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ (�ÏËÁ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ �ÅÞÁÔÁÅÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ | �ÅÞÁÔÁÅÍ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ).(Ç) ÷ÓÑËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → � ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁËÓ�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ (�ÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÄÁ£Í Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ É ÂÏÌÅÅ ÎÉËÁËÉÈËÌÁ×ÉÛ ÎÅ ÎÁÖÉÍÁÅÍ).(Ä) ðÕÓÔØ R : N → � | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R̂ : � → �, �ÏÌÏÖÉ× R̂ (x̂u) = R (x), ÇÄÅx̂ | ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏ×Á x (ÓËÁÖÅÍ, ÓÁÍÏ x , �ÒÅÄ×ÁÒ£ÎÎÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ ÅÇÏÄÌÉÎÙ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ É ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 01), Á u | ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ).(Å) ðÕÓÔØ ÓÎÏ×Á R : N → � | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅ-ÎÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ S , �ÏÌÏÖÉ× S (y; n) ÒÁ×ÎÙÍ n �ÅÒ×ÙÍ ÂÉÔÁÍ163



�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R (y) (ÅÓÌÉ n ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ S (y; n) ÎÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÏ).(£) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÅÇÏ Ó Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ.(Ö) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÁË Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.(Ú) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÁË Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.(É) ðÏ�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉÂÙÌÉ ÂÙ ÎÁÞÁÌÁÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×-ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× ÍÅÎØÛÅ n , ÔÏ ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n , Á ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×ÍÅÎØÛÅ 2n .(Ê) ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÁÀÝÉÅÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ KR (�ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÑÎÏ×ÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ).(Ë) üÔÏ | �ÅÒ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÂÙÌÉ ÌÉÛØ �ÒÏÓÔÙÅ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÎÁ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÔÅÍÙ).ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ K , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ä×ÕÍÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ Å£ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÎÅÓÒÁ×-ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K (x) < n .íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï x Ó K (x) < n ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÒÏ×ÎÏ n . üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n . á ÉÍÅÎÎÏ,ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÅÒÈÎÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ K , ÍÙ �Ï�ÏÌÎÑÅÍ Ó�ÉÓÏË ÓÌÏ× x ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K (x) < n . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ËÏÎÅÞÅÎ ÉÓ ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÓÔ£Ô. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÏ×ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ É ×ÓÅÈ ÉÈ ÎÁÞÁÌ. óÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÜÔÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï ÒÁÓÔ£Ô. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Õ ÎÅÇÏÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÌÉÓÔØÅ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÓÔØÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈK (x) < n . ëÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔÕ ÍÙ �ÒÉÓ×ÏÉÍ ÍÅÔËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ n . ðÒÉÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ë ÄÅÒÅ×Õ ÜÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÌÉÂÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÌÉÓÔØÅ×(ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ÌÉÓÔÏÍ), ÌÉÂÏ ÏÔ×ÅÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ÄÅÒÅ×Á ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ÷�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÍÅÔËÕ �ÒÅÖÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÔËÉ (ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÉÓÔØÅ× ÍÅÎØÛÅ 2n ).æÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÅÔËÕ É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÌÉÓÔØÑÍÉ Ó ÜÔÏÊ ÍÅÔËÏÊ. ÷ÎÁÞÁÌÅÔÁËÉÈ ÌÉÓÔØÅ× ÎÅÔ (ÍÅÔËÁ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ (ÄÏ ÜÔÏÊÍÅÔËÉ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô), ÎÏ ÅÓÌÉ ÄÏÊÄ£Ô, ÔÏ ÍÅÔËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÄÅÒÅ×Õ ××ÅÒÈ (ËÁÖÄÏÅÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Å£ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ), É �ÏÔÏÍÕ ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø × ÄÅÒÅ×Å (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n × � (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÔËÁÍ, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ).ïÂßÅÄÉÎÉ× ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ n , �ÏÌÕÞÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x Ó K (x) < n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.(Ì) åÓÌÉ xi | ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ∑ 2−KA (xi ) 6 1 (�ÏÓËÏÌØËÕ 2−KA (xi ) ÅÓÔØÁ�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �xi , Á ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÓÒÁ×-ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KA (xi ) < n , ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 2n , É ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ164



�ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ⊲141 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ S Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (�ÅÒ×ÙÊ | ÓÌÏ×Ï, ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ | ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ KR S (x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x = x0 : : : xn−1 ËÁË ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á y , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ S (y; i ) = xi �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; 1; : : : ; n − 1, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ S ×ÙÂÅÒÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ.142 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á x ÒÁ×ÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÍÉÎÉ-ÍÕÍÕ KS (p) �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ p (ÄÁÎÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓËÁÖÅÍ, �ÁÓËÁÌÑ),ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÈÏÄÁ É �ÅÞÁÔÁÀÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÌÏ×Ï x ÉÌÉ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.[åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ KS × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÚÑÔØ KP , �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ? ÎÁ×ÅÒÎÏ, ÎÅÔ, ÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÜÔÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ!℄6.2. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ[lassomp℄óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÔÁÂÌÉ�Õ (Ó Ä×ÕÍÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÉÓÁÎÉÊ É Ä×ÕÍÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×), ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ××ÉÄÅ ÒÏÍÂÁ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ O(1)), ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 15:
KRKPKS KM

òÉÓ. 15. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ.[lass-3℄åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÂÅÖÁÔØ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÚÄÅÓØ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ËÁËÕÞÉÔ ÔÅÏÒÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÄÁÎÎÙÈ × ÓÍÙÓÌÅ óËÏÔÔÁ É ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÎÅÊ ÔÅÏÒÉÑ f0-�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× åÒÛÏ×Á, ÓÍ. [70℄), ÔÏ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �Ï ÅÄÉÎÏÊÓÈÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ.îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å � = B∗ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÏ×(=) É ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ ÓÌÏ× (ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ≍). ðÕÓÔØ � É � |ÌÀÂÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ×ÁÒÉÁÎÔÁ).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ �× � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-�-ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x1; x2; y1; y2:(x1; y1) ∈ S; (x2 y2) ∈ S; x1�x2 ⇒ y1�y2165



îÁ�ÒÉÍÅÒ, =-=-ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÎÉÆÏÒÍÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉËÉÆÕÎË�ÉÊ.143 [omputable-sets℄ (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË �Ï ≍-=-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÏÓÔÒÏÉÔØÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → N⊥.(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË �Ï ≍-≍-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� → �.(×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË �Ï =-≍-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
N⊥ → �.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �-�-Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ �-�-ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ� × �. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ S Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÕÀ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ x ÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏÓÌÏ×Á y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 〈y; x 〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S .�ÅÏÒÅÍÁ 103. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ �;� ∈ {=;≍} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÊ �-�-Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏO(1)) Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS ;KP ;KM ;KR .

⊳ ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× �Ï �-�-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 143), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ⊲�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÁÂÌÉ�Å ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×(ÒÉÓ. 16): = ≍=
≍

KSKP KMKRÏÂßÅËÔÙÏ�ÉÓÁÎÉÑòÉÓ. 16. �-�-ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.[lass-4℄144 ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÓÌÏ×:(Á) ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ× ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � × �. (�ÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÁÒÁÍÉ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � → �.)(Â) Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÄÁÔÞÉËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ä×ÕÍÑ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÌÅÎÔÁÍÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÞÁÔÁÔØ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ.(×) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ N⊥ ×� → �.[ðÒÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÒÏÄÅ ÂÙ �ÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ: ÓËÁÖÅÍ, ×ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ KM (x; y) 6 l (x) + l (y)?℄ 166



äÒÕÇÁÑ ÓÈÅÍÁ (×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ Ë ìÅ×ÉÎÕ, ÓÍ. [31℄) ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ×Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÉÈ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ. óÏÂÅÒ£Í ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (ÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÆÕÎË-�ÉÀ K ):
• ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ K (x) < n , ÅÓÔØ O(2n ) (�ÒÏÓÔÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS ,ÔÅÏÒÅÍÁ 8, Ó. 25);
• ÒÑÄ ∑x 2−K (x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ (�ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP , ÔÅÏÒÅÍÁ 56, Ó. 98);
• ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× x , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ K (x) < n , ÅÓÔØ O(2n ) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ KR , ÔÅÏÒÅÍÁ 102, Ó. 162);
• ∑x 2−K (xi ) 6 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÌÏ× xi (Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ KA , ÔÅÏÒÅÍÁ 73, Ó. 125).÷ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÔÅ ÖÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ×ÍÅÓÔÏÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ. (äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ�ÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N.)ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÈÅÍ Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ ÒÏÍÂ, Á �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË(ÒÉÓ. 17):

KRKPKS KMKA
òÉÓ. 17. ðÑÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ[lass-5℄îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ × ÜÔÏÍ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ. ðÒÅ-ÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ×ÓÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, KP (x) 6 KS (x) + O(logKS (x)) (ÔÅÏÒÅÍÁ 59, Ó. 100). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,KS (x) 6 KS (x |l (x)) + KS (l (x)) 6 KR (x) + O(log n). ðÏÜÔÏÍÕ Ä×Å ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ (×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁO(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n .âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÊ, ÉÄÕÝÉÈ × �ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏÞÎÏÍ� ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ:KP (x) 6 KS (x) + O(logKS (x))(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 59) É KM (x) 6 KR (x) + O(logKR (x))167



(ÔÅÏÒÅÍÁ 102). �ÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM ÎÁ KA (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ× ÚÁÄÁÞÅ 110, Ó, 133). äÌÑ �ÓÅ×ÅÒÏ-ÚÁ�ÁÄÎÙÈ� ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ: KM É KRÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑÓÌÏ× ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ), Á KS É KP | ÎÅÔ (ÄÌÑ ÓÌÏ×Á ÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉn , É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ log n �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n). íÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÜÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 79, ÇÄÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ,ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ KP É KM ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÉÈ ÚÎÁËÏ× �ÏÒÑÄËÁ log n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n (�ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n).�ÁÍ ÖÅ ÍÙ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ KMÉ KA ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 80).óÒÅÄÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÔØ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÅ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÎÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕKP (x) É KS (x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ,ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ò. óÏÌÏ×ÅÅÍ (R. Solovay) × 1970-Å ÇÏÄÙ (ÒÕËÏ�ÉÓØ Ó ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÁË ÉÎÅ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ, ÈÏÔÑ ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÕ�ÎÁ ÍÎÏÇÉÍ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁÍ).�ÅÏÒÅÍÁ 104. [solovay-bound℄KS (x) 6 KP (x)− KP (KP (x)) + KP (KP (KP (x))) + O(1)
⊳ íÙ ×ÉÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 58, Ó. 99), ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) 6 n ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n − KP (n) + Ó �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ n . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×ÁÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n), ÔÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ,ÚÎÁÑ n É �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏ×Á × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ. üÔÏÔ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÒÏ×ÎÏ ÉÚ n − KP (n) +  ÂÉÔÏ× (ÄÏÂÁ×É× ÓÌÅ×Á ÎÕÌÉ, ÅÓÌÉÎÕÖÎÏ). éÍÅÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ n − KP (n) (ËÏÎÓÔÁÎÔÕ  ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÝ£ KP (n), ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÉÎÏÊ KP (KP (n)). ðÒÉ�ÉÓÁ× Ë ÜÔÏÍÕ ËÏÄÕ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ×ÙÛÅ�ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x Ó KP (x) 6 n × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈÓÌÏ× �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n) ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÏÊ KP (KP (n)) + n − KP (n) + , �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï x . þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲[äÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ óÏÌÏ×ÅÑ?þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ KM É KA ?òÅÚÕÌØÔÁÔ íÕÞÎÉËÁ �ÒÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xi É yi , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (xi )−KS (yi ) → +∞,ÎÏ KP (xi )− KP (yi ) → −∞.Miller: KS vs KP ?A priori ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ �ÁÒ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ?℄6.3. õÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ[lassond℄íÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÉÄÏ× ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ). ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ KS (x |y) ËÁË ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ p ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á p , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ S (p; y) = x . úÄÅÓØ S | Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ; Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.168



÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.7 Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP (x |y). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÏ-×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p: ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ x �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ y , ÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏ×Áp ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ.îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 85 ÍÙ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ KM (x |y). ðÒÉ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÅÒ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Dy : � → �, ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Á-ÍÉ y . ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË 〈y; u; v〉,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ v 4 Dy(u), �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÚÁËÏÎÞÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÎÉËÁË ÎÅÓ×ÑÚÁÎÎÙÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÅÓÌÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y , �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ y ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ p ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ x (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÏ×ÏÅ y ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑÏÔ ÓÔÁÒÏÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ).äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÍÙÓÞÉÔÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ D : �× N → N⊥;�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÁÒÙ 〈p; y〉 ∈ �× N ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ (ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ�Ï p), Á ×ÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ �Ï y ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ).åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á É ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ �Ï ÜÔÏÍÕ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÕ, �ÏÌÕÞÁÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÄÒÕÇÉÈ ×ÉÄÁ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÄÎÁËÏ, �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ (ÒÁÂÏÔÁ [10℄ | ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÄËÉÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ 8 ×ÉÄÏ× ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÏ× | ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÉÑ É ÏÂßÅËÔÙ | ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ). �ÅÈÎÉÞÅÓËÉ�ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁË. ðÕÓÔØ �;�;  ∈ {=;≍} (ÓÍ. ÒÁÚ-ÄÅÌ 6.2). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ (�;�)|-Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÁË �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÔÒÏÅË ÓÌÏ×
〈p; x; y〉, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ:

〈p1; x1; y1〉 ∈ S; 〈p2; x2; y2〉 ∈ S; p1�p2; y1y2 ⇒ x1�x2äÁÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x |y) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á p, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
〈p; x; y〉 ∈ S .�ÅÏÒÅÍÁ 105. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÒÅÄÉ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÊ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)).145 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (�Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉ-ÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÌÉ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ (�;�)| Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÔØ K(�;�)|. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ KP (x |y) ÅÓÔØ K(≍;=)|=, Á KS (x |y) ÅÓÔØ K(=;=)|=.146 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ = ÎÁ ≍ × ËÁÞÅÓÔ×Å  ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØ-ËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ,169



�ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ. ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ�ÒÅÆÉËÓÎÏÊ.℄[úÁÄÁÞÁ (ÎÁ×ÅÒÎÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ): �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1).é ×ÏÏÂÝÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.℄÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ × ÓÅÂÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:147 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏKS (x) 6 K(=;=)|≍(x |y) + KR (y) + O(logKR (y)):ï�ÉÛÅÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ Ë ËÏÌÍÏ-ÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ [21℄. õÓÌÏ×ÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �ÕËÁÚÁÔØ x �ÏÄÁÎÎÏÍÕ y�; × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÉÈ y × x (ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÒÅÛÅÎÉÅÍ� ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ).üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÒÑÄÏË: f1 4 f2, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f2 �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f1. ëÏÎÅÞÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÎÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ (ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ). îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : N⊥ → F ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈a; f 〉, ÇÄÅ a ∈ N⊥, f | ËÏÎÅÞ-ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F É f 4 T (a). �ÁËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÏ�ÉÓÁÎÉÑ (ÆÕÎË�ÉÊ). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏÓ�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ T ) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á (ÔÏÞÎÅÅ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ, ×ÅÄØ ÍÙÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÞÉÓÌÁ É Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á) a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f 4 T (a).148 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑÉ ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ y 7→ x (ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ,ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏ x) ÒÁ×ÎÁ KS (x |y) + O(1).÷ ÜÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ É ×ÓÅ ×ÏÓÅÍØ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Y;X ∈ {N⊥;�} Ï�ÒÅÄÅÌÉ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ (Y → X ), ÁÚÁÔÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏ�ÉÓÁÎÉÊ P ∈ {N⊥;�} × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Y → X ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÏÍÅÎÙóËÏÔÔÁ ÉÌÉ f0-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÓÍÙÓÌÅ åÒÛÏ×Á (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [70℄).îÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ��ÏÌÕÞÉÔØx ÉÚ y�, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÇÌÁ×Å 13.òÏÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ) �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏûÎÏÒÒÏÍ [67,68℄. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �n(ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ) ÉÚ N × N. îÕÍÅÒÁ�ÉÑ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×
〈n; x 〉 7→ �n (x)170



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, É Ç£ÄÅÌÅ×ÏÊ, ÉÌÉ (× ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ) ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ h, Ó×ÏÄÑÝÁÑ � Ë � × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �n = �h(n) �ÒÉ ×ÓÅÈ n . (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ �nÄÏÌÖÎÙ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.)óÌÅÄÕÑ ûÎÏÒÒÕ, ÕÓÉÌÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ h(n) = O(n)(ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á h(n) �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ ÂÙ ÄÌÉÎÕ n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ). åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ h Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 106. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.
⊳ ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏ×Ï û v ÎÏÍÅÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊu ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁ×ÎÙÍ v . (úÄÅÓØ û | ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Áu , �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ É �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ 01 × ËÏÎÅ�.) ⊲ûÎÏÒÒ �ÏËÁÚÁÌ (ÓÍ. [67,68℄), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ �1 É �2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÏÍÅÒÏ× �, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ÏÂß£Í × ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1). (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �1(n) = �2(�(n)) �ÒÉ ×ÓÅÈ n , �ÒÉÞ£Í �(n) = O(n) É�−1(n) = O(n).)6.4. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌÁ[lasslim℄÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÅÌÑÔÉ-×ÉÚÁ�ÉÅÊ : ÂÅÒ£ÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ, É ×ÓÀÄÕ × Î£Í ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉÄ×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (ÏÂÙÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A). áÌÇÏÒÉÔ-ÍÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë �×ÎÅÛÎÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ�,×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(n) ÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÎÎÏÇÏ ÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ n . (äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏÕÚÎÁÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ÉÌÉ ÎÅÔ.) åÓÌÉ ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ � ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ), ÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ; ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅÔÁËÉÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �-×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅ-ÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ �-×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ �-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÈ, ÉÌÉ ÏÂ �-×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÉÌÉ (�ÏÄÈÏÄÑ ÂÌÉÖÅ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÏÂ �-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ) ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ×ÅÒÎÙÍÉ É × ÔÁËÏÍ �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ� ×ÁÒÉÁÎÔÅ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ, ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (ÄÅ-ËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÙ) Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, É ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ, É ÄÌÑ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ×ÉÄÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÕÓÌÏ×ÎÙÈ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ). ïÂÙÞÎÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÁËÕÌÁ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, KP A(x) ÅÓÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A. 171



îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅÅ: ÍÙ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÏÒÁËÕÌÁ A Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)), Á Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ(Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×: 〈x; A〉 7→ K A(x) (ÇÄÅ K | ÏÄÉÎÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ×ÉÄÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).149 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, É ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.3:KP A(x) = K≍;=(x) = limn→∞
K(≍;=|≍)(x |An );ÇÄÅ An | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ n ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. (áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÉÄÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÙÞÎÙÈ (ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, �ÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ A-Ó�ÏÓÏÂÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÅÓÔØ É ÏÂÙÞÎÙÅÓ�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ).ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ(�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ AÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. (�ÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÀÔ 0′.) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, 0′-ÏÒÁËÕÌ ÅÓÔØ ×ÎÅÛÎÉÊ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ: ÅÍÕÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÁÔØ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ (ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ), É ÏÎ ÓËÁÖÅÔ, ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ Å£ ÒÁÂÏÔÁÉÌÉ ÎÅÔ. éÍÅÑ ÔÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ(�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÒÁËÕÌÁ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÚÁËÏÎÞÉÔ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÉÌÉ ÎÅÔ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ KS Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0′-×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (ÜÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑË ÆÕÎË�ÉÉ KP , ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ É Ô.�.), Á Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n , ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ ÉÍÅÌ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n +O(1), Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ B (n) É BB (n) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.2)ÔÅ�ÅÒØ ÉÍÅÀÔ 0′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ 0′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n −O(1), É �ÏÔÏÍÕÄÌÑ ÎÉÈ 0′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ).6.4.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÊ ×ÉÄ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ (ÓÌÏ×Á x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. üÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ��ÏÌÕÞÉÔØx , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A� (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁËÏÊ).�ÁËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÂÙÌÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÄÒÕÇÉÈ ÑÚÙËÏ× [79℄.) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÏÂßÅËÔÁ (ÓÌÏ×Á, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× A ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÕÀ (�ÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × x . (÷ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÇÌÁ×Å 13.)÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ.÷ÁÖÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ó�ÉÓËÏÍ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÎÅ Ó�ÉÓÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔ | ÎÅ×ÁÖÎÏ ËÁËÏÊ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ172



KS (x‖A), ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KS (x |A) ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ó�ÉÓËÏÍ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÒÕÇÏÊ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ) Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ KS (x‖A) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØD | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ), x | Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ-×Ï, Á A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ KS D(x‖A) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÇÏÓÌÏ×Á p, ÞÔÏ D(p; y) = x ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ A.150 [relative-omplexity℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ KS D ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏO(1)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ D ×ÅÌÉÞÉÎÁ KS D(x‖A) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÎÅÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KS (x‖A) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A = {a} ÏÂÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ KS (x |A) É KS (x‖A)ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KS (x |a); ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 23.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n . (ëÁË×ÓÅÇÄÁ, ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ.) óÌÏÖÎÏÓÔØ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ KS (x‖ > n). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ KS (x) É ÕÂÙ×ÁÅÔÓ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ n (×ÏÏÂÝÅ KS (x‖A) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A, �ÒÅ×ÒÁÝÁÑÓØ × O(1) ÄÌÑ �ÕÓÔÏÇÏ A). ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅ£ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉn → ∞.�ÅÏÒÅÍÁ 107. [large-number-ondition1℄limn→∞
KS (x‖ > n) = KS 0′(x) + O(1):

⊳ ðÕÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ k . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k , �Å-ÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ × x . éÍÅÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌ 0′, ÍÏÖÎÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÁË Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÁ x . éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ �ÕÔ£Í �ÅÒÅÂÏÒÁ ÎÁÊÔÉÔÁËÉÅ N É y , ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÉËÁËÏÅ n > N ÎÉ × ËÁËÏÊ ÏÂßÅËÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊÏÔ y . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÒÁËÕÌÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÁÒÙ N; yÉÍÅÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y = x .ðÏÜÔÏÍÕ KS 0′(x) 6 limn→∞
KS (x‖ > n) + O(1):îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ y ÏÂßÅËÔÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ: �ÏÌÕÞÉ× ÎÅËÏÔÏÒÏÅ N ,ÓÄÅÌÁÔØ N ÛÁÇÏ× �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 0′ É ÚÁÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑË y . üÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï y É �ÏÔÏÍÕ Å£ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔKS (y) + O(1) 6 l (y) + O(1) = k + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ NÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ x (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁ y ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× Ë ÏÒÁËÕÌÕ, �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÏÍ N ×ÓÅ ÜÔÉ ÚÁ�ÒÏÓÙ �ÏÌÕÞÁÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÄÁÖÅ É �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏÏÒÁËÕÌÁ ÎÁ ÅÇÏ N -ÛÁÇÏ×ÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ). ⊲ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KS (x‖ > n) ÎÁ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ supm>n KS (x |m). óÒÁÚÕ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏsupm>n KS (x |m) 6 KS (x‖ > n);173



�ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÉÚ ÌÅ×ÏÊ. õÄÉ-×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ �ÒÉ n → ∞:�ÅÏÒÅÍÁ 108. [large-number-ondition2℄lim supn→∞
KS (x |n) = KS 0′(x) + O(1):

⊳ îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x |n) ÍÅÎØÛÅ k �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ,ÔÏ 0′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k +O(1). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ | × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÔÅÏÒÅÍÙ | × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ k ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ× x Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ k) ÍÅÎØÛÅ 2k : ÅÓÌÉ ÂÙ ÉÈ ÂÙÌÏÂÏÌØÛÅ, ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n ÎÁ ÎÉÈ ÎÅ È×ÁÔÉÌÏ ÂÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ k .ðÏÜÔÏÍÕ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0′-�ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÙÍ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï k (ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ lim supKS (x |n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ Ó×ÅÒÈÕ). ïÄÎÁËÏ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
∃N (∀n > N ) [KS (x |n) < k ℄;ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÅÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë �3 (ÕÓÌÏ×ÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÉÅÓÔØ Ä×Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏÒÁ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×ËÌÀÞÉÔØ ÅÇÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÍÅÎÅÅ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×Ó ÄÁÎÎÙÍ k . üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈n; x 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x |n) < k .üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÔÏÎËÏÅ� × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÅÎÅÅ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ 〈n; x 〉. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ, ×ÙÈÏ-ÄÑÝÉÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, Ë ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ (ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÎÅÇÏ ×ÓÅ �ÁÒÙ 〈m; x 〉 �ÒÉ m > n).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÔØ ÂÙÔØ ÔÏÎËÉÍ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁÔØ, É ÜÔÉ Ä×ÁÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ 0′-ÏÒÁËÕÌÁ: ÎÁÒÕÖÅÎÉÅ ÔÏÎËÏÓÔÉ ÅÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï (ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÎÁÒÕÖÁÔÓÑ 2k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ×ÍÅÓÔÅ ÓÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ).âÕÄÅÍ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒÁ 〈n; x〉 × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÌÕÞ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÂÅÚ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÔÏÎËÏÓÔÉ, ÔÏ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÕÞÅÊ.) üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0′-×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, É �ÏÔÏÍÕ x -ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ ×ÓÅÈ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅÊ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÔÏÎËÏÓÔÉ),Á ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ x , Õ ËÏÔÏÒÙÈ lim supK (x |n) < k . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑÌÕÞ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÌÅÖÁ×ÛÉÊ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, É �ÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ⊲(üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × ÓÔÁÔØÅ [78℄.)�ÅÏÒÅÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 107 É 108, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ É ÎÁÞÎ£Í ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.174



�ÅÏÒÅÍÁ 109. [large-number-ondition3℄lim supn→∞
KP (x |n) = KP 0′(x) + O(1)

⊳ ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Á�ÒÉÏÒÎÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ (ÕÓÌÏ×ÎÙÍ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ), ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: lim infn→∞
m(x |n) = m0′(x)(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ É ÏÔÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÒÁ×ÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÅÎØÛÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×O(1) ÒÁÚ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÛÉÎÕ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0′, ×ÙÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉe m0′. �Å�ÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÚÁ�ÕÓËÁÔØ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÒÁËÕÌÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ n ÛÁÇÁÍ ÅÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ x ÎÁ ×ÙÈÏÄÅÍÏÖÅÔ É Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ É ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ, ÎÏ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ xÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÕÓÏ×), É ËÁÖÄÙÊÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÎÕÓÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× Ë ÏÒÁËÕÌÕ É ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ�ÏÑ×ÉÔÓÑ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. �ÕÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÁ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 108. éÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÓÅÍÅÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒ; �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÆÕÎË�ÉÑ x 7→m(x |n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ �Ï x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ m ′(x) = lim infn→∞

m(x |n)ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑x m ′(x) ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. åÓÌÉ ÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ m ′ ÏËÁÚÁÌÁÓØ 0′-�ÅÒÅ-ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ×Ó£ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ | ÎÏ ÚÁ�ÉÓØ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á × ×ÉÄÅr < lim infn→∞
m(x |n) ⇔ (∃q > r) ∃N (∀n > N ) [q < m(x |n)℄ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏÒ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, Á ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ).îÏ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÁÖÏ-ÒÁÎÔÕ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÒÏÊËÉ 〈N; x; " (ÇÄÅ " | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ) É ÂÕÄÅÍ �ÙÔÁÔØÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ m(·|·) ÄÏ " ÎÁ ÌÕÞÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ �ÁÒ 〈n; x〉�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x É �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N , ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÍÅÒÙ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ nÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ x ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 1).ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ 0′-ÏÒÁËÕÌÁ(�ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÓÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï). âÕÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÔÁËÉÅ ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË (ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÓÌÅÄÕÀÝÉÈ). ïÓÔÁ×ÌÑÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ x É " (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ x ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÕÀ ÇÒÁÎØ ×ÓÅÈ ", Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÔÏ x ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ), �ÏÌÕÞÉÍ 0′-�ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÕÀ m ′ (×ÅÄØ ÅÓÌÉ m ′ ÇÄÅ-ÔÏ ÂÏÌØÛÅ ", ÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÌÕÞÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ " É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ). ⊲þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ KP (x‖ > n), ÎÁÄÏ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (�ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ).175



�ÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, É ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÑÓÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ��ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ�.íÏÖÎÏ �ÙÔÁÔØÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ KP (x‖A) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÄÎÁËÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ 79(Ó. 102) ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A = {a} ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ KP (x |a) É �ÏÔÏÍÕ,×ÉÄÉÍÏ, ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÕÄÁÞÎÙÍ.íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 150. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀÆÕÎË�ÉÀ 〈p; x〉 7→ D(p; x) �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ ×ÔÏÒÏÍ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x É ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ KP D(k‖A) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÇÏ p, ÞÔÏ f (p; n) = k ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ A. òÁÚÎÉ�Á Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ �Ï�ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ× ÅÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ (× ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ), É ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ KP D ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ.151 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → F(�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ N × N) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÓÌÏ×Ï p , ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ x ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A.íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÂÅÓ�ÒÅ-ÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÍÅÓÔÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ. ÷ ËÌÁÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ �Ï�ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØKP f (x‖A) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ KP ′(x‖A), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP ′(k |n) É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÎÅÊ �ÒÉ A = {n} (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(x‖A), ×ÚÑ× ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁ-ÛÉÎÕ Ó ×ÈÏÄÏÍ y É ÉÚÕÞÁÑ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ËÏÔÏÒÙÅ (ÂÕÄÕÞÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×) ÚÁÓÔÁÌÑÀÔ ÍÁÛÉÎÕ ÎÁ�ÅÞÁÔÁÔØ x �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅy ∈ A. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ (�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÁÑ) É ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ.ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k; A ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
− logm(k‖A) 6 KP (k‖A) + O(1) 6 KP ′(k‖A) + O(1);ÎÏ Á×ÔÏÒÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ

− log infx∈Am(k |x) = supx∈AKP (x |a);É �ÏÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 107. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ (×ÉÄÉÍÏ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ×ÅÌÉÞÉÎÙ KP (x‖A), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅÓ �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 110. [large-number-ondition4℄limn→∞
KP (x‖ > n) = KP 0′(x) + O(1):[èÏÒÏÛÏ ÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÒÏÇÉÅ℄176



6.4.2. ðÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ É Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ 0′÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [57℄, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ××ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ Ó ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ.ðÕÓÔØ f (0); f (1); : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÄÁÎ-ÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ k ÓÒÅÄÉ f (0); : : : ; f (n − 1), É�ÏÄÅÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ n . ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÏÊ k ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ nÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.�Å�ÅÒØ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ k ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ nÞÌÅÎÏ× �ÒÉ n → ∞, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÞÉÓÌÁ k × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ f .ðÕÓÔØ pk | ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ k × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
∑k pk 6 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÙÌÁ ÂÙÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÉÖÎÉÈ �ÒÅÄÅÌÏ× ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 1, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌ£ËÉÈ ÄÏ�ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÅ×ÚÏÛÌÁ ÂÙ 1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÏÔ× ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ f É ÎÉÖÎÉÈ ÞÁÓÔÏÔ pk �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÎÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k):�ÅÏÒÅÍÁ 111. [zero-prime-semimeasure℄ æÕÎË�ÉÑ k 7→ pk 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÄÁ×ÁÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0′ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ.

⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ r < pk (ÇÄÅ r | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØÔÁË: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ p > r É ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ k× ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ N �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ p.îÁÂÒÁÎÎÏÅ ËÕÒÓÉ×ÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ (ÉÍÅÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅ-ÎÉÅ): ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ, �ÒÅÄßÑ×É× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊÏÔÒÅÚÏË. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 0′-ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (�ÒÉÍÅÎÉÍ ÏÒÁËÕÌ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ �ÏÉÓËÁ ÜÔÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ). á �ÏÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Ï r < pk × �ÅÌÏÍ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ⊲ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÙ ÔÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ:152 ðÕÓÔØ rn | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ lim inf rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ 0′-ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÚÎÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ rn .ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:153 [liminf-riterion℄ ÷ÓÑËÏÅ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.[õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ 0′-×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ rn , ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-ÒÕÀÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ rn;k . ðÏÌÏÖÉÍ sk ÒÁ×ÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ r0;k ; : : : ; rt−1;k ,ÇÄÅ t | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ rt;k 6= rt;k−1.℄177



ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f ÆÕÎË�ÉÑ k 7→ pk Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 112. [zero-prime-maximal℄ äÌÑ ×ÓÑËÏÊ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ q0; q1; : : : Ó ∑i qi 6 1 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f (0); f (1); : : :, ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ k × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ qk .üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0′-ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ k ËÁË ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ k × Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ f (ÔÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).
⊳ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈r; k〉, ÇÄÅ r | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ qk , �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0′). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [79℄), 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÌÁÓÓ �2, É �ÏÔÏÍÕÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï R , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏr < qk ⇔ ∃u ∀v R (r; k; u; v)îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ 〈r; k; n〉 7→ S (r; k; n) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ 0 É 1, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ r < qk ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S (r; k; 0); S (r; k; 1) : : :ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S (r; k; 0); S (r; k; 1) : : : ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË:ÉÝÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ u = 0; 1; 2; : : : ÚÎÁÞÅÎÉÅ v , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ R (r; k; u; v)ÌÏÖÎÏ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, �ÅÒÅÍÅÖÁÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÕÌ£Í. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ÔÁËÏÇÏ v ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ r < qk .õÄÏÂÎÁ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÁÆÏÒÁ: ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒ 〈r; k〉 �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ�ÒÏÓ�ÈÏÞÕ, ÞÔÏÂÙ qk ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ r�, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÏÇÕÔ �ÓÂÒÁÓÙ×ÁÔØÓÑ�, ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ×ÏÚÏÂÎÏ×ÌÑÑÓØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ �ÁÒ 〈r; k〉, Õ ËÏÔÏÒÙÈ r < qk , ÞÉÓÌÏ ÓÂÒÏÓÏ× ËÏÎÅÞÎÏ(É ×ÏÚÏÂÎÏ×Ì£ÎÎÙÊ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁ�ÒÏÓ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÂÒÏÛÅÎ), Á ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ�ÁÒ (r > qk ) ÚÁ�ÒÏÓÙ ÓÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. (íÏÍÅÎÔÙ ÓÂÒÏÓÏ× ÚÁ�ÒÏÓÏ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÕÌÑÍ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S .) ÷ÅÓØ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÉÍ É × ËÁÖÄÙÊÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× (ÔÁË ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, Á ÒÏÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁ-ÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f (0); f (1); : : :, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ qk .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ ËÁË ÎÉÖ-ÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÒ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÚ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌp00 p01 p02 : : :p10 p11 p12 : : :p20 p21 p22 : : :: : : : : : : : : : : :178



Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, × ÓÕÍÍÅÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ × k -ÓÔÏÌÂ�Å ÎÅ ÍÅÎØÛÅ qk . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÁÔÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × i -Ê ÓÔÒÏËÅ ËÒÁÔÎÙ 1=i (ÚÁÍÅÎÉ× ÉÈ ÎÁ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ �ÒÅÄÅÌ). �Å�ÅÒØ ÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ÔÁË: ×ÎÁÞÁÌÅÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÅÍÓÑ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ËÁË ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÞÁÓÔÏÔ, ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ËÏ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ É �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÅÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ËÌÁÄ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ× ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÔÁÌ ÍÁÌ), ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ É ÓÌÅÄÕÅÍ ÅÊ ÅÝ£ ÄÏÌØÛÅ (ÞÔÏÂÙÚÁÂÉÔØ ×ËÌÁÄ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ÚÁ�ÒÏÓ �ÓÄÅÌÁÔØ qk ÂÏÌØÛÅr� Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏ × k -ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ qk .üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÓÔÒÏÑ n -À ÓÔÒÏËÕ ÔÁÂÌÉ�Ù × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ n , ÍÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÍ ×ÓÅÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÚÁ�ÒÏÓÙ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ k) × �ÏÒÑÄËÅ ÉÈ �ÓÔÁÖÁ� (ÓËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉÜÔÏÔ ÚÁ�ÒÏÓ ÕÖÅ ÎÅ ÓÂÒÏÛÅÎ), Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ pk ÄÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ r �ÏËÁÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (�ÏËÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÚÏÛÌÁ ÅÄÉÎÉ�Õ; ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÎÏÇÏ É ÜÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÏÂÒÅÚÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁ�ÒÏÓ, ÄÅÌÁÑÓÕÍÍÕ ÒÁ×ÎÏÊ ÅÄÉÎÉ�Å, É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ n -Ê ÓÔÒÏËÉ).ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ? ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏr < qk ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. �ÏÇÄÁ ÚÁ�ÒÏÓ �ÓÄÅÌÁÔØ qk ÂÏÌØÛÅ r� × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÉÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÂÒÏÛÅÎ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÄÏ ÎÅÇÏ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÓÂÒÏÛÅÎÙ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÔÁË É ÎÅ ÂÕÄÕÔ. äÏÖÄ£ÍÓÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÏ-ÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÂÒÏÓÙ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÚÁ�ÒÏÓÏ× Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÓÔÁÖÅÍ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑÌÉÛØ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ r ′; k ′, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÂÒÏÛÅÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ r ′ < qk ′ É�ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ r ′ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÛÉÍ r ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ�ÒÏÓÙ Ó Â�ÏÌØÛÉÍÓÔÁÖÅÍ ÎÅ �ÏÍÅÛÁÀÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ ÎÁÛ ÚÁ�ÒÏÓ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲154 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖ-ÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ qk .[õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÓËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 153.℄155 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 112 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ N × N ËÁË ��ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó �ÒÏÂÅÌÁÍÉ�: ÄÌÑÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ N × N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ g(0); g(1); : : : (ÂÅÚ �ÒÏÂÅÌÏ×) Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÌÉ Â�ÏÌØÛÉÍÉ ÎÉÖÎÉÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ: ÎÉÖÎÑÑÞÁÓÔÏÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k × g ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÙ × f (0); f (1); : : : (Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊËÁË ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÑ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k ÓÒÅÄÉ f (0); : : : ; f (N − 1), ÄÅÌ£ÎÎÏÇÏÎÁ N ). [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ N ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ (×ÍÅÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ); ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 109 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÍÁÖÏÒÉÒÏ-×ÁÔØ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÏÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ËÏ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.℄[óÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏ�ÉÓÁÔØ �ÒÏ ÏÒÁËÕÌÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ KP , É ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÓÔÁ Ï ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ?℄
179



7. ûÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ É ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ[entropy℄7.1. ûÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ[entropy-def℄ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÂÕË×Ù ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ k ÂÕË×a1; : : : ; ak , Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ (ÎÁ�ÏÄÏÂÉÅ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ É ÔÉÒÅ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉ�Á). ðÕÓÔØ ÂÕË×Á ai ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ i . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á i ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØËÏÄÙ �ÏÄÒÑÄ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× á, â É ÷, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÄÙ 0, 1 É 01, ÔÏÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï áâáâ ÏÔ ÓÌÏ×Á áâ÷: × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ 0101. (÷ ÁÚÂÕËÅ íÏÒÚÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÔÁËÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉÂÕË×ÁÍÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÒÙ× | ÂÏÌØÛÉÊ, ÞÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÔÉÒÅ ×ÎÕÔÒÉ ÂÕË×Ù). ðÏÜÔÏÍÕÎÁÄÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.äÒÕÇÏÊ �ÒÅÄÍÅÔ ÚÁÂÏÔÙ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÄÁ | ÅÇÏ ÜËÏÎÏÍÎÏÓÔØ. ðÏÌÅÚÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏ-ÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á i �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÍÉ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ×ÓÅ ËÏÄÏ×ÙÅÓÌÏ×Á, ÒÁÚÕÍÎÏ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ �ÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÂÕË×ÁÈ.(üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØ É �ÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ.)7.1.1. ëÏÄÙ[prefix-odes℄ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ëÏÄÏÍ ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ k ÂÕË×a1; : : : ; ak , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× 1; : : : ; k . ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ; ÓÌÏ×Ï i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ÂÕË×Ù ai ; ×ÓÑËÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ AËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÕË×.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÄ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË× ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ëÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÕË×ÁÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ (�ÒÅÆÉËÓÏÍ) ÄÒÕÇÏÇÏ. (üÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÌÏ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÍ, ÈÏÔÑ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÉÞÎÏÅ |ÂÅÓ�ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ | ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ.)�ÅÏÒÅÍÁ 113. ÷ÓÑËÉÊ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ.
⊳ ðÅÒ×ÏÅ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï (ËÏÄ �ÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù) ÏÔÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (× ÓÉÌÕ �ÒÅÆÉËÓ-ÎÏÓÔÉ), ÚÁÔÅÍ ÏÔÝÅ�ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÂÕË×Ù É Ô.�. ⊲156 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÊ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÎÙÍ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÓÕÆÆÉËÓÎÙÍ�.℄157 õËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÉÆÒ 0; 1; 2 É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ�. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ 0 7→ 00, 1 7→ 01, 2 7→ 1.℄180



158 ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Á 1; : : : ; k É d1; : : : ; dk ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ (�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ).ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ kl ÓÌÏ× idj (�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÏÄÎÏ ÓÌÏ×Ï Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÅÚ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑ) ÔÁËÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ.þÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ËÏÄÙ �Ï ÉÈ ÜËÏÎÏÍÎÏÓÔÉ, ÎÕÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ ÂÕË×. ðÕÓÔØÄÁÎÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p1; : : : ; pk , × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Å; ÞÉÓÌÏ pi ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÏÊ (ÉÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ) ÂÕË×Ù ai . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÄÁ 1; : : : ; k (ÄÌÑ ÂÕË×a1; : : : ; ak ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ ËÁË ÓÕÍÍÕ
∑i pi l (i )÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p1; : : : ; pk ÎÁÊÔÉ ËÏÄ �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ(× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ËÏÄÏ×).159 ëÁË ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ p1; : : : ; pn? [õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÎÁÄÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ �Ï ÕÂÙ×ÁÎÉÀ ÞÁÓÔÏÔ, Á×ÓÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á | × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÕÓÔÏÇÏ.℄7.1.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ[entropy-ode-length℄þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔp1; : : : ; pk ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÅÚÎÁ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ. ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p1; : : : ; pk (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ É × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å) ËÁË ×ÅÌÉÞÉÎÁH = p1(− log p1) + p2(− log p2) + : : :+ pk (− log pk )(�ÒÉ p = 0 ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ p log p = 0, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÀ p 7→ p log p �ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ).íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁËÏ×Á: ÂÕË×Á ai �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ pi , Á ËÁÖÄÏÅ Å£�ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÓ£Ô − log pi ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ; × ÓÒÅÄÎÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ H ÂÉÔÏ× ÎÁ ÂÕË×Õ. îÕÖÎÏÔÏÌØËÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÂÕË×Ù Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÎÅÓ£Ô − log pÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÚÁÄÕÍÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ 2n ÒÁ×ÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÞÉÓÅÌ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ n ×Ï�ÒÏÓÏ× (ÔÉ�Á ÄÁ/ÎÅÔ), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÄÁ£Ô 1 ÂÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. úÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=2n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ n ÂÉÔÁÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÓÏÂÙÔÉÉ.ëÏÎÅÞÎÏ, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÁÂÚÁ� | ÜÔÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÔÁÆÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ, �ÏÚ×ÏÌÑÀ-ÝÉÊ ÌÅÇÞÅ ÚÁ�ÏÍÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ. úÁÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ ÔÏÞÎÙÍ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p1; : : : ; pk , × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Å.�ÅÏÒÅÍÁ 114. [prefix-ode-length℄ (Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ 1; : : : ; k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∑i pi l (i ) > H(ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ).(Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
∑i pi l (i ) < H + 1181



⊳ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÁÌØÎÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, Á ÉÈ ÄÌÉÎÙ.ðÏÜÔÏÍÕ ×ÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÁÍÉ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏËÏÄÁ. ïÔ×ÅÔ ÄÁ£Ô ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:ìÅÍÍÁ (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ).[kraft-lemma℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1; : : : ; nk É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á 1; : : : ; k ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÄÌÉÎ(l (i ) = ni ), �ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. üÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑i 2−ni 6 1.üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÍ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ, ÓÍ. ÌÅÍÍÙ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍ 50 (Ó. 90) É52 (Ó. 91). ëÏÒÏÔËÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÔÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÄÌÉÎ 2−ni ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÅÄÉÎÉ�Ù. (÷ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÎÁ i Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 2−ni ; ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÓÌÏ×Á ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, É �ÏÔÏÍÕÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù.)÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÅÍ �ÒÉ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 52, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. îÕÖÎÏ�ÒÏÓÔÏ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÄÌÉÎ 2−ni ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄,�ÒÉÞ£Í ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÄÌÉÎ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ�×ÙÒÏ×ÎÅÎ� É ÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ni .÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ pi �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÎÕÌÅ×ÙÅ pi ÎÅ ÄÁÀÔ ×ËÌÁÄÁ ÎÉ × ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ, ÎÉ × ÜÎÔÒÏ�ÉÀ. ÷ �ÕÎËÔÅ (Á) ÎÁÍÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ni | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ∑i 2−ni 6 1, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ pi niÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ H . üÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ni(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÙÈ) É �ÅÒÅÊÄÑ Ë ÄÒÕÇÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ qi ×ÅÌÉÞÉÎÕ 2−ni .÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï: ÅÓÌÉ qi > 0 É ∑ qi 6 1, ÔÏ
∑ pi (− log qi ) > ∑ pi (− log pi )üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ çÉÂÂÓÁ[gibbs-inequality℄. þÔÏÂÙ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁ×ÎÁ

∑i pi log qipiÉ × ÓÉÌÕ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ: ∑ pi logui 6 log(∑i piui ); ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ui ) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log(∑i pi qipi ) = log (∑ qi ) 6 log 1 = 0:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ.ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
∑i pi log piqiÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ëÕÌØÂÁËÁ { ìÅÊÂÌÅÒÁ (Kullbak { Leibler distane) ÍÅÖÄÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi É qi (�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∑ qi = 1), ÈÏÔÑ ÜÔÏ �ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ�182



É ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) ÇÁÒÁÎ-ÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ pi = qi �ÒÉ×ÓÅÈ i .þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ ni = ⌈− log2 pi ⌉ (ÇÄÅ ⌈u⌉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ u). �ÏÇÄÁpi2 < 2−ni 6 piîÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2−ni 6 pi ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ (É �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎ). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pi=2 < 2−ni ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ni �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ (− log pi ) ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É �ÏÓÌÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ: ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ(∑ pi ni ) �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ H = ∑ pi (− log pi ) ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ⊲ëÒÁÔËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÒÅÚÀÍÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ËÏ-ÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍÉ, É ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ ni , ÔÏÌØËÏ ÂÙ ÓÕÍÍÁ 2−ni ÎÅ�ÒÅ×ÙÛÁÌÁ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ×ÙÇÏÄÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ×ÚÑÔØ ni = − log pi (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍÁ). �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÖÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ni , ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 115. üÎÔÒÏ�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p1; : : : ; pn Ó n ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log nÉ ÒÁ×ÎÁ log n × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ pi ÒÁ×ÎÙ.
⊳ åÓÌÉ n ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H 6 log n �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 114, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ n ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÉÍÅÀÔÄÌÉÎÕ log n . ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÉÂÂÓÁ Ó qi = 1=n �ÒÉ ×ÓÅÈ i É×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ pi = qi . ⊲7.1.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ[huffman-enoding℄íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈp1; : : : ; pk ) ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ H É H + 1. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ËÏÄ.ðÕÓÔØ n1; : : : ; nk | ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p1; : : : ; pk .âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ (�ÅÒÅÓÔÁ×É× ÂÕË×Ù), ÞÔÏp1 6 p2 6 : : : 6 pk :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n1 > n2 > : : : > nk(ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÁÑ ÂÕË×Á ËÏÄÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÁÑ, ÔÏ ÏÂÍÅÎ ËÏÄÏ×ÕÍÅÎØÛÉÌ ÂÙ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ n1 = n2 (Ä×Å ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÉÅ ÂÕË×Ù ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n1 > n2, ÔÏ n1 ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ni .ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÕÍÍÅ ∑i 2−ni �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑i 2−ni 6 1ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Ï ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÇÏ ÍÅÎØÛÅ�ÒÁ×ÏÊ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 2−n1 . á ÚÎÁÞÉÔ, n1 ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÉ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ∑i 2−ni 6 1, É ËÏÄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ.183



ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÏÄÁÍÉ Ó n1 = n2, ÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑp1n1 + p2n2 + p3n3 + : : :+ pknk = (p1 + p2)n + p3n3 + : : :+ pknk(ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n1 É n2) �Ï ×ÓÅÍ n; n3; : : : ; nk , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ2−n + 2−n + 2−n3 + : : :+ 2−nk 6 1:ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁË2−(n−1) + 2−n3 + : : :+ 2−nk 6 1;Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, �ÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ, ËÁË(p1 + p2) + (p1 + p2)(n − 1) + p3n3 + : : :+ pknk :þÌÅÎ (p1+p2) �ÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ �ÏÉÓË ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÉÓËÕÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ k − 1 ÂÕË× Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p1 + p2; p3; : : : ; pk .ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ: ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ä×Å ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÉÅ ÂÕË×Ù × ÏÄÎÕ (ÓÌÏÖÉ××ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ), ÎÁÊÔÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ×ÙÚÏ×),Á �ÏÔÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÄÌÑ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÂÕË×Ù ×ÚÑÔØ Ä×Á ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÄÌÉÎÎÅÅ (x0 É x1); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÓÔØ ËÏÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÄÏÍ èÁÆÆÍÁÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi .7.1.4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÒÁÆÔÁ {íÁËÍÉÌÌÁÎÁ[kraft-mmillan℄äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÅÆÉËÓÎÙÅ ËÏÄÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ Ë �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ ËÏÄÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁ£Ô (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑËÏÄÁ):�ÅÏÒÅÍÁ 116 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÁËÍÉÌÌÁÎÁ). [mmillan-inequality℄ ðÕÓÔØ 1; : : : ; k |ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ, Á ni = l (i ) | ÉÈ ÄÌÉÎÙ. �ÏÇÄÁ
∑i 2−ni 6 1:�ÅÍ ÓÁÍÙÍ (ÌÅÍÍÁ ëÒÁÆÔÁ) ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ É �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÄÌÉÎÁÍÉÓÌÏ×.

⊳ âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ×ÍÅÓÔÏ �ÉÆÒ 0 É 1 ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÂÕË×Ù u É v .(óËÁÖÅÍ, ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á 0, 01 É 11 ÍÙ ÚÁ�ÉÛÅÍ ËÁË u , uv É vv .) îÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀÓÕÍÍÕ (1 + : : : + k ) ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, ×ÏÚ×ÅÄ£Í Å£ × N -À ÓÔÅ�ÅÎØ (ÞÉÓÌÏ N ÍÙ �ÏÔÏÍ×ÙÂÅÒÅÍ) É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ u É v (ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÌÉ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ N = 2 É ÄÌÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ(u + uv + vv)(u + uv + vv) = uu + uuv + uvv + uvu + uvuv + uvvv + vvu + vvuv + vvvv:184



ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ). �Å�ÅÒØ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏu É v ÞÉÓÌÏ 1=2. ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1 + : : : + k )N �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ × (2−n1 + : : : +2−nk )N . ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ: ÅÓÌÉ ÂÙ × ÎÅ£ ×ÈÏÄÉÌÉ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÁÎÎÏÊÄÌÉÎÙ t , ÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ 2t ÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 2−t , É ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØÂÙ 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊÄÌÉÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N max(ni ).�Å�ÅÒØ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ 2−ni > 1, ÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ-�ÉÁÌØÎÏ) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ �ÒÁ×ÏÊ (ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏ). ⊲üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ (ÈÏÔÑ É ËÒÁÓÉ×ÏÇÏ) ÔÒÀËÁ.âÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÇÏÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÉÖÅ (Ó. 190).7.2. üÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ[entropy-pair℄7.2.1. üÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ[entropy-pair-definition℄ ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÕÀ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. ðÕÓÔØ � | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, �ÒÉÎÉÍÁÀ-ÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �1; : : : ; �k Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p1; : : : ; pk . �ÏÇÄÁ Å£ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑÜÎÔÒÏ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊH (�) = p1(− log p1) + : : :+ pk (− log pk )üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ �ÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � (Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å), �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ ÓÁÍÁÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 117. [entropy-pair-bound℄H (〈�; �〉) 6 H (�) + H (�)íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ� �ÒÉÎÉÍÁÅÔ k ÚÎÁÞÅÎÉÊ �1; : : : ; �k , Á � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ l ÚÎÁÞÅÎÉÊ �1; : : : ; �l . �ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
〈�; �〉 ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, kl ÚÎÁÞÅÎÉÊ 〈�i ; �j 〉 (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÉÌÉ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÕÌØ). òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ�ÁÒÙ 〈�; �〉, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÉÚ k ÓÔÒÏË É l ÓÔÏÌÂ�Ï×: ÞÉÓÌÏ pij , ÓÔÏÑÝÅÅ× i -Ê ÓÔÒÏËÅ É j -Í ÓÔÏÌÂ�Å, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �(� = �i ) É (� = �j )�(ÚÄÅÓØ i = 1; : : : ; k É j = 1; : : : ; l ). ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ pij ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å(ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ).óÌÏÖÉ× ÞÉÓÌÁ × ÓÔÒÏËÁÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �: ÏÎÁ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �i Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ∑j pij ; ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ pi ∗; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ185



ÏÂÒÁÚÏÍ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �j Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p∗j , ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × j -ÍÓÔÏÌÂ�Å.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÍÉÅÄÉÎÉ�Å:
∑i;j pij (− log pij ) 6 ∑i pi ∗(− log pi ∗) +∑j p∗j (− log p∗j )(ÇÄÅ pi ∗ É p∗j Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍ).üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏ �Ï-ÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ (ÚÁÂÙ× �ÒÏ ÒÁÚÎÉ�Õ �ÏÒÑÄËÁ ÅÄÉÎÉ�Ù)ÜÎÔÒÏ�ÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁË: �ÕÓÔØÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÙÅ ËÏÄÙ ÄÌÑ � É � (Ó ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ 1; : : : ; k É d1; : : : ; dl ).�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÄ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈�; �〉, ËÏÄÉÒÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 〈�i ; �j 〉 ÓÌÏ×ÏÍ idj (�ÒÉ-�ÉÓÙ×ÁÅÍ dj Ó�ÒÁ×Á Ë i ÂÅÚ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑ). üÔÏ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ(ÞÔÏÂÙ ÏÔÝÅ�ÉÔØ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÝÅ-�ÉÔØ i , Á �ÏÔÏÍ dj ; × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÉÎ ËÏÄÏ× ÄÌÑ � É �. ïÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ (×ÅÄØ ÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ), ÎÏ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ.

⊳ üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ�ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 114 (Ó. 181) ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ×ÅÌÉÞÉÎÙ ∑i pi (− log2 qi ) �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ qi Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍ
∑i;j pij (− log qij )�Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ qij ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÅÄÉÎÉ�Á. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ×ÓÅÎÁÂÏÒÙ, Á ÌÉÛØ ÎÁÂÏÒÙ �ÒÁÎÇÁ 1�, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑqij = qi ∗ · q∗jÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ qi ∗ É q∗j , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ 1.�ÏÇÄÁ (− log qij ) ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ (− log qi ∗) + (− log q∗j ), Á ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ | × Ä×Å ÓÕÍÍÙ,ËÏÔÏÒÙÅ (�ÏÓÌÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ×) ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ
∑i pi ∗(− log qi ∗)É
∑j p∗j (− log q∗j )ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÉÎÉÍÕÍÙ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ ÒÁ×ÎÙ H (�) É H (�).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �Ï ×ÓÅÍÎÁÂÏÒÁÍ, Á �ÒÁ×ÁÑ | �Ï ÎÁÂÏÒÁÍ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ⊲
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7.2.2. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ[onditional-entropy-definition℄ õÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ B�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ �A É B � Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÓÏÂÙÔÉÑ A. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ.íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ �ÏÎÑÔÎÁ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÄÏÌÀ ÉÓÈÏÄÏ×, ÇÄÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ B , ÎÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÉÓÈÏÄÏ×, Á ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ÇÄÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ A.åÓÌÉ A | ÓÏÂÙÔÉÅ, Á � | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �1; : : : ; �k ,ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ (�ÏÍÉÍÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Pr[� = �i ℄) É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Pr[(� =�i )|A℄. éÈ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. åÇÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ A ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H (�|A), Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ (�|A).160 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ H (�|A) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ H (�).[õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (�|A) (ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÉ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A) ÍÁÌÏ Ó×ÑÚÁÎÏÓ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ �.℄îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, H (�|A) | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ, ÅÓÌÉÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ (ËÁË É × �ÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ) ÄÁÎÙ Ä×Å ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É �. âÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÎÕÌÅ×ÙÅÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �j ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÙÔÉÅ � = �j (ÅÇÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ p∗j ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ. ïÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ i 7→ pij=p∗j . äÁÌÅÅ ÕÓÒÅÄ-ÎÉÍ ÜÔÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ Ó ×ÅÓÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ ÓÏÂÙÔÉÊ � = �j . ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ � �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ H (�|�). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×Ï-ÒÑ, H (�|�) = ∑j Pr[� = �j ℄H (�|� = �j )ÉÌÉ, × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ,H (�|�) = ∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log pijp∗j )ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �; �:�ÅÏÒÅÍÁ 118. [onditional-entropy℄(Á) H (�|�) > 0;(Â) H (�|�) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � = f (�) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f (ÏÇÏ×ÏÒËÁ �ÒÏ �×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ).(×) H (�|�) 6 H (�)(Ç) H (〈�; �〉) = H (�) + H (�|�)
⊳ ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ×ÓÅ H (�|� = �j ) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, �ÏÔÏÍÕÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ÉÈ ×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ. 187



(Â) åÓÌÉ ×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �j ×ÅÌÉÞÉÎÁ (�|� = �j ) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ(É �ÏÔÏÍÕ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×) ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË: H (�|�) ÂÕÄÅÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏ-ÄÁ ÄÌÑ �, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ×ÅÌÉÞÉÎÙ � (× ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÏÊ ËÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÅÊ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ H (�).âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ j ×ÅÌÉÞÉÎÁ H (�|� = �j ) ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÓÕÍÍÙ
∑i pijp∗j (− log qij )�Ï ×ÓÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ q1j + q2j + : : :+ qkj = 1 (ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Ó×ÏÊ ÎÁÂÏÒ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ) É �ÏÔÏÍÕ H (�|�) ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÓÕÍÍÙ

∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log qij )�Ï ×ÓÅÍ ÔÁÂÌÉ�ÁÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ qij , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ËÁÖÄÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. åÓÌÉ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�ÙÏÄÉÎÁËÏ×Ù, qij = qi , ÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ ×
∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log qi ) = ∑j ∑i pij (− log qi ) = ∑i pi ∗(− log qi )É Å£ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ H (�). ðÏÜÔÏÍÕ H (�|�) 6 H (�).îÁËÏÎÅ�, �ÕÎËÔ (Ç) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ:

∑i;j pij (− log pij ) = ∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log pijp∗j − log p∗j ) =
∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log pijp∗j ) + ∑j p∗j ∑i pijp∗j (− log p∗j ) =

∑j p∗jH (�|� = �j ) +∑j p∗j (− log p∗j ) = H (�|�) + H (�):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 117 (Ó. 185). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅ£ ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ Å£ ÞÌÅÎÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 119. [no-new-entropy℄ ðÕÓÔØ � | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ, Á f | ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �. �ÏÇÄÁH (f (�)) 6 H (�);ÇÄÅ f (�) | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ f Ë � (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ f É �). 188



ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÞÉÓÅÌ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ � Ë f (�) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÍ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ).
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ 〈�; f (�)〉 ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É �,�ÏÜÔÏÍÕ Å£ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÁÒÙ. ⊲161 õËÁÖÉÔÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.162 ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 119 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?7.2.3. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ[independene-and-entropy℄ ðÏÎÑÔÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁ-ÖÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÓÏÂÙÔÉÑ �� = �i É � = �j � ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÂÙÔÉÊ � = �i É � = �j �Ï ÏÔ-ÄÅÌØÎÏÓÔÉ. (ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ� = �j ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � = �i .) ÷ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ pij = pi ∗p∗j (ÍÁÔÒÉ�Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1).�ÅÏÒÅÍÁ 120. [independene℄ ÷ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁH (〈�; �〉) = H (�) + H (�):äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 117ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 118, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅH (�) = H (�|�) ÉÌÉ H (�) = H (�|�).
⊳ ìÏÇÁÒÉÆÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlog (∑ pi xi ) > ∑ pi log xi ;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ pi Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈxi , ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ×ÓÅ xi ÒÁ×ÎÙ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔÓ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ pi ).ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ pi , × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÉÎÉÍÕÍ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

∑ pi (− log qi )ËÏÔÏÒÙÊ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ qi , × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙÍ 1, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÏÇÄÁ qi = pi . (îÁÄÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ pi = 0 ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ pi (− log qi ) = 0 ÉÒÁÚÒÅÛÁÅÍ qi ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ.)�Å�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 117. íÉÎÉÍÕÍ �Ï ÍÁÔÒÉ�ÁÍÒÁÎÇÁ 1 (�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ) ÄÏÓÔÉÇÁÌÓÑ �ÒÉqij = pi ∗ · p∗jåÓÌÉ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ qij , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ qij = pij , ÔÏÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pij = pi ∗ · p∗j189



É ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ⊲163 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ 118.164 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �;�;  ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ(� = �i ; � = �j ;  = k ) ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÔÒ£È ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H (〈�;�; 〉) = H (�) + H (�) + H ():�ÅÏÒÅÍÙ 117 É 120 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ H (�) + H (�)− H (〈�; �〉) ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÁ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÏÇÉÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Å£ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÅÒÏÊ �ÓÔÅ�ÅÎÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ� ÍÅÖÄÕ � É �. üÔÕÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ I (� : �) É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É�. �ÅÏÒÅÍÁ 118 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ I (� : �) ÔÁË:I (� : �) = H (�)−H (�|�) = H (�)− H (�|�):(×ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, �ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÀÄÒÕÇÏÊ�).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÓÎÏ×Á ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÁËÍÉÌÌÁ-ÎÁ.[mamillan-revisited℄ íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ É ÓÎÁÞÁÌÁÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H (�).þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÄÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ-×Á ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÍÅÎØÛÅ  , ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H (�) − log  . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉni | ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎ 2−ni ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ  (ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÕÍÍÁ �Ï ÓÌÏ×ÁÍ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù), É �ÏÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 114 ÕÈÕÄÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log .�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏ�ÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ �. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �N , ÉÍÅÅÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ × NÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ. åÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏ�ÉÊ ÎÁÛ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕ-ÅÍÙÊ ËÏÄ, Á �ÏÔÏÍ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÏÅÄÉÎÉÔØ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÄ ÄÌÑ �N , ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ �. üÔÏÔ ËÏÄ ÂÕÄÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ (�Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ), É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N , ÇÄÅ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏËÏÄÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁ�Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏN · (ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ) > NH (�)− log(N )�Å�ÅÒØ, �ÏÄÅÌÉ× ÎÁ N É ÕÓÔÒÅÍÉ× N Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ(�ÏÓËÏÌØËÕ log(N )=N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0).�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÁËÍÉÌÌÁÎÁ. ðÕÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏ-ÄÉÒÕÅÍÙÊ ËÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÏÊ n1; : : : ; nk É ∑ 2−ni > 1. ðÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ pi = 2−ni , ÁÚÁÔÅÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ pi , ÓÄÅÌÁ× ÉÈ ÓÕÍÍÕ ÒÁ×ÎÏÊ ÅÄÉÎÉ�Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi É Å£ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÄÁ.óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ∑ pi ni É ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ H = ∑ pi (− log pi ), �ÏÓËÏÌØËÕ ni < − log piÚÁ ÓÞ£Ô ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ pi . 190



165 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÁËÍÉÌÌÁÎÁ É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÅÇÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÒÁÎÅÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ.7.2.4. �òÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ� É ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á[entropy-relativization℄ äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÉ �ÕÓÌÏ×ÎÙÅ� ×Á-ÒÉÁÎÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H (〈�; �〉) 6 H (�) + H (�)�ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×H (〈�; �〉|�) 6 H (�|�) + H (�|�)îÏ×ÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �i ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏH (〈�; �〉|� = �i ) 6 H (�|� = �i ) + H (�|� = �i )(�ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 117 Ë ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É�), É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó ×ÅÓÁÍÉ Pr[� = �i ℄.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕH (�|) = H (〈�; 〉)− H (), É �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 121 (ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï). [basi-shannon℄H (�; �; �) + H (�) 6 H (�;�) + H (�; �)äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÕÇÌÏ×ÙÅ ÓËÏÂËÉ É �ÉÛÅÍ H (�; �; �) ×ÍÅÓÔÏ H (〈�; �; �〉) ÉÌÉÅÝ£ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÇÏ H (〈〈�; �〉; �〉).áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ� (ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÊ) ÍÏÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë �ÏÎÑÔÉÀ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, I (� : �|) ËÁËH (�|) + H (�|)−H (〈�;�〉|):âÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÁ 121) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ I (� : �|) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ �;�; .166 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I (〈�;�〉 : ) > I (� : )167 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I (〈�;�〉 : ) = I (� : ) + I (� : |�):åÓÌÉ I (� : |�) = 0, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ � É  ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ �, Á ÔÁËÖÅÞÔÏ �;�;  ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ �Å�Ø (��ÒÏÛÌÏÅ� � Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÂÕÄÕÝÉÍ�  ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ�ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ� �).168 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I (� : ) 6 I (� : �), É �ÏÔÏÍÕ I (� : ) 6 H (�).191



H (�|�) H (�|�)I (� : �)� �
òÉÓ. 18. üÎÔÒÏ�ÉÉ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.[entropy.1℄ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÌÅÚÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÇÌÁ×Å 2. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£ÈÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÓÕÍÍÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×Ä×ÕÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÓÌÅ×Á ÒÁ×ÎÁ H (�), Á × Ä×ÕÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Ó�ÒÁ×Á | H (�) (ÒÉÓ.18).äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÔÒ£È ×ÅÌÉÞÉÎ �;�;  �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 19. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ I (� : � : ); ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËI (� : �) − I (� : �|), Á ÔÁËÖÅ ËÁË I (� : ) − I (� : |�) É Ô.�. | �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ËÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅI (� : � : ) = H (�) + H (�) + H ()− H (�;�)− H (�; )−H (�; ) + H (�;�; )� �


H (�|�; ) I (� : �|) H (�|�; )I (� : |�)I (� : � : )I (� : |�)H (|�;�)

òÉÓ. 19. üÎÔÒÏ�ÉÉ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.[entropy.2℄÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÛÅÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, I (� : � : ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ.�ÁË ÂÕÄÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ .169 ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �;�; . [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÉÍÅÒÏÍ ÎÁÓ. 52 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É �, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ
{0; 1}, É �ÏÌÏÖÉÔØ  = �+ � mod 2.℄ 192



170 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " < 1=2, ÉÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÒÁ×ÎÏ a, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÁÎÏ :H (�|�) 6 " log a + h(");ÇÄÅ h(") | ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ "É 1− ". [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í ×ÅÌÉÞÉÎÕ , ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1 �ÒÉ � 6= � É� = � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ H (�|�) 6 H () + H (�|�; ). ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ h("),Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËPr[ = 0℄H ((�|�)| = 0) + Pr[ = 1℄H ((�|�)| = 1);ÔÏ ÅÓÔØ Pr[� 6= �℄H ((�|�)|� 6= �) + Pr[� = �℄H ((�|�)|� = �);ÞÔÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ " loga + 0.℄171 ðÕÓÔØ H (�|�; ) = 0 É I (� : �) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H () > H (�). (åÓÌÉ ÁÇÅÎÔÈÏÞÅÔ �ÅÒÅÄÁÔØ × ãÅÎÔÒ ÓÅËÒÅÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ � × ×ÉÄÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ � Ó �ÏÍÏÝØÀÚÁÒÁÎÅÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ãÅÎÔÒÏÍ ËÌÀÞÁ , �ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÒÁÇÉ, ÎÅ ÚÎÁÀÝÉÅ , ÎÅ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂ �, ÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ËÌÀÞÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉÓÏÏÂÝÅÎÉÑ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ûÅÎÎÏÎÁ ÏÂ ÉÄÅÁÌØÎÏÍ ÛÉÆÒÅ.)172 [ondit-triple-entropy℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ�;�;  ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2H (�;�; ) 6 H (�;�) + H (�; ) + H (�; ):[õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÔÅÏÒÅÍÅ 26, (Ó. 50).℄7.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ[omplexity-and-entropy℄ òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ,ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ É ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ) ÓÈÏÄÎÙ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 2). íÏÖÎÏ ÌÉ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏÏÂÒÁÚÏÍ ÕÔÏÞÎÉÔØ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÉ?÷Ï�ÒÏÓ ÜÔÏÔ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ Ä×ÏÑËÏ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÏÈÏÖÉ �Ï Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÎÉÈ×ÅÒÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 10.6, Ó. 286). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×-ÎÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, É ÜÔÉÍÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÚÁÊÍ£ÍÓÑ. ðÒÁ×ÄÁ, ÔÕÔ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÁ: ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, Á ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ÄÌÑ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×,ËÁË ÖÅ ÉÈ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ? �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÚÂÅÒ£ÍÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ. ïÂÝÅÅ É ×ÅÓØÍÁ ÒÁÓ�ÌÙ×ÞÁÔÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÏÔÎÙÅ ÚÁËÏÎÏ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ×ÓÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ×193



ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ. ïÄÎÁËÏ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÅÓÌÉ ÏÂßÅËÔ �ÏÒÏ-ÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÒÕÇÉÈ (ÎÅ ÞÁÓÔÏÔÎÙÈ)ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏ�ÉÉ.ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÔÅÚÉÓÁ.7.3.1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÞÁÓÔÏÔ[frequenies-entropy℄ âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈÂÕ-Ë×ÅÎÎÙÊ) ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A É ÓÌÏ×Á × ÜÔÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑÎÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÅÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏ×Ï-ÒÏË. (íÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔÙ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑÉÍÅÎÎÏ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. îÏ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á × ËÁÞÅÓÔ×ÅÏ�ÉÓÁÎÉÊ: ÉÚÍÅÒÅÎÎÁÑ × ÂÁÊÔÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ × ×ÏÓÅÍØ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÂÉÔÏ×ÏÊ!)ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ k ÂÕË×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï xÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ N × ÜÔÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ðÕÓÔØ p1; : : : ; pk | ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÓÌÏ×Åx . ÷ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÑÍÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ N ; ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. ðÕÓÔØh(p1; : : : ; pk ) | ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 122. [omplexity-le-entropy℄KS (x)N 6 h(p1; : : : ; pk) + O(logN )NéÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ O(logN ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ  logN , �ÒÉÞ£Í ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉÏÔ N , ÎÉ ÏÔ ÓÌÏ×Á x , ÎÉ ÏÔ ÞÁÓÔÏÔ p1; : : : ; pk , ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ k , ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÅ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.
⊳ ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,KS (x |N; p1; : : : ; pk) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ logC (N; p1; : : : ; pk ) + O(1), ÇÄÅC (N; p1; : : : ; pk ) = N !(p1N )!(p2N )! : : : (pkN )!ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ N × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÏÔÙ p1; : : : ; pk . üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï Ó ÔÁËÉÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁÈ) ÚÁÄÁÎÏ Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ × (ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ) Ó�ÉÓËÅ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×, ÄÌÑÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ logC (N; p1; : : : ; pk ) ÂÉÔÏ×.ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ C (N; p1; : : : ; pk ) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï N ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ-ÚÁ √2�k × ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ k !), ÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑËÁË ÒÁÚ 2Nh(p1;:::;pk ). ðÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 2 �ÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÔÅÏÒÅÍÁ 27, Ó. 57); ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ N; p1; : : : ; pk ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ k logN ÂÉÔÏ×(ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ k �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ p1N; : : : ; pkN , × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÈ N ), �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉÕÓÌÏ×ÉÑ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ KS (x |N; p1; : : : ; pk ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(logN )(Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ k). ⊲äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 81, Ó. 133). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ194



�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ÞÁ-ÓÔÏÔÁÍÉ p1; : : : ; pk . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ ÓÌÏ×Ï zÄÌÉÎÙ N , × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔÙ ÂÕË× ÒÁ×ÎÙ q1; : : : ; qk , ÒÁ×ÎÁpq1N1 : : : pqkNk(ÂÕË×Á ai ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ pi É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ qiN ÒÁÚ), Á Å£ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁ×ÅÎ
−N · (q1(− log p1) + : : :+ qk (− log pk))÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ qi = pi , ÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ −Nh(p1; : : : ; pk ) É �ÏÔÏÍÕÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ Nh(p1; : : : ; pk ). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÏÒÑÄËÁ O(logN ) ÄÌÑ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ N .üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × Ï�ÅÎËÅ ÄÌÑ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ É Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. úÄÅÓØ ÖÅ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÑÓØ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x , ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÍÅÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÏÔÁÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÓÁÍ�ÏÍ ÓÌÏ×Å x , �ÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 81 �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. åÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÔÏ ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ �ÕÓÌÏ×ÎÏÊ� ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ p1; : : : ; pk ;�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÅ£ Ë ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ O(logN ),ÔÁË ÞÔÏ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 122.173 ï�ÅÎÉÔÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × O(logN ) ÏÔ k . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÄÁÀÔ k(1 + o(1)) logN .℄174 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÁÓÔÏÔÁÈ p1; : : : ; pk Ï�ÅÎËÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÄÏ (k=2 + O(1)) logN . [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÄÏ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÏÂ Ï�ÕÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ�Ï�ÁÄÁÀÔ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ. ÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ×ÍÅÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ pk ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=√N .ðÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÅÎËÁ ÕÈÕÄÛÉÔÓÑ, ÎÏ �ÏÓËÏÌØËÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÈÕÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁO(1); ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÜËÏÎÏÍÉÍ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÂÉÔÏ× �ÒÉ ÚÁÄÁÎÉÉ ÞÉÓÅÌ p1; : : : ; pk .℄[�ÕÔ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ k ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÁÓÔÏÔÙÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ?!℄úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 122 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: ÅÓÌÉ,ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÂÕË×, É × ÓÌÏ×Å x ÏÎÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 1,Á ÌÅ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË (logN )=N . þÔÏ É ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ | �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏÞÁÓÔÏÔÙ, Á ÎÅ ÄÒÕÇÉÅ (ÎÅ-ÞÁÓÔÏÔÎÙÅ) ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ �ÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏ�ÉÉ.7.3.2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ k -ÂÕË×ÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A É k ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p1; : : : ; pk ÓÓÕÍÍÏÊ 1 (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ).195



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A,�ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p1; : : : ; pk . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÕ �N , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ËÏ�ÉÑÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �. å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ N × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A (ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, �ÒÉÞ£Í×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ i -ÏÊ ÂÕË×Ù ÒÁ×ÎÁ pi ). îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉ-ÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N (×Ú×ÅÛÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ Ó ×ÅÓÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ).�ÅÏÒÅÍÁ 123. [expeted-omplexity℄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ KP (�N |N )ÒÁ×ÎÏ NH (�) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(1) ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ �, ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ N ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (�ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ pi ) ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÂÕÄÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ N × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ NH(ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÎÅÔ), Á ÄÒÕÇÉÅ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ NH .
⊳ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ N (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �NÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ N (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ×ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.1.1. óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ËÁË ÒÁÚ ÒÁ×ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N . ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 114 (Ó. 181) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏÜÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H (�N ) = NH (�). îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (É ÄÁÖÅ ÂÅÚËÏÎÓÔÁÎÔÙ O(1)) ÄÏËÁÚÁÎÁ.�Á ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ É ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÁ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅ ×ÙÛÅH + 1. �ÁËÏÊ ËÏÄ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ N (É ÞÉÓÌÁ pi , �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÍÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÔÅÏÒÅÍÙ 114, ÉÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ ËÏÄÙ, �ÏËÁÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ.�ÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ�ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ N ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÅÄÎÑÑ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ H (�N ) + 1 = NH (�) + 1. ðÅÒÅÈÏÄ Ë Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ�ÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔ ÓÒÅÄÎÀÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ⊲175 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÉÌÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ É �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄ-ÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KM (�N ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ NH (�) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ.ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 81 Ë ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ-�ÙÔÁÎÉÑÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �.℄íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p1; : : : ; pk ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÚÁÒÁÎÅÅ.åÓÌÉ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ� Ï�ÅÎËÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×p1; : : : ; pn , ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÉÈ × ÕÓÌÏ×ÉÅ É Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙKP (�N |N; p1; : : : ; pk). îÁ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÜÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ×ÅÒ-ÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, Á ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ (�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÁ) ÜÔÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. (óËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ pi ; ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ pi ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÑ.) 196



176 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÂÙ-×ÁÅÔ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ Å£. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �ÏÞÔÉÞÔÏ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÍÁÌÁ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï�ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÁÎÁÌÁ ÂÅÚ ÛÕÍÁ, É ÍÙ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ × ÒÁÚÄÅÌÅ 7.3.47.3.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ[omplexity-initial-segments℄ ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÄÌÑÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A ÉÚ k ÂÕË× É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊp1; : : : ; pk ÎÁ ÂÕË×ÁÈ ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p1; : : : ; pk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A∞ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A É ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ Î£Í, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÍ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×ÙÓ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ p1; : : : ; pk . ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ A∞,É ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A∞. (óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ,ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ Õ ÎÁÓ ÄÌÑ Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.)�ÅÏÒÅÍÁ 124. [omplexity-limit℄ ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), (!)N | Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏËÄÌÉÎÙ N . �ÏÇÄÁ lim KS ((!)N )N = H;ÇÄÅ H | ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ H = ∑ pi (− log pi ).177 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 135).(òÅÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ.)÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ �ÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS , ÎÏÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ O(logN ) = o(N ). ÷ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.
⊳ ðÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 135) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁË ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (!)N . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÒ£ÔÓÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ A∞, É Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ÍÉÎÕÓÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁ×ÅÎ N ∑ qi (− log pi ), ÇÄÅ qi | ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ i -Ê ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å (!)N . ïÓÔÁ-£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÕÓÉÌÅÎÎÙÊÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ qi ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë pi �ÒÉ N → ∞. ⊲éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÕÄÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÂÕË×Õ)ÏÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒ£È ÞÁÓÔÅÊ: ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏËO(1)=N ), ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ (�ÏÒÑÄÏË O(logN )=N ) É ÏÔ-ËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÏÎÏ ÄÁ£Ô ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ×ËÌÁÄ; ÚÁËÏÎ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ× ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ O(√N )=N .197



íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ pi ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏ-×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).178 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ pi , Á �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁ�ÁÓÏÍ ÔÏÞÎÏÓÔÉ,ÓËÁÖÅÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N 2 ÄÌÑ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ N ); �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ�ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂß£ÍÁ O(logN ). îÉÖÎÑÑ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ pi (ÓËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÓ ÏÒÁËÕÌÏÍ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ pi ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ).℄7.3.4. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ[omplexity-deviation℄�ÅÏÒÅÍÁ 124 ÎÏÓÉÔ ��ÒÅÄÅÌØÎÙÊ� ÈÁÒÁËÔÅÒ; ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏÌÕÞÉÔØ É Ï�ÅÎËÉ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.(ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ: �ÏÍÉÍÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÏ×ÏÒÑÝÅÇÏ Ï �ÒÅÄÅÌÁÈÞÁÓÔÏÔ, × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈÏÔÒÅÚËÁÈ.)ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p1; : : : ; pk ÎÁ ÂÕË×ÁÈ ÁÌÆÁ-×ÉÔÁ A. âÕÄÅÍ ÓÎÏ×Á ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ pi ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ AN , ÓÞÉÔÁÑ ÂÕË×Ù ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÚÉ-�ÉÑÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÔÁËÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏÓÌÏÖÎÏÓÔØ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 123), ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÜÎ-ÔÒÏ�ÉÉ NH , ÇÄÅ H = ∑ pi (− log pi ). îÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÏËÒÕÇ ÜÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.÷ ÓÁÍÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ (ÎÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÔÉ�ÉÞÎÏÍ) ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×ÅÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÅ ÂÕË×Ù, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ N .íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N + O(1), Á �ÏÄÁ×ÌÑ-ÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× (ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ ÄÏÌÉ 2−) ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N −  , ÔÏ ÅÓÔØÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÏÌØÛÉÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ×ÅÓØÍÁ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ.ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ÂÕË× ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÌÀÂÏÇÏÒÁÚÍÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ, ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á x , �ÏÍÉÍÏ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ qi (x) �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÕË× × x . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ pi ) ÓÌÏ×Á ÂÌÉÚËÁ Ëk(x) = N ∑i qi (x)(− log pi ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 81 (Ó. 133)�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ (Ó. 135, ÌÅÍÍÁ 1) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑKM (x) < k(x)−  (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÎÁÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ N ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2− ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ × ÔÅ-ÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÞÁÓÔÏÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÁ×ÒÁ {ìÁ�ÌÁÓÁ),198



ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ (ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÏÍÕ); ÍÁÔÅÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ, Á ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ 1=√N . ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ÔÁËÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ �ÏÒÑÄËÁ O(logN ) (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÅ N × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ É Ô.Ä.) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ. óËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 125. [square-root-deviation℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � Ó kÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ , ÞÔÏ �ÒÉ×ÓÅÈ N ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ NH (�)−√N < KS (x) < NH (�)+√N ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÂÕË×ÙÓÌÏ×Á x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË �, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1− ".óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ pi . îÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ pi ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÍÉ �ÒÉÂÌÉÖÅ-ÎÉÑÍÉ (ÓËÁÖÅÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N 2, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ O(logN ) ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ×).7.3.5. �ÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ[shannon-oding-theorem℄äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÅÒÅ×ÏÄÏÍ ÎÁ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ûÅÎÎÏÎÁ Ï ÄÌÉÎÅËÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÂÌÏËÉ ÉÚ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ.ðÕÓÔØ ×ÎÏ×Ø � | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÂÕË×ÁÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A) É ÎÅËÏÔÏÒÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ N | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á �N | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ× AN , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕË×Ù × ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË � É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. íÙ ÈÏÔÉÍËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ m -ÂÉÔÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ �Ï ÓÈÅÍÅ ÒÉÓ. 20:�N �Nm ÂÉÔÏ×ËÏÄÅÒ ÄÅËÏÄÅÒ ?òÉÓ. 20. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N Ó �ÏÍÏÝØÀ m ÂÉÔÏ×.[entropy.3℄úÄÅÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÄÅÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AN ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bm Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ m , Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅËÏÄÅÒÁ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ Bm × AN . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ, ÅÓÌÉ ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÎÅÒÁ×ÎÏ ×ÈÏÄÎÏÍÕ (ÚÎÁÞÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ), É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N . îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, �ÒÉ ËÁËÉÈ m É " ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ m Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ". îÁÞÎ£Í ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏÚÁÍÅÞÁÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 126. �ÁËÏÊ ËÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 2m ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1− ".199



⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ m ÂÉÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁÔØ ÂÅÚ ÏÛÉÂÏË 2m ÚÎÁÞÅÎÉÊ,ÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÔÉÈ 2mÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÙÂÒÁÔØ 2m ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ⊲÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÌÆÁ×ÉÔ A É ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 127. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ , ÞÔÏ:(a) ÄÌÑ �N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NH (�) + √N Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ ";(Â) ÌÀÂÏÊ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NH (�)− √N ÄÌÑ �N ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÅÍÅÎØÛÅ 1− " (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ").
⊳ (Á) íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ  ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ m = NH (�)+ √N Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1− ". ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏ-ÄÏ×. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ �ÒÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÍ ×ÁÖÎÏÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ Õ ÎÁÓ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ m , ÎÏ ÉÈ ÍÅÎÅÅ 2m ÛÔÕË É ÍÏÖÎÏ ÉÈ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÄÌÉÎÙ m .)(Â) úÄÅÓØ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÈÉÔÒÏÓÔØ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙÓ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ËÏÄ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ (×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅËÏÄÉÒÕ-ÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ËÁË Ó�ÏÓÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ pi ÉN ). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N , ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ (ÕÓÌÏ×-ÎÕÀ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ NH (�)−√N +O(logN )(�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× É �ÏÇÌÏÝÁÅÔÓÑ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ ). ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ (�ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ ". ⊲179 ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÞÉÓÌÁ pi ÔÏÞÎÏ,É ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÍÏÖÎÏÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÉ× pi ÎÁ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.180 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÉ É ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ� É �, �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N ÉÚ×ÅÓÔÎÏ É ÏÔ�ÒÁ×É-ÔÅÌÀ, É �ÏÌÕÞÁÔÅÌÀ, É ÏÔ�ÒÁ×ÉÔÅÌØ ÈÏÞÅÔ �ÅÒÅÄÁÔØ m ÂÉÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÓÍÏÇ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �N . ðÒÉ ËÁËÉÈ m ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Á �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÅÔ?℄7.4. íÁÒËÏ×ÓËÉÅ �Å�ÉÓ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÜÎÔÒÏ�ÉÉ (ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ? áÎÄÒÅÊ?)ÓÖÁÔÉÅ lempel-ziv? ËÁË ÎÁÊÔÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�É?
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8. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ[appl℄8.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ[appl-primes℄îÁÞÎ£Í Ó ÓÏ×ÓÅÍ �ÉÇÒÕÛÅÞÎÏÇÏ� �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ: ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p1; : : : ; pm . �ÏÇÄÁÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÒÁÚÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅx = pk11 pk22 : : : pkmmÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ k1; : : : ; km . ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ki ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log x (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2) É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ O(log log x) (Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ O(log log x) ÂÉÔÏ×). ðÏÓËÏÌØËÕ m ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ,ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ 〈k1; k2; : : : ; km〉 ÅÓÔØ O(log log x) É �ÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x(ËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ) ÅÓÔØ O(log log x). á ÄÌÑ �ÓÌÕÞÁÊÎÏ-ÇÏ� n -ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ n , Á ÎÅ O(log n), ËÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï ÜÔÏÊÆÏÒÍÕÌÅ (ÌÏÇÁÒÉÆÍ n -ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n).íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ �ÞÅÓÔÎÙÍ� �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? óËÅ�ÔÉËÓËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÊ �ÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ountingargument, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ): ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (log x)m , �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ�ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, É ËÁÖÄÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÍÅÎØÛÅ log x . ðÏÓÌÅÞÅÇÏ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ x > (log x)m �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ x .÷ÏÚÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÜÔÏ ÎÅÞÅÇÏ | ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É �ÅÒÅÓËÁÚÁÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÓÔÁÌÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ÚÁ ÓÞ£Ô ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ × �ÏÄÏÂÎÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÍÙÓÌ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÎÏ×ÙÊ ÑÚÙË ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÎÏ×ÕÀ ÉÎÔÕÉ�ÉÀ, É ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÅÚÎÁ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ �ÏÔÏÍÍÏÖÎÏ ×Ó£ �ÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÓÔÁÒÏÍ ÑÚÙËÅ.ë ÜÔÏÍÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÍÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ, ÒÁÚÏÂÒÁ× ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ.8.2. ðÅÒÅÎÏÓ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ÌÅÎÔÅ[appl-tape℄óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÖÅ ÍÏÄÅÌØÎÙÊ | ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ nÎÁ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ ÔÒÅÂÕÅÔ (× ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÅ ÍÅÎÅÅ "n 2 ÛÁÇÏ×. üÔÏÔËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ × 1960-ÙÅ ÇÏÄÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÍÅÔÏÄÁÓÌÅÄÏ×�; ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÏÄÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. (íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÁÛÉÎÁÍÉ �ØÀ-ÒÉÎÇÁ; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [79℄).ðÕÓÔØ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ �ÂÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁ� ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ b ;ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÂÕÆÅÒÎÕÀ ÚÏÎÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï, ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ L × ÏÂÌÁÓÔØ R (ÒÉÓ. 21)201



bL R
òÉÓ. 21. âÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁ ÒÁÚÍÅÒÁ b .[tape-buffer℄÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÌÅÎÔÙ ÂÕÆÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É R �ÕÓÔÙ, Á ÏÂÌÁÓÔØ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ËÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á R ÞÅÒÅÚ tÛÁÇÏ× �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (t logm)=b +O(log t), ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ, Á b | ÛÉÒÉÎÁ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ mÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅÓ£Ô logm ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, É ÚÁ ÛÁÇ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ, Á �ÅÒÅÎÏÓ Å£ ÎÁ b ËÌÅÔÏË ÔÒÅÂÕÅÔ × b ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.�ÅÏÒÅÍÁ 128. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÏÊb (×ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÁ ÚÏÎÁ É ÌÅÎÔÁ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅ£ �ÕÓÔÙ, ÇÏÌÏ×ËÁ ÍÁÛÉÎÙ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÚÏÎÙ)ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ R (t) �ÏÓÌÅ t ÛÁÇÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔt logmb + 4 log t + :

⊳ ðÒÏ×ÅÄ£Í ÇÒÁÎÉ�Õ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ, É �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉÇÒÁÎÉ�Ù ÇÏÌÏ×ËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (�ÒÉ �×ÙÅÚÄÅ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�Õ�) ÂÕÄÅÍ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÔØ, × ËÁËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÏÎÁ Å£ �ÅÒÅÓÅËÌÁ (ÍÅÞÔÁ þë-çâ!) úÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÍÁÛÉÎÙ. úÎÁÑ ÓÌÅÄ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ Ó�ÒÁ-×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù (ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÌÅÎÔÅ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÎÁÄÏ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ × �ÅÒ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ × ÓÌÅÄÅ, É ×Ù�ÕÓÔÉÔØÅ£ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�Õ; �Ï ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÉ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ Å£ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÌÅÄÁ É ÓÎÏ×Á ×Ù�ÕÓÔÉÔØÉ ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÁÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ×ÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ (×ÅÄØÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, �ÒÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÇÒÁÎÉ�Ù Õ ÎÅÊ ÎÅÔ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÊÍÏÍÅÎÔ t ′ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÅÎÔÙ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ R (t). ðÒÉ ÜÔÏÍ t ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ t , ÈÏÔÑ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ (�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÒÅÍÑ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÍÁÛÉÎÏÊ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ R (t), ÚÎÁÑ ÓÌÅÄ, t ′, ÁÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ b ′ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÚÏÎÙ R . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ b É t), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÅÄÁ SKS (R (t)) 6 l (S ) logm + 4 log t + (ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÄÌÉÎÕ l (S ) ÓÌÅÄÁ S ÎÁ logm , �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ × m -ÂÕË×ÅÎÎÏÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ É ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ logm ÂÉÔÏ×; �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÞÉÓÅÌ b ′ É t ′ (×ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ) ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 log b + 2 log t ÂÉÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ t > b (ÉÎÁÞÅ R �ÕÓÔÁ, ÇÏÌÏ×ËÁ ÔÕÄÁ ÎÅ ÄÏÛÌÁ); ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ËÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ). 202



n n=2u ux
òÉÓ. 22. âÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁ �ÒÉ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ.[tape-opy-buffer℄üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÞÁÓÔÉ L É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ�Ù: ÅÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ L ×ÚÑÔØ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ÉÚ ÓÌÅÄÏ×, ÔÏ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁÍÅÎØÛÅ t=b (×ÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉ�Ù b +1, É × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÏ-ÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÓÌÅÄÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ t). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ⊲181 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× b × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÁ 2b .[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ßÅÚÄ ÓÕÍÍÁÒÎÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÞÔÉ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÛÁÇÏ×, ÓËÏÌØËÏ É ×ÙÅÚÄ (ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ b ÍÅÎØÛÅ)℄�Å�ÅÒØ ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ËÏ�ÉÒÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï: ÅÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÓÌÏ×Ï x ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, Á ÄÁÌØÛÅ ÌÅÎÔÁ �ÕÓÔÁ, ÔÏ × ËÏÎ�Å ÒÁÂÏÔÙ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ x�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏ�ÉÑ, É ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ xx .�ÅÏÒÅÍÁ 129. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×ÏÄÌÉÎÙ n , ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ M ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ "n 2 ÛÁÇÏ×.

⊳ âÕÄÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n Þ£ÔÎÏ, É ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å x ÓÌÏ×Ï, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ u ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ n=2). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÏÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ n=2 Ó�ÒÁ×Á ÏÔ x(ÒÉÓ. 22).ðÕÓÔØ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÎÑÌÏ t ÛÁÇÏ×, ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÏÎÙ R �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=2;Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ t logm=b + 4 log t + Ó �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÇÄÅb | ÛÉÒÉÎÁ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ n=2. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏn2 6
t logmn=2 + 4 log t + :âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ t < n 2 (ÉÎÁÞÅ ×Ó£ É ÔÁË ÈÏÒÏÛÏ) É ÚÁÍÅÎÑÅÍ 4 log tÎÁ 8 log n . ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ t >
n 24 logm − O(n log n):÷ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÍÁÌ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÅÒ×ÙÍ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n (É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ×ÓÅ n ÚÁ ÓÞ£Ô ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ n 2). ⊲îÁÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ × ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ? óËÅ�ÔÉË ÍÏ-ÖÅÔ ×ÎÏ×Ø ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÏ-�ÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁ ÄÁÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÏÌÖÎÙ ÄÁ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ203



ÓÌÅÄÙ (ÉÎÁÞÅ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË É ×ÙÇÌÑÄÅÌÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ (ÕÔÏÞÎÉÍ, ÞÔÏ ×�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ ÎÅ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Á ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ×ÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ). îÁÓËÏÌØËÏ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÎÅÅ �ÒÉ�ÅÒÅ×ÏÄÅ ÅÇÏ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ×Ï�ÒÏÓ ×ËÕÓÁ.íÎÏÇÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ËÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÔÒÕÄÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÌÁÓÓÅ É ÚÁÔÅÍ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ Ï�ÅÎËÁ ÎÅ ÓÏÂÌÀÄÁÌÁÓØ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ-×Ï ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. íÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ (ÓÏ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÅÒÁÂÏÔÙ) �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ËÎÉÇÅ ìÉ É ÷ÉÔÁÎØÉ [38℄, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ ÓÙÇÒÁÌÉ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ × ÒÁÚ×É-ÔÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ Inompressibility method ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÏ�ÅÎËÁ ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ËÁË ÒÁÚ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, Á ÚÁÔÅÍ�ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÒÕÇÉÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. ïÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÎÅ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ, Á ËÁË �ÒÉÍÅÒÙÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, Ó ÎÅÊ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ.8.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÏÌÏ×ËÁÍÉëÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó k ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ (Ó ËÏÔÏÒÙÍ, ËÁË ÍÙ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÍ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ) ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏ×ËÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔk ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ (Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï) ÞÉÔÁÀÝÉÈ ÇÏÌÏ×ÏË. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ kÞÉÔÁÀÝÉÈ ÇÏÌÏ×ÏË ÇÏÌÏ×ËÉ ×ÉÄÑÔ �ÅÒ×ÙÊ (ËÒÁÊÎÉÊ ÓÌÅ×Á) ÓÉÍ×ÏÌ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. îÁ ËÁ-ÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÏÔ k ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÞÉÔÁÅÍÙÈ k ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ,Á×ÔÏÍÁÔ ÍÅÎÑÅÔ Ó×Ï£ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É �ÒÏÄ×ÉÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ k ÇÏÌÏ×ÏË (ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ) ×�ÒÁ-×Ï, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ. ÷ÓÌÅÄ ÚÁ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÚÁ�ÉÓÁÎ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á; ÒÁÂÏÔÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÇÏÌÏ×ËÉ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÉÍ×ÏÌ.á×ÔÏÍÁÔ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÏ×Ï, ÅÓÌÉ �Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÄÏ�ÕÓËÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÚÙËÏÍ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÍÜÔÉÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ.ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ x#x , ÇÄÅ x | ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅÓÌÏ×Á. üÔÏÔ ÑÚÙË ÎÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÏÌÏ×ËÏÊ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×), ÎÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÄÎÕ ÇÏÌÏ×ËÕ ÎÁÄÏ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ ÎÁ �ÏÉÓËÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ #, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ ÓÄ×É-ÇÁÔØ ÏÂÅ ÇÏÌÏ×ËÉ É �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÞÔÏ �ÏÄ ÎÉÍÉ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ä×Å ÇÏÌÏ×ËÉ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÏÄÎÁ (ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÑÚÙËÏ×). ïËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ k + 1 ÇÏÌÏ×ÏË ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ k :�ÅÏÒÅÍÁ 130. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÑÚÙË, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Á×ÔÏ-ÍÁÔÏÍ Ó k + 1 ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó k ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ.
⊳ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m > 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË Lm , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×w1# : : : wm#wm# : : : w1(ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× w1; : : : ; wm). ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× wi �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ, �ÒÉÞ£Í ×�ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÌÏ×Á ÉÄÕÔ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ (ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ).204



á×ÔÏÍÁÔ Ó k ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÔÁË: ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏ×ÏË ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ× �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÓÌÏ×Á, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k − 1 ÇÏÌÏ×ÏË ×ÓÔÁÀÔ ÎÁ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ× w1; : : : ; wk−1.ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ k − 1 ÇÏÌÏ×ÏË Ó×ÅÒÑÅÔ �ÏÒÕÞÅÎÎÏÅ ÅÊ ÓÌÏ×Ï Ó ÅÇÏ ËÏ�ÉÅÊ, ËÏÇÄÁ �ÅÒ×ÁÑ ÇÏ-ÌÏ×ËÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÍÉÍÏ ÜÔÏÊ ËÏ�ÉÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÅÒ×ÙÅ k−1 ÓÌÏ× �ÒÏ×ÅÒÅÎÙ, �ÅÒ×ÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ�ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ (ÏÎÁ ÄÏÛÌÁ ÄÏ ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á É ÂÏÌØÛÅ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ �ÒÉÇÏÄÎÁ), ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÌÏ×ËÉ ÓÔÏÑÔ ÌÅ×ÅÅ ÅÝ£ ÎÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× wk ; wk+1; : : :. ðÒÏ�ÅÓÓ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ-ÓÑ: ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÇÏÌÏ×ËÁ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×Ó£ ÓÌÏ×Ï, Á k − 2 ÇÏÌÏ×ÏË Ó×ÅÒÑÀÔ ËÁÖÄÁÑ Ó×Ï£ÓÌÏ×Ï É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÒÉÔØ(k − 1) + (k − 2) + : : :+ 1 = k(k − 1)2 = C 2kÓÌÏ×. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ m Õ ÎÁÓ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÉÓË ÓÌÏ×Á Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍÔÒÅÂÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ.)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÚÙË Lm ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ k -ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ �ÒÉ m 6 C 2k .ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ m > C 2k ÑÚÙË Lm ÎÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£ÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ k -ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÍÁ×ÔÏÍÁÔÏÍ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É Á×ÔÏÍÁÔ M ÅÇÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£Ô. þÔÏÂÙ �ÒÉÄÔÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á w1; : : : ; wm ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ N . âÏÌÅÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ mN É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ mN , É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁm ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ N , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ w1; : : : ; wm . ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÌÏ×ÏW = w1# : : : wm#wm# : : : w1ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ M ; ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÓÌÏ×Ï w1 : : : wmÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ, ÌÉÂÏ Á×ÔÏÍÁÔ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÏ (ÎÅÒÁÓ�ÏÚÎÁ£Ô Lm).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁ ÇÏÌÏ×ÏË Á×ÔÏÍÁÔÁ M �ÒÏ×ÅÒÉÌÁ ÓÌÏ×Ï wi , ÅÓÌÉ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅÁ×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÂÙÌ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÌÅ×ÏÊ É�ÒÁ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ ÓÌÏ×Á wi . ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÎÉËÁËÁÑ �ÁÒÁ ÇÏÌÏ×ÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÄ×Á ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ×Á. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÏ×ÅÒÉÌÁ ÓÌÏ×Ï wi , ÔÏ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁÞÉÔÁÌÁ ÓÌÏ×Á Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, Á �ÒÁ×ÁÑ | Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ, Á �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ m > C 2k ; �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï wi , ÎÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÎÏÅÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÏÊ ÇÏÌÏ×ÏË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ ÉÚÅÇÏ ËÏ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅÚÁÍÅÔÎÏ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ M (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÉÓËÒÅÄÉÔÉÒÏ×Á× ÜÔÏÔÁ×ÔÏÍÁÔ).âÕÄÅÍ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÚÁ ÒÁÂÏÔÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÌÏ×Å W , ÏÂÒÁÝÁÑ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏ×ÏË Á×ÔÏÍÁÔÁ ×ÈÏÄÉÔ × ÓÌÏ×Ï wi (× ÌÀÂÕÀ ÉÚ ËÏ�ÉÊ) ÉÌÉ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅ£, É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏ×ÏË É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ × ÜÔÉ ÍÏÍÅÎ-ÔÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÒÏÔÏËÏÌ P ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(logN ) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k;m É ÏÔÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ N ), �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÈÏÄÁ É ×ÙÈÏÄÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4k(�Ï ÞÅÔÙÒÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÏÌÏ×ËÉ), É × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÄÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ É�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÇÏÌÏ×ÏË, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ O(logN ) ÂÉÔÏ×.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (ÅÓÌÉ Á×ÔÏÍÁÔ M ÒÁÓ�ÏÚÎÁ£Ô Lm) ÓÌÏ×Ï wi ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ�Ï ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ wj Ó j 6= i É �ÒÏÔÏËÏÌÕ P . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Áw1 : : : wm ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (m − 1)N (ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ) �ÌÀÓ O(logN )(ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × �ÒÏÔÏËÏÌÅ) �ÌÀÓ O(1), ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ mN �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N , É �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 205



÷ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÂÕÄÅÍ ÔÁË: �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á w ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙÎÁ ÍÅÓÔÏ wi (�ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ wj Ó j 6= i ), ÍÙ ÚÁ�ÕÓËÁÅÍ Á×ÔÏÍÁÔ M É ÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÓÑÌÉ �ÒÏÔÏËÏÌ P . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.(1) åÓÌÉ ÈÏÔÑ �ÒÉ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ w Á×ÔÏÍÁÔ M ÎÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á, ÏÎÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.(2) á×ÔÏÍÁÔ M ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÔÏËÏÌ P ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏÏÄÎÁÖÄÙ, �ÒÉ w = wi . (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ wi ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï P É ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ.)(3) á×ÔÏÍÁÔ M ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÔÏËÏÌ P ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ w 6= wi . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Á×ÔÏÍÁÔ M ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï(ÎÅ ÉÚ Lm), Á ÉÍÅÎÎÏ ÓÌÏ×Ï W ′, × ËÏÔÏÒÏÍ × ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ wi , Á × �ÒÁ×ÏÊ ÎÁÍÅÓÔÅ wi ÓÔÏÉÔ ÓÌÏ×Ï w .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ M : ËÏÇÄÁ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏ-ÒÏÎ wi É ËÏÇÄÁ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ w . òÁÚÒÅÖÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ �Ï ÔÅÍ ÍÏÍÅÎÔÁÍ,ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏ×ÏË ×ÈÏÄÉÔ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ wi (ÉÌÉ w). ðÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÌÏ×ÏË ×ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ × �ÒÏÔÏËÏÌÅ P , É �ÏÔÏÍÕ ÏÄÎÉ ÉÔÅ ÖÅ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. (óÁÍÉ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÙ |ÈÏÔÑ ÍÏÇÌÉ ÂÙ | ÎÅ ×ËÌÀÞÉÌÉ × �ÒÏÔÏËÏÌ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑÁ×ÔÏÍÁÔÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÌÅ×ÏÊ�ÏÌÏ×ÉÎÅ ÂÙÌÏ wi , Á × �ÒÁ×ÏÊ w .ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ × ÈÏÄÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÌÏ×Á W ÎÉËÁËÁÑ �ÁÒÁ ÇÏÌÏ×ÏË ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ�Ï�ÁÄÁÅÔ × ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ËÏ�ÉÉ ÓÌÏ×Á wi ; �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ×�ÒÏÔÏËÏÌÅ, ÜÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ wi ÎÁ w . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÏÔÏËÏÌÁÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: (Á) ÇÏÌÏ×ËÁ × ÌÅ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ; (Â) ÇÏÌÏ×ËÁ × �ÒÁ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ; (×) ÎÉ ÔÏ,ÎÉ ÄÒÕÇÏÅ. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (Á) ÂÒÁÔØ ËÕÓÏË �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÌÏ×Å W ,ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (Â) ÂÒÁÔØ ËÕÓÏË �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÍ ÓÌÏ×Å (ËÏÇÄÁ wi ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ w),Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (×) ÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁÁ×ÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍ ÓÌÏ×Å W ′, É �ÏÔÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ W ′ × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÉ Ó�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. ⊲8.4. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ[appl-lln℄õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÎÁÍÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 27, Ó. 57) ÂÅÚÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (�ÒÑÍÙÍ �ÏÄÓÞ£ÔÏÍ). ðÏÄÒÏÂÎÏ ÂÙÌ ÒÁÚÏÂÒÁÎÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! = !0!1 : : :, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔpn = !0 + !1 + : : :+ !n−1n�ÒÉ n → ∞ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ 1=2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÇÄÅ �ÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 1=2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ, × ÔÅÏÒÅÍÅ 32(Ó. 67), ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÏÔËÕÄÁÚÁËÌÀÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÒÁ×ÅÎ 1=2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 33, Ó. 67). 206



ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É × ÄÒÕÇÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁ×ÅÎ 1=2,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 135). üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (!)n ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÁ n +O(1). éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� pn ÅÄÉÎÉ� × (!)n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 122, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ(ÏÂÙÞÎÁÑ ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ, ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ) ÓÌÏ×Á (!)n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ nh(pn ; 1− pn )+O(log n), É �ÏÔÏÍÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁ h(pn ; 1− pn) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ n → ∞(ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(log n)=n). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÉÓ. 8 (Ó. 58)ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ pn → 1=2 �ÒÉ n → ∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÁÔÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 1.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÙÍ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÍÙ�Ï×ÔÏÒÉÌÉ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ? óËÏÒÅÅ ×ÔÏÒÏÅ: ÅÓÌÉ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ 122, ÔÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÔÁ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ ÓÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÉÒÌÉÎÇÁ, ÞÔÏ É × �ÒÑÍÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. (äÒÕÇÏÅ ÒÁÓ-ÓÕÖÄÅÎÉÅ, Ó Ï�ÅÎËÏÊ ÞÅÒÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÅÒÙ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 81, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÑÍÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÅÎÏË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ×ÏÄÉÌÓÑ ÎÁÍÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2, �ÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 27.)þÔÏ ÖÅ ÍÙ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÍ ÏÔ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? íÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ:�ÅÏÒÅÍÁ 131. [lln-omplexity-bound℄ ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏKS ((!)n ) = n + o(n). �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ ÅÄÉÎÉ� × Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔ-ÒÅÚËÁÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ h(pn ; 1 − pn ) �Ï�ÒÅÖÎÅÍÕ ÅÓÔØ 1 + o(1). ⊲÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ pn → 1=2, Á Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓËÏÒÏÓÔØÜÔÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ�Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, É ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ × ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 132. [iterated-logarithm-upper℄ ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, pn | ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × Å£ ÎÁÞÁÌØ-ÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n . �ÏÇÄÁ, ËÁËÏ×Ï ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ " > 0, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|pn − 1=2| 6 (1 + ")√ ln ln n2n×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n .
⊳ ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÁ£Ô ÎÁÍ (Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ) ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏn − O(1) 6 KM ((!)n) 6 nh(pn ; 1− pn) + O(log n);207



ÏÔËÕÄÁ h(pn ; 1− pn ) > 1−O(log n=n):æÕÎË�ÉÑ p 7→ h(p; 1− p) = p(− log p) + (1− p)(− log(1− p))ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ p = 1=2, �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÏÔÌÉÞÎÁÏÔ ÎÕÌÑ (É ÒÁ×ÎÁ −4= ln 2). ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏh(1=2 + Æ) = 1− 2ln 2Æ2 + o(Æ2)�ÒÉ Æ → 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ Æn = pn − 1=2 ÉÍÅÅÍÆ2n = O(log n=n);ÔÏ ÅÓÔØ
|pn − 1=2| = O (√ log nn ) :üÔÏ ÕÖÅ ËÏÅ-ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÄÏ ÎÕÖÎÏÊ ÎÁÍ Ï�ÅÎËÉ ÅÝ£ ÄÁÌÅËÏ. (úÁÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ É × ÔÅÏÒÉÉ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ï�ÅÎËÁ Ó �Ï×ÔÏÒÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅ ÓÒÁÚÕ: ÓÎÁÞÁÌÁ èÁÕÓÄÏÒÆ(1913) ÄÏËÁÚÁÌ Ï�ÅÎËÕ O(n"=√n), ÚÁÔÅÍ èÁÒÄÉ É ìÉÔÌ×ÕÄ (1914) Å£ ÕÌÕÞÛÉÌÉ, ÚÁÍÅÎÉ×n " ÎÁ √log n , ÚÁÔÅÍ ûÔÅÊÎÇÁÕÚ (1922) ÄÏËÁÚÁÌ Ï�ÅÎËÕ (1 + ")√(2 ln n)=n , É ÌÉÛØ �ÏÔÏÍèÉÎÞÉÎ (1924) �ÏÌÕÞÉÌ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 132, ÚÁÍÅÎÉ×ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÁ �Ï×ÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ. �ÁË ÞÔÏ �ÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ èÁÒÄÉ ÉìÉÔÌ×ÕÄÁ.)ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ KM ((!)n ). (îÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕÕÌÕÞÛÁÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÅËÕÄÁ.) ïÎÁ �ÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ KM ((!)n ) Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (!)n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ pn . üÔÏÔÌÏÇÁÒÉÆÍ ÂÙÌ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ nh(pn ; 1− pn), ÎÏ ÓÁÍÁ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Á ÍÅÒÁ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ n , É�ÏÔÏÍÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 81 ÄÁ×ÁÌÁ Ï�ÅÎËÕ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÌÅ-ÎÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ KP (pn) (ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÞÁÔØ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ pn ). ðÒÉ ÜÔÏÍKP (pn) ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁË (2 + ") log n , �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ pn ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ n . ÷Ó£ ÜÔÏ ×ÍÅÓÔÅ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ2ln 2(pn − 1=2)2 ≈ 1− h(pn ; 1− pn) 6 (2 + ") log n=n;ÞÔÏ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.þÔÏ ÖÅ ÅÝ£ ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ pn ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏË 1=2: ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ n , ÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ n=2 ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÞÕÔØÂÏÌØÛÅ √n . ðÏÜÔÏÍÕ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÉÔÏ× ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÞÉÓÌÉ-ÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ ×Ä×ÏÅ, É ÔÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ 2 × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ 1;5. îÏ ÍÙÈÏÔÉÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ.òÅÛÁÀÝÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ pn = 1=2+ Æn > 1=2.âÕÄÅÍ ×ÍÅÓÔÏ pn ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ 1=2 + Æ′n ,ÇÄÅ Æ′n | �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë Æn ÓÎÉÚÕ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÇÒÅÛ-ÎÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 0;9Æn < Æ′n 6 Æn . �ÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Æ′n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅ-ÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (0;9)k , É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ log k , ÔÏ ÅÓÔØ208



log(− log Æn= log 0;9) = log(− log Æn ) + . ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ Æn < 1=√n , ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ-ÞÅÇÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Æn ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁË (1+ ") log log n (�ÒÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÍ "É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n).üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÕÈÕÄÛÉÌÁÓØ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (!)n . á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÍÅÓÔÏh(pn ; 1− pn ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅpn (− log p ′n ) + (1− pn )(− log(1− p ′n ));ÇÄÅ p ′n = 1=2 + Æ′n ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� × (!)n ÒÁ×ÎÙpn É 1− pn , ÎÏ �ÒÉ �ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ� ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅ ÏÎÉ, Á �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÙÅ (É Õ�ÒÏÝ£ÎÎÙÅ)p ′n É 1 − p ′n . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÛØ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × Î£Í pn ÎÁ p ′n(�ÏÓËÏÌØËÕ pn > p ′n > 1=2, ×ÔÏÒÁÑ ÓËÏÂËÁ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÂÏÌØÛÅ �ÅÒ×ÏÊ, É Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ Å£×ÅÓÁ ÚÁ ÓÞ£Ô �ÅÒ×ÏÊ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ×ÓÀ ÓÕÍÍÕ).÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕn − O(1) 6 nh(p ′n ; 1− p ′n) + (1 + ") log log nÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 (�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n) É ÏÔÓÀÄÁ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÆ′n 6 (1 + ")√ln 2 · log log n=2n:ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ �ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ� Æn ÌÉÛØ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ (× 1=0;9 ÒÁÚÁ × ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ); �Ï-ÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÏ 0;9 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë ÅÄÉÎÉ�Å ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍÉÓËÏÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ln 2 �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ, Á ×ÔÏ-ÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ �ÏÇÌÏÝÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (1 + ")). ⊲182 ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 132 ÎÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !: �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈn − KM ((!)n ) = o(log log n).8.5. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×[appl-llll℄8.5.1. úÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ É �ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏ×ÁäÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÅ ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ, Á ËÁË ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 133. [no-forbidden-strings℄ ðÕÓÔØ � < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2�n , ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÍÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÏ  É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÎÅÅ .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÍÉ ÓÌÏ×Á, Õ ËÏÔÏÒÙÈ (�ÒÏÓÔÁÑ) ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ �n , ÉÈ ËÁË ÒÁÚ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2�n . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:209



�ÅÏÒÅÍÁ 134. [no-simple-strings℄ ðÕÓÔØ � < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�,× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �n .ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ-ÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 86, Ó. 139). �ÁÍ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÌÉÛØ Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, Á ÎÅ ×ÓÅÈ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈ,ÚÁÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(1) (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÄÁ£ÔÏ�ÅÎËÕ n − O(log n)). ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÄÓÌÏ× (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ÎÁÞÁÌ) ÔÁËÕÀ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. (üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: × ÎÁÓÔÏÑ-ÝÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÍÁÌÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)183 äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÎÁÊÄ£ÔÓÑ � < 1 É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÌÉÎÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �. [õËÁÚÁÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÓÌÏ× ×ÓÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅÓÌÏ×Á, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ × ÎÅ£ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï u ÄÌÉÎÙ k , ÔÏÒÁÚÂÉ×ÁÑ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÎÁ ÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÙ k É ËÏÄÉÒÕÑ ÉÈ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÂÌÏË uÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ËÏÄ ÅÍÕ ÎÅ ÎÕÖÅÎ), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÌÉÎÅÎÅ ÂÏÌØÛÅ (log(2k − 1))=k .℄äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 133 �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × Ä×Á ÜÔÁ�Á. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ Å£ ÞÁÓÔÎÙÊÓÌÕÞÁÊ, ÔÅÏÒÅÍÕ 134, Á ÚÁÔÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÏÂÝÉÊÓÌÕÞÁÊ.
⊳ äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 134 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ � < � <1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 65 (Ó. 110), ÎÁÊÄ£Í ÞÉÓÌÏ N Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÏ ×ÓÑËÏÍÕ ÓÌÏ×Õ xÍÏÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ N ÂÉÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÚÒÏÓÌÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍÎÁ �N . âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ, ÎÁÞÁ× Ó �ÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á: �ÏÌÕÞÉÔÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÙ N , ÏÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÁ �N . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Ù ÉÚ�ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ k ÂÌÏËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �kN −O(1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��ÙÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ �kN , Á KP (xy) 6 KP (x)+KP (y)+O(1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á u (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�ÅÂÌÏËÁ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �l (u)−O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÌÉÎÙ ÉÚ-ÚÁÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏ× (ÏÂÒÅÚÁÎÉÅ �Ï ÇÒÁÎÉ�Å ÂÌÏËÁ) ÅÓÔØ O(1). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ �ÍÙ ×ÚÑÌÉ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó � ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁ�ÁÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ,É ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÏÊ É �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ. ⊲184 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÍÅÓÔÏ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 34 ÎÁ Ó. 45.℄
⊳ �Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 133; �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÌÑ-ÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÄÁÎÏ ÎÁÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÒÁËÕÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ (× ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ×ÎÅÛÎÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ) ÕÚÎÁ×ÁÔØ �ÒÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ ÏÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÔÁËÁÑ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÔÅÏÒÅÍÁ 134 ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ ×ÓÅ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (�ÒÉÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ �n+O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄ-ËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ × Ó�ÉÓËÅ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ ÓÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÏÇÏ210



ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �n+O(log n), É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊÎÅÔ ÄÌÉÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ× Ó ÕÄÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÍÅÎØÛÅ � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > �. ⊲ìÀÂÏ�ÙÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 133 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 134, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 135. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ � É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÚÁ�ÒÅ-Ý£ÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133 ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F .ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ É ÎÅ ÎÕÖÎÁ;ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ � ÔÏÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.
⊳ ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � < 1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133ÎÅ×ÅÒÎÏ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ  ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(Á) F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÎÅÅ  ;(Â) F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2�k ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ k (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ k);(×) ×ÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ F .(÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å F ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ F , ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕÂÏÌØÛÅ .)ïÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÌÅÍÍÁ ë£ÎÉÇÁ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ É ×ÓÑËÁÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚ F , É �ÏÔÏÍÕÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÇÏ (ÔÏÞ-ÎÅÅ, ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÏ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï  . (ðÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ�ÅÒÅÂÏÒÏÍ.)ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i , ÂÅÒÑ i+1 ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å Fi . ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Fi É ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133. ⊲ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ (×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, ÄÒÕÇÏÊ) ÏÂßÅËÔ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. üÔÁ ÓÈÅÍÁ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÝ£ ÎÅ ÒÁÚ ÎÁÍ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ.8.5.2. ìÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁíÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ËÁË ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ.õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ É × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÎÁÞÁ×Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ) É ×Ù×ÅÄÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ,ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÓÌÏ×.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. þÁÓÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁË: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ××Ï-ÄÑÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÕÛÅÎÏ. åÓÌÉ ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÁÌÙ | ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØ-ÛÅ 1, | ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀÉ �ÏÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂßÅËÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. 211



ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑAi ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "i , ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÊ A1; : : : ; An ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ∑ "i , Á ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ1− "1 − "2 − : : :− "n :÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÄÓÞ£ÔÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ��ÌÏÈÉÈ� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å: ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÔÏ ÅÓÔØ É ÈÏÒÏÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ É ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊÑÚÙË: ÅÓÌÉ �ÌÏÈÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÌÏ, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á �ÏÔÏÍÕ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÊÜÌÅÍÅÎÔ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ.åÓÌÉ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 133 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÏÄÓÞ£ÔÏ×, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ �ÌÏÈÕÀ ÓÔÒÏËÕ × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÁ(2(�−1)n), ÎÏ ÅÓÌÉ �ÏÚÉ�ÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÖÅ ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù | Á ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ ÂÅÚ�ÌÏÈÉÈ �ÏÄÓÌÏ×. ó�ÁÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ Ä×Á ÕÞÁÓÔËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÎÉÈ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ× | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ.óÌÕÞÁÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÓÏÂÙÔÉÊ. åÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ Ai ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ai ÒÁ×ÎÁ "i , ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ Ai ÎÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÒÁ×ÎÁ(1− "1) · (1− "2) · : : : · (1− "n):ïÔÓÀÄÁ, ËÓÔÁÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ 1− "1 − "2 − : : : (×ÁÒÉÁÎÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ).÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ "i ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ "i ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.ìÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ (É�ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ Ï�ÅÎËÁ), É ÏÎÉ ÎÅ ×ÓÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑÏ�ÅÎËÁ).ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÓÏÂÙÔÉÊ A1; : : : ; An É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 1 ÄÏ n ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N (i ) ⊂ {1; : : : ; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ i . åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÓÅÄÑÍÉ i .(îÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ: ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÏÓÅÄÏÍ Ó×ÏÅÇÏÓÏÓÅÄÁ.)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ Ai ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ É Ó×ÏÉÈÓÏÓÅÄÅÊ (ÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÏÂÙÔÉÅ Ai Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i ). (éÍÅÅÔÓÑ× ×ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, Á ÎÅ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÁËÁÑ Ï�ÅÎËÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 136. [lovasz-lemma℄ åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ×ÙÂÒÁÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ "i < 1É Pr[Ai ℄ 6 "i ∏j∈N (i )(1− "j );ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ Ai , ÎÅ ÍÅÎØÛÅ(1− "1) · (1− "2) · : : : · (1− "n):212



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÕ ÖÅ Ï�ÅÎËÕ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙ-ÔÉÊ, ÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÉÌØÎÅÅ: ÚÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ-ÓÏÓÅÄÁ j , Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅÔ, ÍÙÒÁÓ�ÌÁÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (1− "j ) × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ | × Î£Í ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÏ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÚÁ�ÏÍÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ.ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÎ£Í ÄÌÑ ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÉ Ó �ÒÏÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ:(Á) åÓÌÉ A É B | Ä×Á ÓÏÂÙÔÉÑ, ÔÏPr[A|B ℄ 6

Pr[A℄Pr[B ℄ :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr[A|B ℄ ÅÓÔØ Pr[A ∧ B ℄=Pr[B ℄, ÁPr[A ∧ B ℄ 6 Pr[A℄. (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ × ÌÏÇÉËÅ, ∧ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �É�.)(Â) äÏÂÁ×ÉÍ ×ÓÀÄÕ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ C (�ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ�). ðÏÌÕÞÉÍPr[A|B ∧ C ℄ 6
Pr[A|C ℄Pr[B |C ℄ :÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ A É CÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É �ÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ Pr[A℄, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌ.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏÌÅÚÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÁËÔÙ (¬ ÏÚÎÁÞÁÅÔÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ):(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q; : : : (ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ i É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Pr[Ai |¬Ap ∧ ¬Aq ∧ : : :℄ 6 "i ;(2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÎÄÅËÓÏ× i; j; : : : É p; q; : : : ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Pr[¬Ai ∧ ¬Aj ∧ : : : |¬Ap ∧ ¬Aq ∧ : : :℄ > (1− "i ) · (1− "j ) · : : :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ, ÅÓÌÉ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÞÅÒÔÙ (ÓÒÅÄÉ i; j; : : :)ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "i ,ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ �ÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (1− "i ).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÂÙÔÉÊ × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ:Pr[¬Ai ∧ ¬Aj |¬Ap ∧ ¬Aq ∧ : : :℄ == Pr[¬Ai |¬Aj ∧ ¬Ap ∧ ¬Aq ∧ : : :℄ · Pr[¬Aj |¬Ap ∧ ¬Aq ∧ : : :℄;ÏÓÔÁ£ÔÓÑ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �Ï (1).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÅÒ×ÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÕÓÌÏ×ÉÑ × (1) ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù: ×ÈÏÄÑÝÉÅ × N (i ) É ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × N (i ). (úÄÅÓØ i | ÎÏÍÅÒÓÏÂÙÔÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ.) ðÕÓÔØ N É F | ËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÊ (ÓÏÓÅÄÎÉÈ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ). �ÏÇÄÁ, ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÎÅÅ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁË: Pr[Ai |N ∧ F ℄ = Pr[Ai ∧N |F ℄Pr[N |F ℄ 6

Pr[Ai |F ℄Pr[N |F ℄ = Pr[Ai ℄Pr[N |F ℄ :213



úÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ (2) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓËÏÂÏË (1 − "t) �Ï ×ÓÅÍt ∈ N , É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ, ÇÄÅ �ÒÉ "i ÓÔÏÉÔ ËÁË ÒÁÚ ÜÔÏÔÍÎÏÖÉÔÅÌØ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ ×ÚÁÉÍÎÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ (1) Ë (2) É ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë�ÏÒÏÞÎÏÍÕ ËÒÕÇÕ. ëÏÇÄÁ ÍÙ Ó×ÏÄÉÍ (1) Ë (2) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ,ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ × N É F ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÕÓÌÏ×ÉÊ × (1). ïÂÒÁÔÎÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ(2) Ë (1), Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ, ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ × (1) �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ. ⊲÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÅÚÎÁ ÌÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁ.185 ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÅÎÔÙ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ N . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (l; r) ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÌØÚÑ,ÞÔÏÂÙ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÔÏÑÌÏ l , Á Ó�ÒÁ×Á r . äÏËÁÖÉÔÅ. ÞÔÏ ÅÓÌÉ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù)ÄÏÌÑ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÁÒ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÁÒ (ËÏÔÏÒÙÈ N 2) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=8, ÔÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ, óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÏÂÙÔÉÅ (ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÅ �ÁÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ). óÏÓÅÄÅÊ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ Ä×Á, �ÒÉ "i = 12 ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ℄186 äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÕÄÛÉÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÂÅÚ ÓÓÙÌËÉ ÎÁÌÅÍÍÕ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ �ÁÒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 1=16, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÚ�ÌÏÈÉÈ �ÁÒ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 3=4 ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3=4 �ÒÁ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, É ÂÏÌÅÅ 3=4 ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ 3=4 ÌÅ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÏÓÅÄÅÊÓÌÅ×Á É ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÏÓÅÄÅÊ Ó�ÒÁ×Á. ÷ÚÑ× ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á, ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÔØË ÎÅÍÕ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á (�ÏÓËÏÌØËÕ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÂÏÌØÛÉÈ�ÏÌÏ×ÉÎÙ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ).℄8.5.3. ìÅÍÍÁ ìÏ×ÁÓÁ É ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ ÓÌÏ×ÁðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 133. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÂÅÚ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÂÉÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÑ×ÌÅÎÉÅÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ (ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ) ÉÍÅÅÔ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2(�−1)n , ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ × ÌÅÍÍÅ ìÏ×ÁÓÁ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ×ÏÚØÍ£Í 2(�−1)n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ (�; 1). îÁÄÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ � ÔÁË, ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ.óÏÓÅÄÑÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ J , ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ-ËÒÙ×ÁÀÔÓÑ Ó I . ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ, �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÁÈ ÕÄÏÂÎÏÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ �Ï ÄÌÉÎÁÍ. éÍÅÅÔÓÑ n+k−1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× J ÄÌÉÎÙ k , �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀ-ÝÉÈÓÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ I ÄÌÉÎÙ n . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÌÅÍÍÙìÏ×ÁÓÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (1− 2(�−1)k ); É ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ(1− 2(�−1)k )n+k−1:�Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ ÜÔÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ �Ï ×ÓÅÍ k , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N (ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ �ÌÏÈÉÈ �ÏÄÓÌÏ× ËÏÒÏÞÅ N ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ214



�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ2(�−1)n 6 2(�−1)n · ∏k>N (1− 2(�−1)k)n+k−1(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÎÁÛÅÍ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÅÓÔØ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ | �ÒÉ n = k ÍÙ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÓÁÍÉÎÔÅÒ×ÁÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÓÅÄÁ, ÎÏ ÜÔÏ × ÎÁÛÕ �ÏÌØÚÕ.) îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏÊ Ï�ÅÎËÉ:ÚÁÍÅÎÉÍ n + k − 1 ÎÁ nk , ÉÚ×ÌÅÞ£Í ËÏÒÅÎØ n -ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ:2�−� 6 1− ∑k>N k2(�−1)kâÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ ∑k k2(�−1)k ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ � < 1, Á ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 1 �ÒÉ � < �, ÔÁËÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ.(�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÒÑÄÏË ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÔÁËÏÊ: ÂÅÒ£Í ÌÀÂÏÅ � ∈ (�; 1), Á ÚÁÔÅÍ�ÏÄÂÉÒÁÅÍ N . úÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ Ë ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N É �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ N É ÂÏÌÅÅ (Ï�ÅÎËÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). îÁËÏÎÅ�, �ÏËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.)187 [two-dimensional-forbidden℄ äÏËÁÖÉÔÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 133: ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ ÂÕÍÁÇÕ ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÅ ÂÙÌ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÍ. (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÌÏÝÁÄÉ k ×ÙÂÒÁÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2�k ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ, ÇÄÅ� < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.) [õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ.℄8.5.4. úÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉäÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×ÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÈ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈÂÉÔÏ×. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏ-ÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ: ÅÓÔØ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ;ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÔØ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ) ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á: ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ �ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍÍÎÏÇÏ�, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ).ä×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÍÅÑ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ �Å-ÒÅÍÅÎÎÕÀ.îÁÞÎ£Í Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ! = !0!1!2 : : : | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ N ÉÎÄÅËÓÏ× ÞÅÒÅÚ !(F ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ-×Ï, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ × F (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑÉÎÄÅËÓÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÁÒÕ (F; X ), ÇÄÅ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, Á X | Ä×ÏÉÞ-ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × F . ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ�ÁÒÏÊ (F;X ), ÅÓÌÉ !(F ) = X . ðÁÒÙ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑÍÉ, Á ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × F (ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á X ) | ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ. úÁ�ÒÅÝÅÎÉÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÉÎÄÅËÓÙ,×ÈÏÄÑÝÉÅ × F . 215



�ÅÏÒÅÍÁ 137. [lovasz-rumyantsev℄ ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ (0; 1) É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ (F; X ), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i É ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2�n ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n , ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ i . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ N É �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÁÑ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ N .
⊳ ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N , ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÄÌÉÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).óÏÂÙÔÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑÒÁÚÍÅÒÁ n ÅÓÔØ 2−n . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ, ×ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �i ÄÌÑÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2−�n , ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÂÏÌØÛÁÑ � (ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ).óÏÓÅÄÑÍÉ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÎÉÍ (�ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ). äÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ìÏ×ÁÓÁ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÞÔÏ 2−n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2−�n , ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (1 − 2−�m) �Ï ×ÓÅÍÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ÷ÓÅ-ÇÏ ÔÁËÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË n . (åÓÌÉ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÅÒÅÍÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �Ï ÒÁÚÍÅÒÁÍ.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ m �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2�m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ (1−2�m). äÁÌØÛÅ ÎÁÄÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ �Ï ×ÓÅÍ m É ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × ÓÔÅ�ÅÎØn (�ÏÓËÏÌØËÕ ÞÁÓÔÅÊ n). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2−n 6 2−�n ∏m>N(1− 2−�m)2�m n ;ÉÌÉ (ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎØ n)2�−1 6 ∏m>N (1− 2−�m)2�m :ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ âÅÒÎÕÌÌÉ ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ2�−1 6 1− ∑m>N 2�m2−�m :ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 1, Á ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ

∑m 2(�−�)mÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ N ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. (ðÏÒÑÄÏË ×ÙÂÏÒÁ: ÓÎÁÞÁÌÁÂÅÒ£Í � ∈ (�; 1), ÚÁÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÍ N , ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ, É, ÎÁËÏÎÅ�, ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ.) ⊲äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 137, ÎÅ ÓÓÙÌÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ìÏ×ÁÓÁ (Á �ÒÏ×ÏÄÑ-ÝÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÅÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ), ÓÏÏÂÝÉÌÉ Á×ÔÏÒÁÍ áÎ. á.íÕÞÎÉË Éá. ì. óÅÍ£ÎÏ×. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ; �ÕÓÔØ s | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I ⊂ N ÞÅÒÅÚ (I ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ-ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË I , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I × {0; 1}, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ.216



(ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ (F; X ) Ó F ⊂ I , �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÎÅ I ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÅÇÏ Ó ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÅÍ ÎÅÌØÚÑ.) äÌÑ �ÕÓÔÏÇÏ I ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ (I ) = 1.÷ÙÂÅÒÅÍ � ∈ (�; 1) É ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ËÍÎÏÖÅÓÔ×Õ I ×ÅÌÉÞÉÎÁ (I ) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × 2� ÒÁÚ (× �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ s ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×ÅÌÉËÏ). ïÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÁk ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2�k É ÕÖ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ | ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ, ÎÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ�ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.éÔÁË, �ÕÓÔØ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ Ë I ÎÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ i , �ÏÌÕÞÉ× I ′ = I ∪{i }. ëÁÖÄÏÅ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÁÑÒÁÓËÒÁÓËÁ I �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Ä×Å ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÎÁ I ′ (ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÅ).ðÏÌÕÞÁÅÍ 2(I ) ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÍÉ É ÉÈ ÎÁÄÏ ×ÙÞÅÓÔØ.ëÔÏ ÍÏÖÅÔ ÉÈ ÚÁ�ÒÅÝÁÔØ? ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁ I ÒÁÚÒÅÛÅÎÁ, ÔÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏÓÏÄÅÒÖÁÔØ i × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÏÞËÁÍ × I ; �ÕÓÔØ K | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, Á k |ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï. óËÏÌØËÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ 2(I ) ÉÚ-ÚÁ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑ?éÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË I \K , Á �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÔÁËÏ×ÙÈ ÎÅÂÏÌØÛÅ n(I )=2�k . (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈÒÁÓËÒÁÓÏË �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × 2� ÒÁÚ, ÔÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ × ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, Á ÕÄÁÌÅÎÉÅ k ÔÏÞÅË ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × 2�k ÒÁÚ.) �Å�ÅÒØ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÎÁÄÏ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ×ÓÅÍ k ÏÔ s − 1 ÄÏ I , Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k �Ï ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ 2�(k+1) ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÑÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ i É k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × I .÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ:(I ′) > 2(I )− |I |
∑k=s−1 2�(k+1) (I )2�k ;ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ (ÚÁÍÅÎÑÑ 2� ÎÁ 2 É �ÒÏÄÏÌÖÁÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ)ÄÏ (I ′) > 2(I )(1− ∑k>s−1 2�k2�k ) :ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ s ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÓËÏÂ-ËÁÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2�, É ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÌÉ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÉÛØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÅÎØÛÅ |I |, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.)8.5.5. óÌÏÖÎÙÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉíÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÑÚÙË É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ).íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊÄÌÉÎÙ m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � < 1 (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÌÑ �ÏÄÓÌÏ×)? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÔ:×ÅÄØ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ (ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù).îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×.é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉ �ÏÄÏÂÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÚÁÄÁÞÅ 113 (ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ | ÔÅÏÒÅÍÁ 86, Ó. 139, (Ä)): ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ217



íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏKP (F;!(F )) > |F | − ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× F .îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÏ, Ë ÞÅÍÕ ÍÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ (ÜÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, Á ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ). îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 138. [rumyantsev℄ ðÕÓÔØ � ∈ (0; 1) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈmaxt∈F KS (F; !(F )|t) > �|F |�ÒÉ ×ÓÅÈ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !: ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ t , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (!(F )|F; t) > �|F | − 2KS (F |t)(ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, Å£ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ). ï�ÕÓËÁÑ t × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ F ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (!(F )|F ) > �|F | − 2maxt∈F KS (F |t):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á × ËÁÞÅÓÔ×ÅF ÂÒÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ É �ÏÔÏÍÕÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 187(Ó. 215).
⊳ �ÅÏÒÅÍÁ 138 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 137. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÎÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ (F; Z ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K (F; Z |t) < �|F | ÄÌÑ ×ÓÅÈt ∈ F . úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ t ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ k , Õ ËÏÔÏÒÙÈF ÓÏÄÅÒÖÉÔ t , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�k , ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 137. ⊲[ÄÁÌÅÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÕÒÏ×ÎÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ áÎÄÒÅÑ òÕÍÑÎ�Å×Á É Å£�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÄÒÏÂÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÏ×℄8.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁíÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ (Ó. 19), ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÇÌÁ×Å 10, ÎÏ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ�ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ.�ÅÏÒÅÍÁ 139. [triple-funtion-inequality℄ ðÕÓÔØ X , Y É Z | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, Á f : X ×Y → R, g : Y ×Z → R É h : X ×Z → R | ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ

(

∑x;y;z f (x; y)g(y; z)h(x; z))2
6

(

∑x;y f 2(x; y)) ·
(

∑y;z g 2(y; z)) ·
(

∑x;z h2(x; z))218



⊳ ëÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á2KP (x; y; z) 6 KP (x; y) + KP (y; z) + KP (x; z) + O(log n)(ÔÅÏÒÅÍÁ 26, Ó. 50). îÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ, Á ÎÅ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÎÉ�Á ÅÓÔØ O(log n).(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)(ÚÁÄÁÞÁ 84, Ó. 110), ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ Â�ÏÌØÛÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÁ.)âÕÄÅÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , Y É Z , Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÔÅÏÒÅÍÅ,ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÏ ÓÕÍÍÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÌÅ×ÁÑ, É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏÍÏÖÎÏ �ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ� f ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ g É h.)éÔÁË, �ÕÓÔØ ∑x;y f 2(x; y) = 1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÕÍÍ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ∑x;y;z f (x; y)g(y; z)h(x; z) 6 1.éÄÅÑ �ÒÏÓÔÁ: ÆÕÎË�ÉÑ f 2 ÚÁÄÁ£Ô ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �ÁÒÁÈ (x; y), �ÏÜÔÏÍÕKP (x; y) 6 − log f 2(x; y) = −2 log f (x; y) (ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÇÏ ÎÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Á �ÒÑÍÏ ÔÁË). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏKP (y; z) 6 −2 log g(y; z) É KP (x; z) 6 −2 logh(x; z). ðÏÜÔÏÍÕ (×Ó�ÏÍÉÎÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÄÌÑ KP (x; y; z) É ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÂÙ×ÁÅÍ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁ×ËÅ)KP (x; y; z) 6 − log f (x; y)− log g(y; z)− log h(x; z):ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ 2−KP (x;y;z) �Ï ×ÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ x; y; z ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÔÅÏÒÅÍÁ 51,Ó. 90), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅ ÎÁÛÉ Ï�ÅÎËÉ ÎÏÓÑÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, É �ÏÔÏÍÕÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÎÁÄÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÏ× Ë ÎÁÂÏÒÁÍ ÓÌÏ×. ÷ÏÔËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ (�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ f , g É h Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.ðÕÓÔØ N | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X N , Y N É Z N , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÔÅÖÁÍÉÉÚ N ÓÌÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ X N × Y N = (X × Y )N , ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ËÏ�ÉÑÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f 2 ÎÁ X ×Y . (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 〈〈x1; : : : ; xN 〉; 〈y1; : : : ; yN 〉〉 ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ f 2(x1; y1) : : : f 2(xN ; yN ).) íÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ N , É �ÏÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏKP (〈x1; : : : ; xN 〉; 〈y1; : : : ; yN 〉|N ) 6 2∑i (− log f (xi ; yi )) + �ÒÉ ×ÓÅÈ N É �ÒÉ ×ÓÅÈ x1; : : : ; xN ; y1; : : : ; yN (ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÁ�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ). íÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ N × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÁ�ÉÓÁ×Ó�ÒÁ×Á Ó logN ×ÍÅÓÔÏ . äÁÌÅÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÌÏÖÉÍ ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï�ÅÎÉÍÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑKP (〈x1; : : : ; xN 〉; 〈y1; : : : ; yN 〉; 〈z1; : : : ; zN 〉) 6

6 ∑i (− log f (xi ; yi )) + ∑i (− log g(yi ; zi )) +∑i (− logh(xi ; zi )) +  logN219



ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ N , x1; : : : ; xN , y1; : : : ; yN , z1; : : : ; zN (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× xi ; yi ; zi �ÒÉ i = 1; : : : ; N ÅÓÔØ O(N ), �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-ÞÅÓËÉÅ ÄÏÂÁ×ËÉ �ÏÇÌÏÝÁÀÔÓÑ  logN ). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑u 2−KP (u) 6 1,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÓÕÍÍÁ
∑∏i f (xi ; yi )g(yi ; zi )h(xi ; zi )�Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ x1; : : : ; xN , y1; : : : ; yN , z1; : : : ; zN ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2O(logN ), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ N . îÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ N -Ñ ÓÔÅ�ÅÎØ ÓÕÍÍÙ

∑
〈x;y;z〉∈X×Y×Z f (x; y)g(y; z)h(x; z);�ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ. ⊲188 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÏÂß£ÍÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏÔÅÌÁ ÞÅÒÅÚ �ÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ �ÌÏÓËÉÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ÎÁ Ó. 19. [õËÁÚÁÎÉÅ: × ËÁÞÅÓÔ×Å f; g; hÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÅË�ÉÊ ÔÅÌÁ; ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ ×ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÑ ÔÅÌÏ ÎÁËÕÂÉËÉ, ÌÉÂÏ ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ ÓÕÍÍÕ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ.℄äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ÷ÏÔ (�ÒÏÓÔÏÅ)ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ(u; v)2 6 ‖u‖2 · ‖v‖2, × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ (∑ ui vi )2 6 (∑u 2i )(∑ v 2i )). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(

∑x;y;z f (x; y)g(y; z)h(x; z))2
6

6

(

∑x;y f 2(x; y))(∑x;y (∑z g(y; z)h(x; z))2)
6

6

(

∑x;y f 2(x; y))∑x;y ((∑z g 2(y; z))(∑z h2(x; z))) == (∑x;y f 2(x; y))(∑y;z g 2(y; z))(∑x;z h2(x; z))åÝ£ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎ-ÔÒÏ�ÉÉ (É × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ��ÅÒÅ×ÏÄ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ËÏÌÍÏÇÏ-ÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ). éÔÁË, �ÕÓÔØ ∑ f 2 = ∑ g 2 = ∑h2 = 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
∑x;y;z p(x; y; z) 6 1, ÇÄÅ p(x; y; z) = f (x; y)g(y; z)h(x; z). òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ  > 1. �ÏÇÄÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ Å£ ÞÌÅÎÙ, �ÏÌÕÞÉ×ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p ′ ÎÁ X × Y × Z :p ′(x; y; z) = 1 f (x; y)g(y; z)h(x; z):óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × X × Y × Z ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �.å£ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÏÊËÕ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �x ,220



�y É �z ; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ �xy = 〈�x ; �y〉 É Ô. �. îÁ�ÒÉÍÅÒ,×ÅÌÉÞÉÎÁ �xy �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈x; y〉 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ∑z p ′(x; y; z). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p1; : : : ; pk) ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ∑ pi (− log pi )É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ∑ pi (− log qi ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ q1+: : :+qk = 1. ðÏÜÔÏÍÕÜÎÔÒÏ�ÉÀ H (�xy ) ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑf 2(x; y): H (�xy) 6 ∑x;y (∑z p ′(x; y; z)) (−2 log f (x; y)):úÁ�ÉÓÁ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÏÅË�ÉÉ É �ÒÉÍÅÎÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï H (�) = H (�x ; �y ; �z) 6
12(H (�xy + H (�yz) + H (�xz));(ÚÁÄÁÞÁ 172, Ó. 193), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏH (�) 6 ∑x;y;z p ′(x; y; z)(− log f (x; y)− log g(y; z)− log h(x; z)) == ∑x;y;z p ′(x; y; z)(− log p(x; y; z)):îÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ H (�) = ∑x;y;z p ′(x; y; z)(− log p ′(x; y; z)), É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ,ÔÁË ËÁË p ′ ÍÅÎØÛÅ p ×  ÒÁÚ (É �ÏÔÏÍÕ − log p ′ ÂÏÌØÛÅ − log p ÎÁ log ).8.7. îÅÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÁÎÁÌÉÚÕÓ×ÏÊÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÞÎ£Í Ó ÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ËÁÎ-ÔÏÒÏ×ÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ 
 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : 
 → 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ, ÅÓÌÉd (f (!1); f (!2)) 6 d (!1; !2)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ !1; !2 ∈ 
. úÄÅÓØ d | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ × ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË 2−k , ÇÄÅ k | ÎÏÍÅÒ �ÅÒ×ÏÇÏÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ n ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉf (!) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍÉ n+O(1) ÚÎÁËÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ (ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ × f (!) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÂÉÔÁ × !), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍÉ.îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ!1 É !2 É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ N É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !′1 É !′2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ!′2 = f (f (f (: : : f (!′1) : : :))) (N ÒÁÚ)É d (!1; !′1) < "; d (!2; !′2) < ":221



(äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁ-ÑÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É �Ï�ÁÄÁÀÝÁÑ × ÄÒÕÇÕÀ.) üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉÎÁÚÙ×ÁÔØ \ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØÀ".ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ ×ÌÅ×Ï (ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÌÁÓØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÌÏ×Ï x1, Á �ÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÎÁÞÉÎÁÌÁÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏ×Ï x2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÞÁÔØ Å£Ó x1x2.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ ÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ d ÎÁ ÔÁË ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ�(!1; !2) = lim supn→∞
dn (!1; !2)=n;ÇÄÅ dn | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÈ i < n , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ i -Å ÞÌÅÎÙ !1 É !2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \B -ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 140. [durand-ervelle-bienvenu℄ îÉËÁËÏÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ B -ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ.(çÏ×ÏÒÑ Ï ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÉÓÈÏÄÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ó ËÁÎÔÏ-ÒÏ×ÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.)ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÁ: ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË n ÂÉÔÏ× ×ÙÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ n + O(1) ÂÉÔÁÍÉ ×ÈÏÄÎÏÊ (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ,×ÙÂÒÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÏÒÁËÕÌ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÌÉÚËÉÅ × ÓÍÙÓÌÅ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÂÌÉÚËÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÊÄÏÌÉ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ÂÉÔÏ× ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÂÉÔÏ× �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó n).

⊳ æÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ lim inf KS (!0 : : : !n−1)=n ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á {!}), ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 97 ÎÁ Ó. 149 × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.8).ìÅÍÍÁ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÈÁÕÓÄÏÒ-ÆÏ×Õ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.(çÏ×ÏÒÑ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÌÉ�ÛÉ�Å×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : 
 → 
, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ n�ÅÒ×ÙÈ ÚÎÁËÏ× f (!) ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï n +  ÚÎÁËÁÍ ! ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ .)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f (!1) = !2, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ !2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ f ) �ÌÀÓÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n + Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !1, É × �ÒÅÄÅÌÅ ÜÔÉ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌÉ.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ �(!1; !2) < ", ÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !1 É !2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ H (").(úÄÅÓØ H (") | ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅ-ÀÝÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ " É 1− ".)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ n ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !1 É !2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ × k�ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ222



ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ) �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n Ó kÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ nH (k=n) + O(log n) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 7.3.1, ÔÅÏÒÅÍÁ 122,Ó. 194); ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒ£Í �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓËÁÖÅÍ, ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÕÀ), ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÎÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (× ÓÍÙÓÌÅ âÅÚÉËÏ×ÉÞÁ) ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, É �ÏÜÔÏÍÕÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀ-ÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÁÑ �Ï âÅÚÉËÏ×ÉÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1), ÉÍÅÅÔ (�Ï ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ 2) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÅÄÉÎÉ�Å.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÓÔÁ£ÔÓÑÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÉÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. ⊲[ëÁË �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï? ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ? ÇÄÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓ É ÇÄÅÄÁÎ ÏÔ×ÅÔ? - ÎÁÄÏ Ó�ÒÏÓÉÔØ Õ ìÏÒÁÎÁ℄8.8. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÷ØÀÇÉÎÁ? ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ ÌÉ ÚÁ�ÉÓÉ?
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9. þÁÓÔÏÔÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ[mises℄9.1. éÓÈÏÄÎÙÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ[misesorig℄óÅÊÞÁÓ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÒÉ×ÙËÌÉ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ,ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÂÙÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ É �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ Ï�ÅÎÉÔØ ÚÁÍÙÓÅÌ òÉ-ÈÁÒÄÁ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÏÓÎÏ×Å �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ, ËÁË ÏÎ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ËÏÌÌÅËÔÉ×Á. �ÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ �Ï�ÒÏÂÕÅÍ.÷ �ÒÉÒÏÄÅ ÂÙ×ÁÀÔ Ñ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÇËÏ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ (�ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÉÚÕÞÅÎÙ Õ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÅ ÉÍÉ ÚÁËÏÎÙ), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÁÎÅÔ. îÏ ÂÙ×ÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ: ËÁË ÂÙ ÍÙÎÉ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ �ÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ, ÏÂÙÞÎÏ ÏËÏÌÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÍÉ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ (ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÎÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ) �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉ×Á | ÔÒÕÄÎÏ �ÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ×(ÂÕË× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÎÕÌÑ ÉÅÄÉÎÉ�Ù). á ÏÓÎÏ×ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ËÏÌÌÅËÔÉ×Á ! = !0!1 : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ :ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ p = limn→∞

!0 + !1 + : : :+ !n−1nÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (Ó ÔÅÍ ÖÅ p), ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÓÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÓËÁÖÅÍ, ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÙÊ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ, ÉÌÉ ÞÌÅÎÙ Ó ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÉÌÉ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ �ÏÓÌÅ ÅÄÉ-ÎÉ�).õËÁÚÁÎÎÏÅ p É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù (× ÄÁÎÎÏÍ ËÏÌÌÅËÔÉ×Å).óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉ×Ï× ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ �ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ�, ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÕÓ�ÅÛÎÕÀÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÏÒÎÙÈ ÄÏÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ ÒÁÚÏÒÉÌÉÓØ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÇÒÙ,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ×ÙÂÉÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁ-ÓÔÏÔ.�ÁË | ÉÌÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË | ÇÏ×ÏÒÉÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÇÏ ËÎÉÇÕ \Wahrshein-lihkeit, Statistik und Wahrheit" [54℄; ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ÂÙÌÁ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË �ÏÄ ÎÁ-Ú×ÁÎÉÅÍ �÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ� [55℄ | ×ÉÄÉÍÏ, ÓÌÏ×Ï Wahrheit (ÉÓÔÉÎÁ) × ÎÁÚ×ÁÎÉÉ�ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÓÍÅÌÙÍ �ÏÓÑÇÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÎÁ �ÒÅÒÏÇÁÔÉ×Ù ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÒÎÏÇÏ É �ÏÄ-ÌÉÎÎÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉÑ). îÏ ÇÏ×ÏÒÉÌ ÏÎ ÜÔÏ ÎÅ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ å×ËÌÉÄÁ ÉÌÉ ó�ÉÎÏÚÙ, Á ×ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÓÔÏÊÞÉ×Ù.äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑ×ÉÔØÁËÓÉÏÍÏÊ ÉÌÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ, ÜÔÏ ÅÝ£ ËÕÄÁ ÎÉ ÛÌÏ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜËÓ�ÅÒÉ-ÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ, ÇÏ×ÏÒÑÝÉÊ ÎÅÞÔÏ Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ,ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁÓÍÅÛËÉ). îÏ ÕÖ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉÞÁÓÔÏÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ. 224



ðÒÏÂÌÅÍÁ ÚÄÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, ËÁËÉÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ×ÙÂÉ-ÒÁÔØ. óÁÍ íÉÚÅÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÌÓÑ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÔÒÉ ÔÁËÉÈ �ÒÁ×ÉÌÁ ÍÙ �ÒÉ×ÅÌÉ), Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÌ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÉ ÉÌÉ ÎÅ×ËÌÀÞÅÎÉÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ×ÙÂÉÒÁÅÍÕÀ �ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÍÙÍÏÇÌÉ ÂÙ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�(ÉÌÉ ÎÕÌÅÊ), ÎÁÒÕÛÉ× Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ.ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÚÁÍÙÓÌÁ íÉÚÅÓÁ, É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ËÏÌ-ÌÅËÔÉ×Ï× (ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÌÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ); �ÒÉ ÜÔÏÍ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÁ£Ô ËÏÌÌÅËÔÉ×, �ÏÚ×ÏÌÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÉÔÁÔØÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÎÁÕÞÎÙÍ ÉÌÉ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÍ É ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÔÏÒÏÎÅ.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ (p = 1=2),ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ Ñ×ÎÏ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊÉ ÅÄÉÎÉ� ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉ� (ÉÌÉ ÎÕÌÅÊ) × ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÒÁ×ÅÎ 1=2.9.2. ðÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×[misessel℄ðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ: ÍÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÉ !n × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ×ÓÅ�ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ !0!1 : : : !n−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �ÒÁ-×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ×ÓÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á !0 : : : !n−1 × Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {×ËÌÀÞÁÔØ; ÎÅ ×ËÌÀÞÁÔØ}, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R Ä×ÏÉÞ-ÎÙÈ ÓÌÏ× (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �×ËÌÀÞÁÔØ�).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ⊂ � ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÅ ÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SR , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ 
 ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ) �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØSR (!) ∈ �. á ÉÍÅÎÎÏ, SR (!) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ !n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ !0 : : : !n−1 ∈ R (× ÔÏÍ ÖÅ�ÏÒÑÄËÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÛÌÉ × !).ðÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ R ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á x ,ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ×ÙÂÏÒÏÍ ÞÌÅÎÏ× !n , ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÚÁÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ (�ÒÉ ÔÅÈ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R ). äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ:�ÒÁ×ÉÌÏ �×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉ�� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ R , ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ×ÓÅÈÓÌÏ×, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ × ËÁÚÉÎÏ, ÇÄÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÏÒÌÑÎËÕ, ÚÁÒÁÎÅÅÎÁÍÅÔÉ× ËÁËÏÅ-ÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ, É ÄÅÌÁÅÍ ÓÔÁ×ËÉ × ÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÉÌÏ×ÙÂÏÒÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á ÍÙÎÅ �ÏÌÕÞÉÍ É �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 1=2. îÏ ÜÔÏ×ÅÒÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ: ÚÁÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÚÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ) ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙ Õ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÉÇÒÁÌÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!) ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ Ï�ÒÅ-225



ÄÅÌÉÔØ ËÏÌÌÅËÔÉ× ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!)ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× R : �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÌÅËÔÉ×Ï××ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÚÁÍÅÔÉÌ ÷ÁÌØÄ [85℄, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ SRi(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ri ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !,ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á:�ÒÉ ÌÀÂÏÍ i �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SRi (!) ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ).üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 141. [wald-theorem℄ ðÕÓÔØ R | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ∈ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ SR (!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ-×ÁÎÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�).óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÁÖÄÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÔÂÒÁËÏ×Ù×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï. óÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ ÄÁ£Ô ÓÞ£ÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÏÔÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ (É ÄÁÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 1).
⊳ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏ-ÔÏÒÏÍÕ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ,ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2), Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ U ⊂ 
 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ S−1R (U ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕÎÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ SR (!)ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÛÁÎÓÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÕÌ£Í É ÅÄÉÎÉ�ÅÊ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÂÉÔÁÈ), ÉÒÁÚÎÉ�Á Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ |ÎÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.(îÁÇÌÑÄÎÏ ÜÔÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÚÁÇÁÄËÏÊ: ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÄÏÌÑ ÍÕÖÞÉÎ, ÅÓÌÉ�ÏÓÌÅ ÒÏÖÄÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÙÎÁ ÖÅÎÝÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÒÏÖÁÔØ ÄÅÔÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÓÌÅÄÎÉËÂÙÌ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ? ïÔ×ÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ �Ï ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ.)æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁË:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �x ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x É Ä×Á ÅÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x0 É �x1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ SRÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÉÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏ).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á z , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ SR �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑx É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z ∈ R . ïÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÍ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï x ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÏ É ×ÏÔ-×ÏÔÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
z0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ z ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É, ËÁË ÌÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ, ×ÍÅÓÔÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x1ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ 
z1. íÙ ÒÁÚÂÉÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅÞÁÓÔÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÒÙ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÒÁ×ÎÙ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �x ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−l (x). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍ£Í �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ 
xi Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ226



�ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× �xi ; ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.ïÂßÅÄÉÎÉ× ×ÓÅ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S−1R (U ) Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ.ìÅÍÍÁ (Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ 141) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�(S−1R (U )) 6 �(U )ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ 
. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ SR (!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ(ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ) !, ×ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: SR (!) ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �(S−1R (U )) = �(U )ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ U .189 ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÉÍÅÅÔ ÂÅÒÎÕÌ-ÌÉÅ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ),ÔÏ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!) ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ËÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ).éÔÁË, �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉ×Á ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ (ËÏÌÌÅËÔÉ×Ù ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ), ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÓÅÈ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ R ⊂ �)×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. îÏ ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï?9.3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ[miseshurh℄ó �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ SR , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ R . üÔÏ�ÒÅÄÌÏÖÉÌ á. þ£ÒÞ [11℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ �Ï þ£ÒÞÕ,Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÙÈ �Ï þ£ÒÞÕ �ÒÁ×ÉÌÁÈ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ.íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏ×ÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 1. ÷ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 142. [martinlof-hurh℄ ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ.
⊳ üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÔÅÏÒÅÍÁ 32, Ó. 67; ÓÍ. ÔÁË-ÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 8.4) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÕËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 1=2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ SR | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �Ï þ£ÒÞÕ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÍ RËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 141 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ (×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ �ÒÏÏÂÒÁÚÕ, ÔÏ ÅÓÔØ Å£ÏÂÒÁÚ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÅÎ). ⊲þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÕÓÉ-ÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ? îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÕË×, ÎÏ É �ÏÄÓÌÏ× ÔÁËÏ×Ù, ËÁËÉÍÉ ÏÎÉÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ: 227



�ÅÏÒÅÍÁ 143. [mises-frequenies℄ ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á U | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ �ÏÚÉ�ÉÉ k , ÎÁÞÉÎÁÑ ÓËÏÔÏÒÙÈ U ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ! (ÔÏ ÅÓÔØ U0U1 : : : = !k!k+1 : : :). �ÏÇÄÁ ÄÏÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÚÉ�ÉÊÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ N �ÏÚÉ�ÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2l (U ) �ÒÉ N → ∞.
⊳ ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÕÌÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÏÚÉ�ÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏ�×ÙÂÉÒÁÔØ �ÏÓÌÅ ÎÕÌÅÊ�. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ�ÒÉÍÅÒÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÎÕÌÅÊ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÕÌÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÕÌÉ ÉÅÄÉÎÉ�Ù (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÇÒÕ�� 00 É 01 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=4). �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏ�×ÙÂÉÒÁÔØ �ÏÓÌÅ 00� (ÉÌÉ �ÏÓÌÅ 01) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ⊲190 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÔØÎÁ ÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ k , ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 2k ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÂÕÄÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ,ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë 1=2k . [üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÌÏËÉ ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, Á ÌÉÛØ ÎÁ ËÒÁÔÎÙÈ k ; ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.℄ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 143, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÓÔÒÅÞÁ-ÅÔÓÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ (× �ÒÅÄÅÌÅ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ É ÄÏ íÉÚÅÓÁ É ÎÁÚÙ×ÁÌÉÓØ �ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍÉ� (ÔÏÔ ÖÅ ÔÅÒÍÉÎ �ÒÉÍÅÎÑÀÔ É Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÚÁ�ÉÓÑÍÉËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).191 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ �× ÕÍÅ� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.℄[÷ÒÏÄÅ ÂÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ J. Wall × Ó×ÏÅÊ PhD ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ × 1949 ÇÏÄÕ (University of Califor-nia, Berkeley), Á ÔÁËÖÅ ÜÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ × ËÎÉÇÅ L. Kuipers, H. Niederreiter, Uniform Distributionof Sequenes, Wiley-Intersiene, 1949. îÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, Á ÅÝ£ ÌÕÞÛÅ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÎÑÔÎÏ. åÝ£ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ÉÄÉÍÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ | ÎÁÄÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ × ëÎÕÔÅ. þÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ�ÒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, e , � ÉÌÉ √2?℄óÒÅÄÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ É ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÉÓÁÔØ�ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ É ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ �ÉÆÒÙ × ÏÄÎÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 : : :(�ÒÉÍÅÒ âÏÒÅÌÑ).192 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÒÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ k , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÅÓÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ÚÁ�ÉÓÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎÑÀÔ ÞÁÓÔÏÔÙ, Á × ÓÒÅÄÎÅÍ�Ï ×ÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÞÁÓÔÏÔÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙ.℄[ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÅ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÔÏÖÅ, ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÎÅ ÎÅÇÏ; �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÂÙÌÏ × ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ�ØÀÒÉÎÇÁ (Beher)℄îÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏÊ, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ÏÔÂÉÒÁÀÝÅÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁ ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁËÏÔÏÒÙÈ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÉ (ÅÄÉÎÉ�Ù). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ228



�ÅÏÒÅÍÁ 144. [mises-guess℄ äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÙÔÁÀÝÅÇÏ-ÓÑ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï Å£ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÞÌÅÎÁÍ, ÄÏÌÑÕÓ�ÅÛÎÙÈ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË 1=2.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á �ÒÁ×ÉÌÁ×ÙÂÏÒÁ: ÏÄÎÏ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎ ÎÕÌØ, ÄÒÕÇÏÅ | ÇÄÅ ÅÄÉÎÉ�Á. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÓÍÅÓØ� Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚÎÉÈ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ×Ó£ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ), É �ÏÔÏÍÕ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÙÈ�ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2. úÎÁÞÉÔ, É ÏÂÝÁÑ ÄÏÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÙÈ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË 1=2. ⊲üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: �ÅÒÅÄ�ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍ-ÍÕ (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù) ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÓÈÏÄÏ×(ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Õ). åÓÌÉ ÍÙ ÕÇÁÄÁÌÉ, ÔÏ ÓÔÁ×ËÁ ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÇÁÄÁÌÉ | �ÒÏ�ÁÄÁ-ÅÔ. îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ S , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄. (ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÁ×ËÅ ÎÁ 0, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ | ÎÁ 1.) óÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S ÎÁÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ !0 : : : !n−1 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËn−1

∑i=0 S (!0 : : : !i−1) · (−1)!i[ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÉÇÒÙÛÕ | ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÉÇÒÕ ×ÄÏÌÇ℄�ÅÏÒÅÍÁ 145. [ontinuous-bets℄ ðÕÓÔØ S | ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, Á ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ×ÙÉÇÒÙÛ S ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÅÓÔØ o(n).
⊳ ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É −1. �ÏÇÄÁ Å£ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ; ÄÏÌÑ ÕÓ�ÅÈÏ× ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË 1=2, ÞÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ×ÙÉÇÒÙÛ (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÇÒÕ) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ.åÓÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ S �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÒÁÔÎÙÅ 1=k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k(ÏÔ −1 ÄÏ 1 Ó ÛÁÇÏÍ 1=k), ÔÏ Å£ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ 2k ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1 É 1; �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÉÇÒÙÛ S ÂÕÄÅÔ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ×ÙÉÇÒÙÛÅÊ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ, É ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÉÇÒÙÛ ÅÓÔØ o(n), ÔÏ É ÄÌÑÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ o(n). (íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n .)ïÓÔÁÌÏÓØ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛ S ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (�Ï ÍÏÄÕÌÀ) "n ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n .÷ÙÂÅÒÅÍ k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 1=k ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ", É �ÒÉÂÌÉÚÉÍ ÎÁÛÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ S ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊS ′ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÒÁÔÎÙÍÉ 1=k (ÚÁÍÅÎÉ× ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ; ÏÛÉÂËÁ229



ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "=2). äÌÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S ′ ×ÙÉÇÒÙÛ ÅÓÔØ o(n) É �ÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ ("=2)n ÄÌÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n , Á ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ×ÙÉÇÒÙÛÅÍ ÄÌÑ S É S ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ("=2)n . ⊲åÝ£ ÏÄÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÅÅÓÑ ÆÏÎ íÉÚÅÓÏÍ ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÓ×ÏÊÓÔ× ËÏÌÌÅËÔÉ×Ï×):�ÅÏÒÅÍÁ 146. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï þ£ÒÞÕ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅ-ÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁ£Ô ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ, ÌÉÂÏ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏ-ËÒÁÔÎÏÍÕ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÞÌÅÎÙ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á�ÏÔÏÍ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÞÌÅÎÙ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔØ, ÔÏ ×ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. (á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ�ÒÁ×ÉÌ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.) ⊲(÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÒÁÚÄÅÌ 9.12, Ó. 251) ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ �ÒÁ×ÉÌ (ÎÅÍÏ-ÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅÓÕ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ �ÒÁ×ÉÌ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, É, ÂÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ,ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 177, Ó. 269.)åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ É íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ?ëÁË ÍÙ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ Õ×ÉÄÉÍ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ | ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ.îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ �Ï �Ï×ÏÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ íÉÚÅÓÁ.9.4. ðÒÉÍÅÒ ÷ÉÌÌÑ[misesville℄íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× Ri ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌ×ÙÂÏÒÁ SRi | �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1. îÏ ÍÏÖÎÏÄÁÔØ É ÂÏÌÅÅ �ÒÑÍÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÁÍ ÷ÉÌÌÑ [81℄ ÉìÁ×ÌÜÎÄÁ [40℄.[îÅ�ÌÏÈÏ ÂÙ ×Ó£-ÔÁËÉ �ÒÏÞÅÓÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÷ÉÌÌÑ É ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÔÁ ÌÉ ÔÁÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ! ìÁ×ÌÜÎÄ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ÎÅ ÎÁ ÷ÉÌÌÑ, Á ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ Levin, Minsky, Silver℄äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ SR , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ R . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ SR (!) =01010101 : : : (ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ) É �ÏÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!) ÓÂÁÌÁÎ-ÓÉÒÏ×ÁÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ! �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï). ëÏÇÄÁ �ÒÁ×ÉÌÏ SR�ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÍ �Ï ÓÞ£ÔÕÂÕÄÅÔ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ (Þ£ÔÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ) É × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁ×ÉÍ × ! ÎÕÌØ ÉÌÉÅÄÉÎÉ�Õ. (�Å ÞÌÅÎÙ !, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÙÂÒÁÎÙ �ÒÁ×ÉÌÏÍ SR , ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÙÍÉ.)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× R1; : : : ; Rm . íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏÉÚ �ÒÁ×ÉÌ SRi . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ !n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌSRi (�ÒÉ i = 1; : : : ;m) ×ËÌÀÞÁÀÔ ÅÇÏ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ÓÏÓÔÁ×ÉÍ m -ÂÉÔÏ×ÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ230



ÎÁ 2m �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ 2m ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÜÔÏÇÏ ÂÉÔÏ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ.(îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙ.)ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÔÉ 2m �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕ-ÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ 010101 : : : (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÕÌÉÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ !0 : : : !n−1 ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ !n? ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÊ ÂÉÔÏ×ÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ !n(ËÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÅÇÏ ×ÙÂÅÒÕÔ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ËÁËÕÀ ÉÚ 2m �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ�Ï�ÁÄ£Ô !n . ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÉÍ �Ï ÓÞ£ÔÕ (Þ£ÔÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ) ÞÌÅÎÏÍ ÜÔÏÊ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ !n .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ SRi (!) ÂÕÄÅÔ ÓÍÅÓØÀ 2m−1 �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÈ, Õ ËÏ-ÔÏÒÙÈ × ÂÉÔÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ ÎÁ i -Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á, É �ÏÔÏÍÕ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÓÔÏÊ-ÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ (ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ SRi (!) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�, Á ÒÁÚÎÉ�Á × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÞÉÓÌÏÍ 2m−1, �Ï-ÓËÏÌØËÕ × ËÁÖÄÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÉ�Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù).ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÁ×ÉÌ R1; R2; : : :. íÙ ÂÕÄÅÍ�ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ �ÏÄËÌÀÞÁÔØ ÜÔÉ �ÒÁ×ÉÌÁ, × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÑ ÄÅÌÏ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ�ÒÁ×ÉÌ. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË !0 : : : !n−1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ri ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (É ËÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ SRi×ÙÂÅÒÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ, �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ, ÞÌÅÎ !n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). �Å�ÅÒØ ÜÔÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ m -ÂÉÔÏ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÂÉÔÏ×u1u2 : : : (ÂÉÔ ui ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ SRi ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ). äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÕÔØ u1u2 : : : × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k0 < k1 < k2 < : : : ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÓÔØ ki = 22i . îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÁË-ÔÉ×ÎÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÄÏÌØ �ÕÔÉ u1u2 : : :, ÎÁÊÄ£Í �ÅÒ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁÁËÔÉ×ÎÏÊ ÍÅÎÅÅ ki ÒÁÚ, ÇÄÅ i | ×ÙÓÏÔÁ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÄÅÒÅ×Å, É ÏÂßÑ×ÉÍ ÁËÔÉ×ÎÏÊ Å£. äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÁËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÓÌÏ×Ï x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
• i -ÙÊ ÂÉÔ x ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÁ×ÉÌÏ SRi ×ÙÂÉÒÁÅÔ !n ;
• ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ (× �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ !0 : : : !n−1) ×ÅÒÛÉÎÁ x ÂÙÌÁÁËÔÉ×ÎÁ ÍÅÎÅÅ kl (x) ÒÁÚ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !0!1 : : : ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÍÅÓØ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ(ËÏÎÅÞÎÙÈ) �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÞ£ÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁËÔÉ×-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÅ x , ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅkl (x), ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÏÞÅ.ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÌÁ ×ÉÄ 010101 : : :. �Å�ÅÒØ, �ÒÁ×ÄÁ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÂÕÄÅÔ ÓÍÅÓØÀÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÎÅÞÎÙÈ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÎÁÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÁ-×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ SRi ×ÙÂÅÒÅÔ ÉÚ ÎÅ£ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.÷ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÜÔÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×. ÷Ï-�ÅÒ-×ÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁËÔÉ×ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÒÏÞÅ i (É �ÒÁ×ÉÌÏ SRi ×ÏÏÂÝÅÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏ×). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÙÍ231



ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÁËÔÉ×ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ i -Ê ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ×�ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 20k0 + : : :+ 2i−1ki−1) É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÉÍÉ �ÒÅÎÅ-ÂÒÅÇÁÅÍ.þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉÓÁÍÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÁËÔÉ×ÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ×ÓÔÒÅÔÉ×ÛÁÑÓÑ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ SRi , ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ N > i , ÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ� (×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ) × ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÉ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ O(2N ), Á ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ kN−1, �ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÁËÔÉ×ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍÍÙ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 2N = o(kN−1).éÔÁË, ÍÙ Ï�ÉÓÁÌÉ Ñ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ. þÔÏ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÜÔÁËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �Ï ÓÏ-ÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÅÒÙ)? îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÍÅÛÉ×ÁÅÍÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 010101 : : : ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÈ ÓÍÅÓÉÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 147. [mises-hurh-ville℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�.éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÖÅ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ�Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ, ÎÏ ÎÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁÚÁËÏÎÁ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ | ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÔÏÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ× ÒÁÚÄÅÌÅ 8.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ 132).193 [ville-1℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÅ, É ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ.ðÕÓÔØ pn | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÄÌÉÎÙ n ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ pn ÕÂÙ×ÁÅÔ É ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, É Å£�ÒÅÄÅÌ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏÄÏÖÄÁÔØÓÑ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ pn ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ ".℄194 [ville-2℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ,ÎÅ ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÚÁËÏÎ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�, �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ 1=2. åÓÌÉ×ÚÑÔØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n , ÔÏ ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÌÉÚËÉ Ë ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ (ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÎÁÍÅÎØÛÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÖÉÄÁÅÍÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ).℄íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ)Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.
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�ÅÏÒÅÍÁ 148. [mises-hurh-logarithm℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = !0!1 : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊKS (!0 : : : !n−1) = O(log n):
⊳ íÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏ ×ÓÅÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ×ÙÂÏÒÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅ-ÍÙÍ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ri ×ÓÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. (þÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ | ÉÎÁÞÅ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏíÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.)íÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÒÑÄ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁ-ÄÁÀÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ×ÙÂÏÒÁ). �ÁËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÄÌÑ �ÅÒ×ÙÈ m �ÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔ mÂÉÔÏ× (�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ) É �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÁÛÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, �ÏËÁÍÙ ÎÅ ÄÏÊÄ£Í ÄÏ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ m . á Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ km−1 = 22m−2. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂß£Í ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÌÉÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ), ÞÔÏ É ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£ ÒÁÚ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÅÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 149. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀ-ÝÁÑÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ, �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ? îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÔÁ×ËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.9.5. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ[misesmart℄çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ËÏÌÌÅËÔÉ×Ï×, ÍÙ Á�ÅÌÌÉÒÏ×ÁÌÉ Ë ÁÚÁÒÔÎÙÍ ÉÇÒÁÍ. îÏ Ó ÜÔÏÊÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÁÄÏ �ÒÉÚÎÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ: ËÌÉÅÎÔ�ÒÉÈÏÄÉÔ × ËÁÚÉÎÏ, ÇÄÅ ÂÒÏÓÁÀÔ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ, ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÒÏÓÁÎÉÑ É ÚÁÔÅÍ �×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ� (ÔÏÞÎÅÅ, Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÅÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ï ÞÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÎÅÔÙ), ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈÂÒÏÓÁÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ 1=2.ðÒÉÂÌÉÖÁÑÓØ Ë ÉÇÒÏ×ÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÁ×ËÕÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÒÕÂÌØ) × ÉÚÂÒÁÎÎÙÈ ÉÇÒÁÈ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÚÉÎÏ �ÒÉ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÅÒÉÔ ÅÍÕ × ÄÏÌÇ); ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ×ÙÉÇÒÙÛ (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÏÄÎÕÓÔÁ×ËÕ) ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ Ë ÎÕÌÀ. á ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅÞÅÓÔÎÏÊ.âÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÇÒÙ. ðÕÓÔØ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ × ËÁÚÉÎÏ,ÉÍÅÑ ÒÕÂÌØ. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÙ ÄÅÌÉÍ ÎÁÛ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁ×ÉÍÎÁ ÎÕÌØ É ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. �Á ÞÁÓÔØ, ÇÄÅ ÍÙ ÎÅ ÕÇÁÄÁÌÉ, �ÒÏ�ÁÄÁÅÔ, Á ÇÄÅ ÕÇÁÄÁÌÉ | ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ,É ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÇÒÕ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÄÅÌÉÌÉ ËÁ�ÉÔÁÌ �ÏÒÏ×ÎÕ ÍÅÖÄÕ 0 É 1,233



ÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÎÅÍÓÑ ��ÒÉ Ó×ÏÉÈ�. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÔÁ×ÉÔØ ÞÁÓÔØ ËÁ�ÉÔÁÌÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.)îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ (�Ï ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔ-ÒÅÚËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÓËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ É ÓËÏÌØËÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.�ÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ m(x) | ËÁ�É-ÔÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ x �ÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ: �ÏÓÌÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á x ÍÙ ÓÔÁ×ÉÍ m(x0)=2 ÎÁ ÎÕÌØ Ém(x1)=2 ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
• m(�) = 1 (× ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ, �ÒÉ �ÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å, ÎÁÛ ËÁ�ÉÔÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å);
• m(x) = (m(x0) +m(x1))=2 (ÍÙ ÓÔÁ×ÉÍ ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ).æÕÎË�ÉÀ m , ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. (÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÒ ÎÁ 
. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ×ÉÄÙ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÂÏÌØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔØ ÎÅ�ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.) �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÈ, ÉÍ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ.ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �(
x)=�(
x) (ÇÄÅ � | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 
, Á 
x ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á x) ÅÓÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, É ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÍÅÒÅ �.195 õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×Á):�ÅÏÒÅÍÁ 150. [martingale-inequality℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÉÞÉÓÌÏ k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k , É ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.�ÏÇÄÁ (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k .
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ m , É ÒÅÛÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÔÏÌØËÏÎÁÛ ËÁ�ÉÔÁÌ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ (ÉÌÉ �ÒÅ×ÙÓÉÔ) k , ÍÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÉÇÒÕ É ÕÈÏÄÉÍ ÉÚ ËÁÚÉÎÏ. ñÓÎÏ,ÞÔÏ × ÓÉÌÕ �ÞÅÓÔÎÏÓÔÉ� ÉÇÒÙ ÓÒÅÄÎÉÊ ×ÙÉÇÒÙÛ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1, �ÏÜÔÏÍÕÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ k , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k .æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÝÅ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÅÒ. ðÕÓÔØ m(x) ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �(
x)=�(
x)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ � (Á � | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ). íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÅ x , Õ ËÏÔÏÒÙÈ�-ÍÅÒÁ ËÏÎÕÓÁ 
x �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �-ÍÅÒÕ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ËÏÎÕÓÁ × k ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚ. éÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌ Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ), ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÕÓÙ. óÕÍÍÁÒÎÁÑ �-ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ËÏÎÕÓÏ× �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × kÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �-ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. ⊲÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÓÔÒÁÔÅÇÉÀ (ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÎÏÇÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ Õ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á. 234



�ÅÏÒÅÍÁ 151. [winning-martingale℄ ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ 
ÍÅÒÙ " > 0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: Õ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=".
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÕ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(X ) = �(X ∩ U )=". (÷ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U | ÎÕÌØ,×ÎÕÔÒÉ U | × (1=") ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ.) ïÔÎÏÛÅÎÉÅ m(x) = �(
x)=�(
x) É ÂÕÄÅÔÉÓËÏÍÙÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ! ∈ U , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌÏ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ !, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 
x ⊂ U É m(x) = 1=". ⊲üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÉ ËÁÚÉÎÏ | ÖÕ-ÌÉËÉ É ÔÏÒÇÕÀÔ, ËÁË ÔÅ�ÅÒØ ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÉÎÓÁÊÄÅÒÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ�. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÉ ÇÏÔÏ×ÙÚÁÒÁÎÅÅ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , × ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÕÄÕÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÂÒÏÓÁÎÉÊ. ëÁËÏ×Á �ÒÙÎÏÞÎÁÑ �ÅÎÁ� ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÁ×ÏÍ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ-ÞÁÔØ ÉÇÒÕ Ó ËÁ�ÉÔÁÌÏÍ 1? ïÔ×ÅÔ: 1=�(U ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÅÒ×ÙÈ N ÂÒÏÓÁÎÉÊ(ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÅÒÙ 1=2N ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ N ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ É × ÉÔÏÇÅ�ÏÌÕÞÉÔØ 2N . äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ-ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ(�× ÎÁÛÅÍ ËÁÚÉÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ N ÎÕÌÅÊ �ÏÄÒÑÄ Ó ÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙ�), ÔÏ É ÜÔÏ �ÏÚ×Ï-ÌÉÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ (�ÒÁ×ÄÁ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ, �ÏÌÕÞÉ× 2N=(2N −1) ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏËÁ�ÉÔÁÌÁ 1).ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÉÇÒÏËÁ (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ).åÓÌÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÈÏÄÕ ÄÅÌÉÔÓÑ × �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ a0 : a1 (ÍÅÖÄÕ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ ÎÕÌØ É ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ), ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÛËÁ�ÉÔÁÌ × ÜÔÏÊ ÓÁÍÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ U ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ 0, ÔÏ×ÅÓØ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÕÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ.) �ÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÔÅËÕÝÉÊ ËÁ�ÉÔÁÌÄÏÌÑ U ÓÒÅÄÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÔÅËÕÝÅÊ �ÏÚÉ�ÉÉÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÉÇÒÙ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ", Á �ÒÉ�Ï�ÁÄÁÎÉÉ × ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÍ ÎÅ�ÒÏÄÁÌÉ ÌÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1, Á �ÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1=".áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× É ÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É × ��ÒÅÄÅÌØÎÏÍ�ÓÌÕÞÁÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÅÓÌÉÚÎÁÞÅÎÉÑ m ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 152. [martingale-null℄(Á) ðÕÓÔØ m | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ! ∈ 
, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.(Â) ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎ-ÇÁÌ m , ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ X .
⊳ (Á) íÎÏÖÅÓÔ×Ï Uk ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÒÔÉÎ-ÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=k (É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ);×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ m ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.(Â) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Uk , ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ X , É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ mk , ËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ k ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ Uk (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X ). �Å�ÅÒØ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ235



ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÅÓÔØ ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁÛ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ, É Ó ËÁÖÄÏÊÞÁÓÔØÀ ÉÇÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ). âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ m4nÓ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÁ�ÉÔÁÌÏÍ 2−n �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n (ÒÁÚÌÏÖÉ× ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ 1 ×ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ∑ 2−n ); ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ U4n (É �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ X ) ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎ ×ÙÉÇÒÙÛ 4n · 2−n = 2n . úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÉÊ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÁ ÌÀÂÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ X ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ⊲äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÌØÎÏ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ(ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 135), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌm ÓÉÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 152 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ,ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÓÉÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X . (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÉÚÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 151 ÒÁ×ÅÎ 1=" ÎÁ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 85, Ó. 137 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÓÉÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. (ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ �ÏÎÑÔÉÊ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÓ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ, ÍÙ ÅÝ£ ÂÕÄÅÍ ÍÎÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ.)ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ×ÙÉÇÒÙÛÁ Ë ÓÉÌØÎÏÍÕ ×ÙÉÇÒÙÛÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ É ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 153. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ′, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÌØÎÏ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ Õ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m .
⊳ íÁÒÔÉÎÇÁÌ m ′ ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË ÚÁ�ÁÓÌÉ×ÙÊ ÉÇÒÏË: ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ×ÙÉÇÒÙÛÁ 2(�Ï m -ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ), ÏÎ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÅÔ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÎÁ Þ£ÒÎÙÊ ÄÅÎØ� (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÉÇÒÏË ÓÔÁ×ÉÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ÎÁ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉ�Õ), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ ËÁË m(ÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ). ëÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ×ÙÉÇÒÙÛ 4 (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ×ÙÉÇÒÙÛÕ 8 ÄÌÑ m), ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÕ (ÔÏ ÅÓÔØ 2) ÎÁ Þ£ÒÎÙÊ ÄÅÎØ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÓÎÏ×Á�ÕÓËÁÅÍ × ÉÇÒÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó m , É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ⊲äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù (ÄÅËÌÁÒÉÒÕÅ-ÍÙÅ ËÁÚÉÎÏ) ÒÁ×ÎÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÔÁ×ËÉ É ÎÁ ÎÕÌØ, É ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÕÄ×ÁÉ×ÁÀÔÓÑ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ 1=3, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 2=3. �ÏÇÄÁ ÓÔÁ×ËÁ ÎÁ ÎÕÌØ ÄÏÌÖÎÁ ÕÔÒÁÉ×ÁÔØÓÑ, Á ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ |Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÉÚÍÅ-ÎÉÔÓÑ: m(x) (ËÁ�ÉÔÁÌ �ÏÓÌÅ x) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÕÌØ(ÔÏ ÅÓÔØ m(x0)=3) É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ (ÔÏ ÅÓÔØ 2m(x1)=3):m(x) = 13m(x0) + 23m(x1):üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ É ÔÁË: ËÁ�ÉÔÁÌ ÄÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÉÇÒÙ ÒÁ×ÅÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕÏÖÉÄÁÎÉÀ ËÁ�ÉÔÁÌÁ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ.äÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÎÁ 
 (ÄÅËÌÁÒÉÒÕÅÍÏÅ ËÁÚÉÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÍÏÎÅÔÙ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕË×ÏÊ �, �ÏÌÏÖÉ× �(x) = �(
x).236



æÕÎË�ÉÑ m(x), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � (Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍËÁ�ÉÔÁÌÏÍ | × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏ ÏÓÏÂÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ), ÅÓÌÉ m(�) = 1 Ém(x)�(x) = m(x0)�(x0) +m(x1)�(x1)�ÒÉ ×ÓÅÈ x . (üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ: �ÏÄÅÌÉ× ÎÁ �(x), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �(x0)=�(x) É �(x1)=�(x) �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù�ÏÓÌÅ x .)÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ m(x)�(x) ÚÁÄÁ£Ô ÍÅÒÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � (�-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ) | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÙ Ë �.äÁÌÅÅ ×Ó£ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. á ÉÍÅÎÎÏ:(1) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ k ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ �, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k ;(2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ 1=�(U ) ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ U ;(3) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÉÍÅÅÔ �-ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �-ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ (×ÁÒÉÁÎÔ: ÓÉÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ) Õ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÚ X .÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï:�ÅÏÒÅÍÁ 154. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÎÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ (É ÄÁÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ×ÓÅÈ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ).
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m(x0) É m(x1) ÎÅ ÂÏÌØÛÅm(x), �ÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ, ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ⊲(åÓÌÉ ËÒÕ�ØÅ ÍÏÖÅÔ ÍÁÎÉ�ÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÏÎÅÔÏÊ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÌÉ-ÅÎÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌ.)[�ÅÏÒÅÍÁ äÕÂÁ: ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÉÍÅ- ÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÎÁ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ: ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.℄9.6. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ[misesmart1℄�ÅÏÒÅÍÕ 152 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:(Á) ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ,ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ;(Â) ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ (ÎÁÊÄÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ).üÔÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÍÙÓÌ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, Ó ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÄÏÂÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. þÔÏÂÙÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ,ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.237



÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÉÚÌÏÖÉÍ × ÔÁËÏÍ ÓÔÉÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØ-ÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Bp , × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ p.äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ q > p ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ q� ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. (äÌÑ q < p É ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ�ÞÁÓÔÏÔÁ ÍÅÎØÛÅ q� ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ÒÁ×ÎÙÊÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÅÒ Bq=Bp . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ z ÄÌÉÎÙ n Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÅÄÉÎÉ� r (ÉÚ nr ÅÄÉÎÉ� É n(1 − r) ÎÕÌÅÊ) �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÅ q nr(1− q)n(1−r)pnr(1− p)n(1−r) ;Á ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁ×ÅÎn [(r log q + (1− r) log(1− q))− (r log p + (1− r) log(1− p))℄:ðÏÓËÏÌØËÕ q > p , ÔÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ r :ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ r ÒÁ×ÅÎ log[q=p℄ + log[(1− p)=(1− q)℄, É ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ r > q (ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÊ) ÚÁÍÅÎÁ r ÎÁ q ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅn [(q log q + (1− q) log(1− q))− (q log p + (1− q) log(1− p)℄:óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ çÉÂÂÓÁ (Ó. 182) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅ ëÕÌØÂÁËÁ { ìÅÊÂÌÅÒÁ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ (q; 1−q) É (p; 1−p), �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ(ÇÄÅ ÞÁÓÔÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ q).üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÓÈÅÍÅ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ q �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑÏ�ÅÎËÉ ÍÅÒÙ Ó×ÏÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÌÉÛØ ÚÁÔÅÍ ÍÙ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÕÌÅ×ÏÅ.íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ É × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: ×ÚÑÔØ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï qi , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÉÚ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÔÏ É ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ.ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 (ÚÁÄÁÞÁ 47, Ó. 59), ÔÏÌØËÏ ÇÏ×ÏÒÉ-ÌÉ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É ÎÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÓÌÏ×Á �ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ�, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑÓØÕ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÍÉ Ä×ÕÈ ÍÅÒ. (ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ×ÒÁÚÄÅÌÅ 9.13.)196 ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ), ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍÅÄÉÎÉ�Ù. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÍÅÓØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×: �i ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ�ÒÅ×ÙÛÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ i ; ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁÜÔÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÎÅ ÍÅÎØÛÅ i É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ i , ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÕÌØ,ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÄÏÓÔÉÇÌÁ i , É ÏÛÉÂÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.℄÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó ÂÏÌÅÅ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. þÔÏÚÎÁÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ? üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ238



�ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ L (ÓËÁÖÅÍ, ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ) ÉÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ×ÅÒÎÏ (ÈÏÔÑ ÂÙ)ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ:
• �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ L ;
• ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ !.ä×ÉÇÁÑÓØ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÙÎÏÞÎÙÊ� (ÉÌÉ �ÉÇÒÏ×ÏÊ�)�ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� | ÜÔÏ ÎÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÔÁËÏ×ÏÊ, Á ÔÉ� ÇÁÒÁÎÔÉÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ �ÒÏÄÁ£ÔÓÑ.þÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ? ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ �ÒÏÄÁ×�Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ ÒÕÂÌØ �ÒÏÄÁ£Ô ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÅ. ðÏËÕ�ÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÔÉÒÁÔØ ËÒÁÓËÕ, ÏÔËÒÙ×ÁÑ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ.ðÒÏÄÁ×Å� ÄÁ£Ô ÇÁÒÁÎÔÉÀ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÑ (ËÏ�ÉÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ ÏÔÄÁ£Ô�ÒÏÄÁ×�Õ × ÚÁ�ÅÞÁÔÁÎÎÏÍ ËÏÎ×ÅÒÔÅ × ÍÏÍÅÎÔ �ÏËÕ�ËÉ) ÍÎÏÇÏ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÅÔ. �ÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉÜÔÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÉÍÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÎÁ ÕÖÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÂÉÔÁÈ, ÔÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØÍÏÖÅÔ ×ÅÒÎÕÔØ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÓÔÒÅÂÏ×Á× Ó �ÒÏÄÁ×�Á k ÒÕÂÌÅÊ ÎÅÕÓÔÏÊËÉ. (úÄÅÓØÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÂÉÔÙ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÀ, ÉÎÁÞÅ ÏÎ ÍÏÇ ÂÙ ÓÖÕÌØÎÉÞÁÔØ:�ÏÄÇÌÑÄÅÔØ ×�ÅÒ£Ä É ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ×ÙÇÏÄÎÙÈ ÅÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ ÂÉÔÏ×.)�ÁËÏÊ ÄÏÇÏ×ÏÒ (ËÁË, ÎÁ×ÅÒÎÏ, ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ ÆÉÎÁÎÓÉÓÔÙ) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÈÅÄÖÉÒÏ×ÁÔØ� ÒÉÓËÉ�ÏËÕ�ÁÔÅÌÑ: ÅÓÌÉ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ ÚÁ�ÒÁ×ÉÔ ËÕ�ÌÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × Ó×ÏÀ ÍÁÛÉÎÕ, É ÍÁ-ÛÉÎÁ �ÏÔÅÒ�ÉÔ ÕÝÅÒÂ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈÞÉÓÅÌ, ÔÏ �ÒÏÄÁ×Å� ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÍÅÓÔÉÔØ ÕÝÅÒÂ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ, �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÉ-ÔÅÌØÎÏ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÏÍÕ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÅÍ �ÒÉ �ÏËÕ�ËÅ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ��ÒÁËÔÉËÅ� ÒÅÞØ ÓËÏÒÅÅ ÂÕÄÅÔÉÄÔÉ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÎÏ ÓÁÍÁ ÓÈÅÍÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄ�ÉÓÁÎÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÊÎÏÇÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÀÔ ÍÅÒÕ (�Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÎÅ£ ÚÁ×ÉÓÉÔ ËÌÁÓÓ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÍÅÒÁ ÉÚÞÅÇÏ-ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ × �ÒÉÒÏÄÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÉ� ÄÏÇÏ×ÏÒÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍÏÇÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÅÍÉ �ÒÏÄÁ×�ÏÍ! (îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÏÄÁ×Å� ÄÏÌÖÅÎ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÇÁÒÁÎÔÉÀ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ!)�ÅÏÒÅÍÁ 152, ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÏÊ ÍÅÔÁÆÏÒÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁËÏÎ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ (ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÕÌÏÖÉÔØ × ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ.ðÏÄÒÏÂÎÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ËÎÉÇÅ [80℄.9.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ[misesmart1a℄äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÈ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ.îÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉ-ÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ �ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ�ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, É ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕËÁ�ÉÔÁÌÕ (ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ �ÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å) ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÉÍ ÅÄÉÎÉ�Ù. (ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÆÕÎË�ÉÑ m�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈r; x 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r ÍÅÎØÛÅm(x), �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.) 239



197 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ m(�) = 1, ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍ.÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÏÔËÁÚÁÌÉÓØ ÏÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑm(�) = 1.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 152:�ÅÏÒÅÍÁ 155. [martingale-null-effetive℄(Á) ðÕÓÔØ m | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ∈ 
, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÎÕÌÅ×ÙÍ.(Â) ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m , ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈÉÚ X .
⊳ åÓÌÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ (�ÅÌÏÇÏ) k , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k .(ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÎÅ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × �ÒÏ�ÅÓ-ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÍÅÎØÛÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á �ÏÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅÇÏ É ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× É×ÚÑÔØ ÉÈ.)îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 1=k , ÔÏ ÓÔÒÏÉ-ÍÙÊ �Ï ÎÅÍÕ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 151 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ (�ÏÑ×ÌÅÎÉÅÎÏ×ÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÎÁ ÍÅÒÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á (ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, É �ÏÍÅÝÅÎÉÅ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ), Á ÎÁ Å£ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ 1=k (ÔÏ ÅÓÔØÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ × ËÏÒÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù,ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ (ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 152) ÓÌÏÖÉÔØ �ÏÓÔÒÏÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ kÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ (×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ; ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. ⊲õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, �ÒÉÞ£Í ÄÁÖÅ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ,ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . (ïÔÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×ÉÄÅÑ �ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÉ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÎÁ Þ£ÒÎÙÊ ÄÅÎØ� ÔÁË �ÒÏÓÔÏ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ.)÷Ï ×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÎÏ É �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÉÌÉ, ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÏÌÕÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ïÎÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÇÒÁÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÚÉÎÏ ÍÏÖÅÔ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÞÁÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÉÇÒÏËÁ:m(x) > (m(x0) +m(x1))=2(ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÉÌÉm(x)�(x) > m(x0)�(x0) +m(x1)�(x1)(ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÌÉÛØ ÕÈÕÄÛÁÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × ÓÉÌÅ. 240



éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÌÕÍÅÒ Ë ÍÅÒÅ �, ËÏÔÏÒÁÑ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÒÅÄÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊm(x) = a(x)=�(x);ÇÄÅ a | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.2), Á �(x) | ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
x �Ï ÍÅÒÅ �. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉ-ËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ {ûÎÏÒÒÁ ÄÌÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 83, Ó. 137): �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ �ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a(x)=�(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.[ëÁÖÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÅÝ£ × ú×ÏÎËÉÎÅ É ìÅ×ÉÎÅ? èÏÒÏÛÏ ÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ!℄9.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ[misesmart2℄ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÓÔÒÁÎÎÏ: ×ÅÌÉÞÉÎÁÓÔÁ×ËÉ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ, É ÜÔÏÍÕÓÌÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÇÒÏ×ÏÊ ÓÍÙÓÌ.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ �. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(x) = �(
x) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ (ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÔÏÑÔ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ | ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ�Ï ÍÅÒÅ �; Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ | Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÅ (×ÓÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ p).�ÅÏÒÅÍÁ 156. [martingale-random℄(Á) ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.(Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. (ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ.)(×) ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ.(Ç) îÅ ×ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.
⊳ (Á) óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌÙ ÎÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ 155). 241



(Â) íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÓÈÏÄÏ× ÉÇÒÙ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÔÏÔ, ÇÄÅ ËÁ�ÉÔÁÌ ÉÇÒÏËÁÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ).åÓÌÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ×ÙÞÉÓÌÉÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. üÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ: ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ Ä×ÕÈ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ x0 É x1 ÓÌÏ×Á x , ÔÁË ËÁË ÚÎÁÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.îÏ ÜÔÏ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ n -Í ÛÁÇÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÒÁÓÔ£Ô ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1=2n (Á ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÈÏÄÑ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÏÖÉÄÁÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ).(ëÓÔÁÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ. éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÈÏÄ Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ É ÓÕ�ÅÒÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ.)óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ: �ÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ; ËÁË ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÏÂÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÉ ÏÂÁ ×ÈÏÄÑÔ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÕÓÕÍÍÕ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÎÏ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÔÏ É ÉÈ �ÏÌÕÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ ÎÁ !, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�Ï ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÜÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÚÁÄÁÀÝÉÈ). �ÏÇÄÁ ÉÈÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ, ×ÚÑ× i -Ê ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Ó ×ÅÓÏÍ 2−i .÷ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(ÜÔÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ: ×ÅÄØ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ!).ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÙ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ ÎÕÖ-ÎÁ | ÜÔÏ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁÄÁÀÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÂÉÔÕ ÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ,ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÞÅÎØ �ÏÎÅÍÎÏÇÕ, ×ËÌÀÞÁÑ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ i -À �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÕ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÊ (ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ i ÄÌÉÎÙÉÌÉ ÅÝ£ ÄÌÉÎÎÅÅ).ï�ÉÛÅÍ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x , Á ÔÁËÖÅÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ m1(x) + "2m2(x) + : : :+ "kmk (x), ÇÄÅ mi | ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ i -Ê �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÉÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÉÔÅÌØ | ÓËÁÖÅÍ, ×ÓÀÄÕ ÒÁ×ÎÙÊ 1 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, |ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ i -Ê �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁÄÁ£Ô ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÌÅÄÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á x) ÂÙÌÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 2.(÷ÎÁÞÁÌÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ m1 É ÓÌÏ×Ï x �ÕÓÔÏ, ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1.)ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÓÌÏ×Ï x ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ (É ÔÁËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×). �ÁËÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÎÏ×ÙÊ ÞÌÅÎ"kmk (x) Ë ÓÕÍÍÅ, �ÏÄÂÉÒÁÑ "k ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÍÅÎØÛÅ 2 (ÞÅÍÂÌÉÖÅ ÔÅËÕÝÁÑ ÓÕÍÍÁ Ë 2 É ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ mk(x) ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á x , ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅÂÅÒ£ÔÓÑ "k ).îÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ mi ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ×ÈÏÄÉÔ �ÕÓÔØ Ó ÍÁÌÙÍ, ÎÏ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ.242



óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÞÉ-ÓÌÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÍÙÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÒÅÄËÏ. á ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙn ÂÕÄÅÔ O(log n), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.(×) ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÕÌÅ×ÏÅ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 9.6, ÇÄÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á �ÏÔÏÍ ÉÈ ÓÍÅÛÉ×ÁÌÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ �ÒÉÜÔÏÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ p ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ R | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, Á SR | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ×ÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ SR (!) ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÕÖÎÏÉÇÒÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÔÅÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÂÉÒÁÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ SR (Á ×ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ, �ÒÏ�ÕÓËÁÑ ÈÏÄ).ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØSR (!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.(Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�(ÔÅÏÒÅÍÁ 147). ðÕÓÔØ pn | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ nÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ (ÚÁÄÁÞÉ 193, 194), �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ pn ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÕËÁÚÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Mn , ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ 1=pn Õ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅÏÔÒÅÚËÉ (×�ÌÏÔØ ÄÏ ÄÌÉÎÙ n) ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ÷ÚÑ× ÔÅ-�ÅÒØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Mn (×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÙÛÉ ÒÏÓÌÉ ÂÙÓÔÒÅÅ,ÞÅÍ ÕÂÙ×ÁÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ), �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍÅÄÉÎÉ�.üÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×Á× ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 147). íÏÖÎÏÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ Ó Ä×ÕÍÑ ÍÅÒÁÍÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.13). ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ (Â) É (×) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉ-ÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 148 (ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [48℄).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ |ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÍÏÔÒÑÔ ÎÁ ÕÖÅ �ÒÏÉÓÛÅÄÛÉÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ, × ËÁËÏÊ �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÉ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÓÔÁ×ËÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ � → Q.198 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÂÌÉÖÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÁ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ×ÙÉÇÒÙÛ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ (ÓËÁÖÅÍ).℄
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9.9. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ûÎÏÒÒÕ[misesmart3℄ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× Ó×ÑÚÎÏ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï ûÎÏÒÒÕ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.4). ïÂÁ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ É ÉÚÕÞÅÎÙ × ËÎÉÇÅûÎÏÒÒÁ [66℄. �ÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 157. [shnorr-martingale-randomness℄ ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑÍÅÒÁ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ 
x ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ûÎÏÒÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ � É ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g : N → N Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:m(!0!1 : : : !n−1) > g(n)ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n .üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ûÎÏÒÒÕ ×ÌÅÞ£Ô ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÉÖÎÀÀÏ�ÅÎËÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÙÉÇÒÙÛÁ (Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÕÀ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×).
⊳ ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ûÎÏÒÒÕ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÒÁÚÄÅ-ÌÅ 3.4 (ÚÁÄÁÞÁ 65, Ó. 71), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× x0; x1; x2 : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ

∑�(xi ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÒÉÞ£Í ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÅ ÓÒÅÄÉ xi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ !.óÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ�(x0) + �(x1) + �(x2) + : : :+ �(xi ) + : : :ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× k -Ê ÇÒÕ��Ù ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4−k . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕ�� ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ�Ï ÄÌÉÎÁÍ: ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ n0 < n1 < n2 < : : : ; É ÓÌÏ×Á k -ÇÒÕ�-�Ù ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [nk ; nk+1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÂÏÒ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ÒÁÚÎÙÈÇÒÕ��, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÒÕ��Ù. óÕÍÍÙ �Ï ÇÒÕ��ÁÍ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÏ×Á k -ÇÒÕ��Ù. ïÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ 4−k ÉÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ mk , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 4k . �Å�ÅÒØ ÓÍÅÛÁÅÍ ÉÈÉ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m = ∑ 2−kmk . üÔÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 2k ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ k -ÏÊÇÒÕ��Ù. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØ g(n) = 2k ÄÌÑ ×ÓÅÈ n × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [nk ; nk+1) É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÇÒÕ��ÁÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m É ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g . ðÕÓÔØ �ÒÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(!0 : : : !n−1) ÎÅÍÅÎØÛÅ g(n). ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 155 ÍÙ �ÏËÒÙ×ÁÌÉ ! �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× 
x , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÓÌÏ×Á x Ó m(x) > k , É ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÒ ÂÙÌÁ ÎÅÂÏÌØÛÅ 1=k . �Å�ÅÒØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ
• ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ É ×ÙÞÉÓÌÉÍ;
• ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ !) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ g(n + 1). 244



ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ? ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, m ′ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ó×ÅÒÈÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊÍÅÎØÛÅ 1. �ÏÇÄÁ ÓÌÏ×Á x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m ′(x) > 2k , ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=(2k − 1). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á (ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g ÎÁ ÉÈ ÄÌÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÓËÁÖÅÍ, 2k+2), É ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÏÓÔÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �Ï k . ðÒÁ×ÄÁ, ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ �ÏËÒÙ×ÁÔØ ! �ÒÉ ×ÓÅÈ k . îÏ ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÉÈ k . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ m(!0 : : : !n−1) > g(n).÷ÚÑ× ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ n , ×ÙÂÅÒÅÍ k , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2k < g(n) < 2k+2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ x = !0 : : : !n−1ÉÍÅÅÍ m(x) > 2k É m ′(x) > 2k , ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x �Ï�ÁÄ£Ô × ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, g(n) < 2k+2 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÏÛÅÎÏ É �Ï�ÁÄ£Ô ×�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.�Å�ÅÒØ, ÓÏÅÄÉÎÉ× ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÉ ×ÓÅÈ k , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, É �ÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ûÎÏÒÒÕ (ÚÁÄÁÞÁ 65, Ó. 71). ⊲[îÅ ÚÁÂÙÔØ �ÒÏ ÚÁËÏÎÙ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ | ÷℄9.10. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ[misesmart4℄÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ É ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ (Á ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �Ï ûÎÏÒÒÕ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÑÚÙË ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ�ÅÒÅ×ÏÄ ×ÏÚÍÏÖÅÎ É ÄÌÑ �ÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �Ï èÁÕÓÄÏÒÆÕ. ÷ ÏÄÎÏÊ ÆÒÁÚÅ ÜÔÏÔ �ÅÒÅ×ÏÄÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÅÍ ÂÙÓÔÒÅÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÎÁ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. îÁÞÎ£Í Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ (ÂÅÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×):�ÅÏÒÅÍÁ 158. [hausdorf-martingale℄ íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ! ∈ AÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m(x)2(1−�)l (x)ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ !.(ðÒÉ � = 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 152.)îÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 158 ÔÁËÏ×Á: �ÕÓÔØ ÉÇÒÏË ÏÂÌÁÇÁÅÔÓÑÎÁÌÏÇÏÍ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ (�ÏÓÌÅ ÉÇÒÙ É �ÅÒÅÄ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ) ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ × 21−� ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 2�−1. �ÏÇÄÁ ËÁ�ÉÔÁÌ ÉÇÒÏËÁ �ÏÓÌÅ xÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ, Á ÆÕÎË�ÉÅÊ m , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ2�−1m(x) = m(x0)2 + m(x1)2 ;ÔÏ ÅÓÔØ 2�m(x) = m(x0) + m(x1)�ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, (ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [42℄) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \�-gales", ÞÔÏ ÍÙ �Ï-ÒÕÓÓËÉ �ÅÒÅÄÁ£Í ËÁË�-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ïÎÉ ÔÏÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÒÁÍ: �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁp(x)2�l (x);245



ÇÄÅ p(x) | ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ 
x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ É �-ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÇÄÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÔÅÒÉ ÉÇÒÏËÁ (�ÏÍÉ-ÍÏ ÎÁÌÏÇÁ): 2�m(x) > m(x0) +m(x1)�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 158 ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�-ÎÕÌÅ×ÙÍ, É ×ÓÑËÏÅ �-ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ.
⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 152. ðÕÓÔØ m |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÎ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ), ÉÍÅÅÔ �-ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á, ÇÄÅ m ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k ×�ÅÒ×ÙÅ, ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÕ �-ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÒ ÎÅÂÏÌØÛÅ 1=k . åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m(x) ËÁË p(x)2�l (x), ÔÏ ÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× x ÉÍÅÅÍp(x) > k2−�l (x). ÷ÓÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ (ÏÄÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ), �Ï-ÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ p-ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎ 2−�l (x) �Ï ×ÓÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÓÌÏ×ÁÍ x , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ �-ÍÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k .ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �-ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �-ÍÁÒÔÉÎ-ÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. ÷ÏÚØÍ£Í �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ�-ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 1=k , É �ÏÓÔÒÏÉÍ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ mk , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k ÎÁ ÜÔÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÈ. (úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ m4k Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 2−k , ÓÕÍÍÁ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ�-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ.) ëÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ mk ? äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ 1 ÎÁ x É 0 ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ l (x), �ÒÏÄÏÌÖÉ× ÅÇÏ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅÓÌÏ×Á (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) É ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÅ (ÌÀÂÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ). îÁ �ÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ�-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÂÕÄÅÔ 2−�l (x), ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ �-ÍÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. úÎÁÞÉÔ,ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k , É ÕÍÎÏÖÉ× Å£ ÎÁ k , �ÏÌÕÞÉÍÉÓËÏÍÙÊ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ⊲�Å�ÅÒØ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ � | ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ (0; 1℄. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏÓÎÉÚÕ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ É �-ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ � = 1, ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ-ÇÏ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ �ÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å | ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ(�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ) ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ (É ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ××ÅÄ£Î-ÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.8 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ�Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 158. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË:�ÅÏÒÅÍÁ 159. [hausdorf-martingale-effetive-a℄ ðÕÓÔØ � ∈ (0; 1℄ | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔ-ÒÅÚËÁÈ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ A.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÁ£Ô �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁ-ÌÙ mk , É ÓÍÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. ⊲÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ m | �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÓÌÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ m(x) > k . üÔÏ246



ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÍÍÁ �-ÍÅÒ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k . îÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, Á ÅÓÌÉÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ), ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÍÅÒ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ�-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÜÔÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ.[á ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ×ÏÏÂÝÅ?℄ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�ÅÏÒÅÍÁ 160. [hausdorf-martingale-effetive-b℄ ðÕÓÔØ m | �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ� | ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, Á � > �. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ (ÎÁÞÁÌØÎÙÈÏÔÒÅÚËÁÈ) ËÏÔÏÒÙÈ m ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÎÕÌÅ×ÙÍ.(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ � É � ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.)
⊳ ðÕÓÔØ k | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏ×Á x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈm(x) > k , É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á. îÁÊÄ£Í ÓÕÍÍÕ �-ÍÅÒ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ ÓÕÍÍÁ �-ÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ N ÓÕÍÍÁ �-ÍÅÒ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÉÚ �ÏËÒÙÔÉÑ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=k .á ÓÕÍÍÁ �-ÄÌÉÎ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ × 2N (�−�) ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÄÌÉÎÁÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÔÌÉÛØ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÔÁË ÞÔÏÍÏÖÎÏ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ k �ÏÌÕÞÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÕÀ ÓÕÍÍÕ �-ÍÅÒ. ⊲éÚ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 161. [effetive-martingale-dimension℄ üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ 
 ÒÁ×ÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÅÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.÷ ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÎÁ ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 97. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �-ÓÕ�ÅÒ-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ �ÏÌÕÍÅÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ 2�l (x). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈÓÎÉÚÕ �-ÓÕ�ÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ (�ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÙ a), É × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ. úÎÁÞÉÔ,ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {!} ÒÁ×ÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÅÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈa(!0!1 : : : !n−1)2�nÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ìÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ�n − KA (!0!1 : : : !n−1);É �ÏÔÏÍÕ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ � ÅÓÔØlim inf KA (!0 : : : !n−1)n :(÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 97 ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÏ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ.) 247



9.11. þÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ[misesdaley℄÷ÅÒÎ£ÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× Ë �ÒÁ×ÉÌÁÍ ×ÙÂÏÒÁ É �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ. ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ R . �ÁËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÚÁ×ÉÓÁÅÔ�, ÒÅÛÁÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ,ÎÕÖÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁ×ËÕ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ r | ÞÁ-ÓÔÉÞÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1. éÍÅÑÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË !0 : : : !n−1 É ÒÅÛÁÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ×ËÌÀÞÁÔØ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ !n ×�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r(!0 : : : !n−1). åÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å,ÔÏ !n ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ | ÔÏ ÎÅÔ, Á ÅÓÌÉ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ | �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÂÏ-ÒÁ ×ÏÏÂÝÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R , ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ r Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ x É ÎÁ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁÈ, �ÒÉÞ£Ír(x) = 1. (üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ r .) �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Sr .ðÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ, ÞÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �Ï þ£ÒÞÕ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ äÜÌÉ [12℄ É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ �Ï þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÏÅ �Ï þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÄÁ£Ô ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ.199 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï þ£ÒÞÕ {äÜÌÉ �ÒÁ×ÉÌÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ�Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁ£Ô ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ËÌÁÓÓ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 148 (Ó. 232) É ÔÁËÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏíÅÒËÌÅ):�ÅÏÒÅÍÁ 162. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KS (!0 : : : !n−1) = O(log n)
⊳ ðÕÓÔØ KS (!0 : : : !n−1) <  log nÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n . íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ×ÙÂÏÒÁ, ÎÁÒÕÛÁÀÝÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ  < 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ  log n , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ Cn ) ÎÅÂÏÌØÛÅ n=10. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ n . þÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ n ,ÂÕÄÅÍ �ÙÔÁÔØÓÑ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ �ÅÒ-×ÙÈ n ÂÉÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ 90%. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. îÁÞÎ£Í �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ248



Cn É ÄÏÖÄ£ÍÓÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÙ ÏÂßÑ×ÌÑÅÍ �ÔÅËÕÝÉÍ ËÁÎÄÉ-ÄÁÔÏÍ� É �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × Î£Í ÓÔÏÑÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÛÉÂ£ÍÓÑ. �ÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÈÏÔÑ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Cn , ÎÏ ÏÔÌÉ-ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ Cn , �ÏËÁ × Î£ÍÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ |ÓÎÏ×Á ÄÏ �ÅÒ×ÏÊ ÏÛÉÂËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× Cn , É �ÏÜÔÏÍÕ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 0;9n ÞÌÅÎÏ× ÍÙ �ÒÅÄÓËÁÖÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ.âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n0 < n1 < n2 : : : É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n0 (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÍÅÎØÛÅ  log n). éÓ�ÏÌØÚÕÑ Cni ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ [ni−1; ni ℄, ÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 0;1ni ÏÛÉÂÏË.åÓÌÉ ni−1=ni ÍÁÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ 0;1), ÔÏ × �ÅÌÏÍ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ ni �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ 0;2ni ÏÛÉÂÏË.ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ËÁË É × ÔÅÏÒÅÍÅ 144) ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÍ�ÒÁ×ÉÌÁÍ ×ÙÂÏÒÁ: ÏÄÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ ÍÙ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÌÉ ÅÄÉÎÉ�Õ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÇÄÅ�ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÌÉ ÎÕÌØ, É ÏÄÎÁ ÉÚ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ �ÒÉ  > 1? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ,  = 1;5. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× Cn ÂÕÄÅÔ n 1;5, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ n , ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ. îÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÌÏ×Ï !0 : : : !n−1 ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ u É v (�Ï n=2 ÂÉÔÏ× ËÁÖÄÁÑ).ðÁÒÁ 〈u; v〉 ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1;5 log n . îÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ KS (u) +KS (v |u) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÒÑÄËÁ O(logKS (u; v)) = O(log log n), �ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏKS (u) < 0;8 log n , ÌÉÂÏ KS (v |u) < 0;8 log n . ÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÕÖÅÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×, n 0;8, ÍÅÎÅÅÏÄÎÏÊ ÄÅÓÑÔÏÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏ× (n=2). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÉ ÂÉÔÏ××ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ �ÅÒ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏ×Á, ÕËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;8 log n)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ ÎÁ Ó×ÏÅÊ �ÏÌÏ-×ÉÎÅ. á ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÕÓ�ÅÛÅÎ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÉÌ×ÙÂÏÒÁ, �ÒÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ É ×ÙÂÉÒÁÀÝÅÅ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÕ-ÌÉ/ÅÄÉÎÉ�Ù × ÜÔÏÊ, ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ.�ÕÔ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. ÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ Ë ÏÄÎÏÍÕÚÎÁÞÅÎÉÀ n ; ÄÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÁÛÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ni × ÏÄÉÎ.ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ �ÙÔÁÌÉÓØ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉÔÙ (ÓËÁÖÅÍ, × ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ),ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ KS (u) < 0;8n , × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ (ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ), ÎÏ ×ÏÏÂÝÅ �ÚÁ×ÉÓÎÅÔ� É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÎÉËÁËÉÈ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÎÅ ÄÁÓÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ n , ÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ n ÉÚ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ni .þÔÏÂÙ �ÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÎÁÄÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 21, Ó. 42) É ×ÓÔÒÏÉÔØ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÎÁÛÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ. ÷ÏÔ ÞÔÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ.íÙ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÙ (u É v) ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n , ÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ. ðÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÑ v ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï(�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ u), ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Cn ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ(ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 1;5 log n), ÏÖÉÄÁÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÁÎ-ÄÉÄÁÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó u É ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ × v . ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ËÁÎÄÉÄÁÔ ÎÁÊÄÅÎ,ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÛÉÂ£ÍÓÑ (�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÝÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ249



ËÁÎÄÉÄÁÔÁ). õÓ�ÅÛÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ u) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ uv ∈ Cn . åÓÌÉ ÉÈ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÛÉÂÁÔØÓÑ ËÁÖÄÙÊÒÁÚ (É ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÚÁÍÅÎÑÔØ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ). á ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ v ÍÁÌÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n 0;8, ÔÏÎÁÛÉ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÍÉ. ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓËÁÚÁ-ÎÉÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÚÁ×ÉÓÎÅÔ�, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ uv ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Cn . (á ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ×ÚÑ× n1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.)�Å�ÅÒØ Ï �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÉ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ. úÄÅÓØ ÍÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á u , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n 0;8 ÚÎÁÞÅÎÉÊ v , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈuv ∈ Cn . üÔÉ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÕÄÁÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ �Ï�ÁÄ£Ô × ÞÉÓÌÏ ËÁÎÄÉÄÁ-ÔÏ× (ÞÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ × �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÕÄÁÞÎÙÍÉ).îÏ ÅÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×, ÔÏ ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ �ÚÁ-×ÉÓÎÅÔ� (× ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÖÄÁÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÕÖÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏÖÄ£ÍÓÑ).þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô �ÒÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ni ? óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ �ÒÁ×ÙÈ �ÏÌÏ×ÉÎ. üÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÁÀÔ (ÓÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ n1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎ ni ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØ-ÛÅ 1;5 log ni ). åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÕÓ�ÅÛÎÏ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÌÙ), ÔÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÅÎ (ÄÏÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÙÈ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2). úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÕÓ�ÅÛÎÏ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ i ÞÉÓÌÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× v(�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ u) ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ n 0;8i , É �ÏÔÏÍÕ, ÏÔÂÒÏÓÉ× ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÅ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ {äÜÌÉ.þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÛÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅ? îÁÄÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØ-ËÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÁÅÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÕÓ�ÅÛÅÎ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÌÕÞÁÅ×,×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÎ ÎÅÕÓ�ÅÛÅÎ, ÔÏ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ) ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÁÅÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÕÓ�ÅÛÅÎ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÞÉÓÌÅ ÓÌÕÞÁÅ×, ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÞÁÓÔØ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.(áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÄÅÔÁÌÑÍÉ ÓÍ. × ÓÔÁÔØÅ [48℄.) ⊲�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ. îÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏÂÙÓÔÒÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÂÙÔØ O(log n log log n).�ÅÏÒÅÍÁ 163. [mises-daley-example℄ ðÕÓÔØ f : N → N | ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙ-×ÁÀÝÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅ-ÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙn ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f (n) log n + O(1) (�ÒÉ ×ÓÅÈ n).
⊳ ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ËÁË ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 148). �ÏÇÄÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÒÁ-×ÉÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ (ËÁËÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ) | �Ï ÏÄÎÏÍÕÂÉÔÕ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌÏ. �Å�ÅÒØ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÍÁÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, × ËÁËÏÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÌÁ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁÔÅËÕÝÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ), ÞÔÏÂÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ Å£ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÅÚÏÂÉÄÎÏÅ.250



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n × ÉÇÒÕ ××ÏÄÑÔÓÑ f (n)�ÒÏÇÒÁÍÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ f (n) log n ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÕÖÎÏ log n ÂÉÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÍÏÍÅÎÔ Å£ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ n × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÁ O(log n), ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ O(1). ⊲áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×,É �ÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× (ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. �Å�ÅÒØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÂÒÁÔØ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÁ ×ÓÅÈ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ É ÎÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÉÈ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (�Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÎÅÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 164. [partial-martingale-merkle℄ (Á) ÷ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ.(Â) ðÕÓÔØ f : N → N | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f (n) log n + O(1)(�ÒÉ ×ÓÅÈ n).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 163.
⊳ (Á) ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ × ÍÁÒÔÉÎ-ÇÁÌ, ÞÔÏ É × ÔÅÏÒÅÍÅ 156, �ÕÎËÔ (×). åÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ R ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ É ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ. îÏ ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÄÁ£ÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.(Â) é ÚÄÅÓØ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 156, �ÕÎËÔ (Â).äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ××ÏÄÉÍÏÇÏ × ÉÇÒÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ (ÞÔÏÂÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÞÅÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÅÚÏÂÉÄÎÙÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ). üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ log n ÂÉÔÏ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n , É ÅÓÌÉ Ë ÜÔÏÍÕÍÏÍÅÎÔÕ ××ÅÓÔÉ × ÄÅÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f (n) ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ. ⊲9.12. îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ[miseskl℄äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÁÛÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ÂÙÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ (ÓÏÈÒÁÎÑÌÉ �ÏÒÑÄÏË ÞÌÅÎÏ× × ÉÓÈÏÄ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ [23℄ ÉÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ìÁ×ÌÜÎÄÏÍ [40,41℄.îÁÇÌÑÄÎÏ ÉÄÅÀ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É ìÁ×ÌÜÎÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ× ËÁÚÉÎÏ ÂÒÏÓÁÀÔ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅ �ÒÉ ÎÁÓ, Á ÚÁÒÁÎÅÅ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÒÏÓÁÎÉÊ (ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù)251



ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ. üÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉ ËÌÁÄÕÔ �ÌÉ�ÏÍ ×ÎÉÚ�, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÎÉÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ.çÌÑÄÑ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÁÒÔÏÞÅË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ×Ï �Ï�ÒÏÓÉÔØ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÌÀÂÕÀÉÚ ÎÉÈ (ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÓÔÁ×ËÉ), Á ÔÁËÖÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁ×ËÕ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÅÝ£ ÎÅ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ.îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ F ÏÔÏÂÒÁÖÁ-ÅÔ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÇÏ×ÏÒÉÔ, ËÁËÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ ÎÁÄÏ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØÓÌÅÄÕÀÝÅÊ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ Õ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ ÕÖÅ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÙÈ ËÁÒÔÏÞËÁÈ). íÙ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ F ÎÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÏ×ÁÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÎÉËÁËÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ).÷ÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É1; ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÄÌÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�, Á 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅ£ �ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÔÁ×ËÁ� (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ× �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ F (Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ) É ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (�ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ) SF;G : 
 → �ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n0; n1; : : : �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍn0 = F (�); n1 = F (!n0); n2 = F (!n0!n1); : : :(�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÅÒÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ). îÁÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ F ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÏÍÅÒÁ ni ÒÁÚÌÉÞÎÙ.úÁÔÅÍ ÏÔÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÅ ÞÌÅÎÙ !ni , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ G ÎÁ ÓÌÏ×Å !n0!n1 : : : !ni−1Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏ 1, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ G ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ (É ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ !ni (× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ i ) É ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ SF;G (!).ðÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ SF;G , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ F É G , ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÅÓÌÉ ÌÀ-ÂÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÄÁ£Ô ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ (ÉÌÉËÏÎÅÞÎÕÀ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ p) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ p.óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÌ íÅÒËÌÅ [49℄:�ÅÏÒÅÍÁ 165. [kolmogorov-loveland-total℄ ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅ-ÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ F É G ; �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
⊳ ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ F É G , ×ÙÂÉÒÁÀÝÉÅ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÚÏÂØ£Í ÜÔÕ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÞÌÅÎÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ËÌÀÞÁÅÔ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÌÉÛØ (ÓËÁÖÅÍ) Þ£ÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ ÚÁ-ÒÁÎÅÅ, ÜÔÏ ÎÅ �Ï×ÒÅÄÉÔ, ÔÁË ËÁË × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ËÌÀÞÅÎÙ ÏÎÉ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÕÔ.252



ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÏÌÇÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÍÏÖÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏ ÚÁ�ÁÓ ÞÉÔÁÔØ ÎÅ-Þ£ÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÁËÏÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ F É G . (åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÚÁ×ÉÓ�, ÔÏ ÎÏ×ÙÊ ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØ�ÏÄÒÑÄ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÉÞÅÇÏ ÔÁË É ÎÅ ×ÙÂÅÒÅÔ.) ⊲(÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÏÄÎÏ �ÒÁ×ÉÌÏ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ë Ä×ÕÍ �ÒÁ×É-ÌÁÍ ÓÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.)ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÍ? þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ×Ï�ÒÏÓ ÄÁ£Ô ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 166. [mises-kl-relations℄ (Á) ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ-×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ).(Â) ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ.�ÏÞÎÅÅ, �ÕÎËÔ (Á) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ p ∈ (0; 1); �ÕÎËÔ (Â) ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ p ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ p.
⊳ (Á) äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ) �ÒÁ×ÉÌÁ×ÙÂÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÒÁ×ÉÌ.(Â) ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ�Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ p, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÉÚÅÓÕ {ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ (�ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ × �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ p) É �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑÍÅÒÁ �p ÎÁ 
, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÕÓ�ÅÈÁ ÒÁ×ÎÁ p).ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ F É G , ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �Ï íÉÚÅ-ÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ q ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Dn;q ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÂÏÌØÛÅ q . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ q > p É�ÒÉ n → ∞ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Dn;q (ÔÏÞÎÅÅ, �p -ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Dn;q ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ × Dn;q) ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SF;G , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÂÏÒÁ ÄÁ£Ô �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÂÏÌØÛÅ q .ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �p -ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �p(Dn;q).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ t | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ k − 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×-ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k -ÁÑ �Ï ÓÞ£ÔÕ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ (×ËÌÀÞ£ÎÎÁÑ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ)ËÁÒÔÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÏ×Ï t É ÄÏ ×ÙÂÏÒÁ k -Ê ËÁÒÔÏÞËÉ ×ÏÏÂÝÅ ÄÅÌÏ ÄÏÊÄ£Ô. üÔÁ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÒÁ×ÎÁ p, �ÏÓËÏÌØËÕ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ k -Ê ËÁÒÔÏÞËÉ Å£ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÅÝ£ ÎÉËÁË ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÔÌÏÖÉÔØ� ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. âÏÌÅÅ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏ, ÓÏÂÙÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÈÏÄÕ �ÒÏ�ÅÓÓÁ×ÙÂÏÒÁ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÂÒÁÎÁ (ÎÏ ÅÝ£ ÎÅ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÁ) k -Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÙ É ÞÔÏ × ÎÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ). ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×253



ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, ËÁËÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÙÂÒÁÎÁ, É ÜÔÏÔ ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ×Å ÞÁÓÔÉ × �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ p : (1− p) × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÏÞËÉ. ïÔÓÀÄÁ �ÏÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÕÒÓÉ×ÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÍÅÒÕ (ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ-×ÁÀÝÕÀ Ó ÒÏÓÔÏÍ n), ÎÏ ÅÝ£ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ (ÌÀÂÏÊ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ F É G É �ÏÔÏÍÕ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ), �ÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É × ÕÓÉÌÅÎ-ÎÏÍ ÚÁËÏÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ q |Ó×Ï£). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ p) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ⊲÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â): ÅÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ pn ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÅ-ÄÅÌÕ p ∈ (0; 1), ÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÅÒ (ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÄÁÞÉ × i -Í ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ ÒÁ×ÎÁ pi ),ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ Ó �ÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÍ ÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó �ÌÏÈÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÏÌØ-ÛÅ ÅÄÉÎÉ�, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ É ÄÒÕÇÉÅ).ðÏËÁ ÖÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ É �ÏËÁÚÁÔØ | ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, | ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ É íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ {äÜÌÉ) ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ).�ÅÏÒÅÍÁ 167. [muhnik-omplexity℄ ðÕÓÔØ ! ∈ 
 ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ KS (!0 : : : !n−1) < �nÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � < 1 É ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n . �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï �ÅÎÅ�ÉÎÓÁÊÄÅÒÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ� × ÉÇÒÁÈ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÔÁ×ËÁÍÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ, Á �ÏÔÏÍ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 167.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ËÒÕ�ØÅ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ ÒÁÚ ÚÁ ÒÁÚÏÍ, É �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÁ×ËÕ u ∈ [−1; 1℄ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ u ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÁ×ËÁÍÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ | ÎÁ ÎÕÌØ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ u ÒÕÂÌÅÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÁÅÔÅÄÉÎÉ�Á, É (−u) ÒÕÂÌÅÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÁÅÔ ÎÕÌØ.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÇÒ Ó ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÁ×ËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ 1, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ,ÓËÏÌØËÏ ÍÙ ×ÙÉÇÒÁÌÉ ÉÌÉ �ÒÏÉÇÒÁÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÔÉÑÈ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛ �ÒÏÉÇÒÙÛÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ | Á ÒÁÎØÛÅ ÏÎ ÂÙÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÁ�ÉÔÁÌÏÍ).÷Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ �ÕÔÁÎÉ�Ù �ÏÄÞÅÒËÎ£Í ÅÝ£, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÓÔÁ×ËÉ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÎÅÔÕ ÂÒÏÓÁÀÔ (ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ �ÏËÁ ÎÅÔ).ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2sÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s < n . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÅÍÅÎÅÅ n − s ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÒÏÓÁÎÉÊ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÌÏ×Õ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ×ÓÅÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ n ÒÕÂÌÅÊ (ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÔÉÉ ÍÙ254



×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÍ ÒÕÂÌØ). (÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ �ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÍ� ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÉÇÒÙ ×ÙÉÇÒÙÛ ÂÙÌÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ: 2n .) åÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k ÂÒÏÓÁÎÉÊ, ÔÏ �ÏÌÅÍÍÅ ÍÏÖÅÍ ×ÙÉÇÒÁÔØ k ÒÕÂÌÅÊ (ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ). þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ:�ÕÓÔØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏ× ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÏ (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ s = n−1). ìÅÍÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ,ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÒÕÂÌØ. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË: ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÁ×ËÉ ÄÏ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÁÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, É ÎÁ ÎÅÇÏÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÁ×ËÕ.ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÏÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ËÁÖÄÙÊÍÏÍÅÎÔ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË w �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�ÕÓÔØ ÅÇÏ ÄÌÉ-ÎÁ j ). éÍÅÅÔÓÑ 2n−j �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á w , ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ n , ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÔ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × A �ÏÓÌÅ w (ÄÏÌÀ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ,�Ï�ÁÄÁÀÝÉÈ × A); ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÏ×£Í ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ËÁ�ÉÔÁÌÏÍÉÇÒÏËÁ.÷ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÔ ËÁ�ÉÔÁÌ ÒÁ×ÅÎ n − s . íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ(ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÓÔÁ×ÏË × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ), ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ É ÒÅ-ÁÌØÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÌÁ. �ÏÇÄÁ × ËÏÎ�Å ÉÇÒÙ, ËÏÇÄÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ (ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÏ× ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×ÎÕÔÒÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á A), ÒÅÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − s , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ? ðÕÓÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÒÁ×ÅÎ (− log p)(ÇÄÅ p | ÔÅËÕÝÁÑ ÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ÓÒÅÄÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ). úÎÁÑ A, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉÜÔÏÔ ËÁ�ÉÔÁÌ, Á ÔÁËÖÅ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÏÎ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù: �ÏÓÌÅ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ (− log p0), Á �ÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ (− log p1), ÇÄÅ p0É p1 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÏÌÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p = (p0 + p1)=2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÔÁ×ËÉ d , ÞÔÏÂÙ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÕÍÍÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ É ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ:
− log p0 − d > − log p;
− log p1 + d > − log p;ÉÌÉ, ÒÁÚÒÅÛÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d ,

− log p0 + log p > d > − log p + log p1
− log(p0=p) > d > log(p1=p)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ d ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p=p0 > p1=p, ÔÏ ÅÓÔØ p2 > p0p1(Á ÜÔÏ ÔÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ). úÁÍÅÔÉÍÔÁËÖÅ, p0 É p1 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2p , �ÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ d (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÁÍÏ d ) ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ�ÒÅÄÅÌÙ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [−1; 1℄. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.üÔÁ ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 168. [muhnik-preliminary℄ ðÕÓÔØ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ×ÓÀÄÕÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ KS , Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
 ÔÁËÏ×Á,ÞÔÏ K (!0 : : : !n−1) 6 �nÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � < 1 É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n . �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ. 255



⊳ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó�ÉÓÏË An ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ K ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �n . üÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2�n+O(1) ÓÌÏ×. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ! �Ï�ÁÄÁÅÔ × An . äÌÑ ÜÔÉÈ n �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï ÌÅÍÍÅ (ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á An ) ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÂÕÄÅÔ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (1 − �)n ÒÕÂÌÅÊ �ÒÉ ÉÇÒÅ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÄÌÉÎÙ n .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ni (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÙÓÔÒÏ, ÞÔÏ ni−1=ni →0) É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ Ani × ÏÄÎÕ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÌÑ Ani ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÎÑÔØÓÑÎÅ ÎÁ ×Ó£Í ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ ni , Á ÌÉÛØ �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁni−1, ÞÔÏ, �Ï ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÄÏÌÀ ÏÔ ni . ðÏÜÔÏÍÕÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÁ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛ Å£ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅÄÌÉÎÙ n ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ "n ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ " > 0 É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n .(äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ " < 1− � É n = ni �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ i .)á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ (ÔÅÏÒÅÍÁ 145, Ó. 229). ⊲�Å�ÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 167.
⊳ ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï An ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �n . ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ2�n ÓÌÏ×, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. îÏÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á An , ÁÍÏÖÅÍ ÌÉÛØ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á (ÎÅ ÚÎÁÑ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ×ÓÅ ÌÉ ÓÌÏ×Á ÕÖÅ �ÏÑ×ÉÌÉÓØÉÌÉ ÅÝ£ ÎÅÔ). ðÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ, ×Ó�ÏÍÎÉ×, ÞÔÏ ÎÁÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ni , ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ni = i ! òÁÚÏÂØ£Í �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ, �ÒÏ×ÅÄÑ ÇÒÁÎÉ�Ù × ÔÏÞËÁÈ ni ; ÄÌÉÎÁ i -ÇÏÏÔÒÅÚËÁ ÂÕÄÅÔ ni −ni−1. îÅÍÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉ× �, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i -ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÄÅÌØÎÁÑ (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÂÕË×Õ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i -ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �. ðÕÓÔØ Ai | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ni − ni−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÅÌØÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ i -ÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !i , ÌÅÖÉÔ × Ai (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ i ), É ÍÏÖÅÍ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ai , ÚÎÁÑ i .ðÕÓÔØ ti | ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ !i �Ï-Ñ×ÉÔÓÑ × Ai . âÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Þ£ÔÎÙÅ É ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ, É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÓÏÓÅÄÎÉÅÚÎÁÞÅÎÉÑ t2m É t2m+1. �ÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÌÉÂÏ t2m 6 t2m+1, ÌÉÂÏ t2m+1 6 t2m (Á ÍÏÖÅÔ,É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ). þÔÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÄÁ£Ô? á ×ÏÔ ÞÔÏ: ÏÄÎÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ (ÎÅ ÄÅÌÁÑÓÔÁ×ÏË, × �ÏÒÑÄËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ) ÕÞÁÓÔÏË !2m , �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ A2m ÄÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ!2m , É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ t2m . úÁÔÅÍ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ (ÔÏ ÅÓÔØ t2m)ÛÁÇÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A2m+1, ÎÁÄÅÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÅÊ !2m+1 �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A2m+1 É ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÁ×ËÉ ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. üÔÏ�ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÕÓ�ÅÈÕ, ÅÓÌÉ t2m > t2m+1; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ó£ �ÒÏÉÇÒÁÔØ. îÏ ÔÏÇÄÁ�ÁÒÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ !2m+1, ÎÁÈÏÄÉÔ t2m+1, Á ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅÛÁÇÏ× �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ A2m , ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ m Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ �ÁÒÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ (ÓÏ ÓÔÁ×ËÁÍÉ × �ÒÏÍÅÖÕÔ-ËÅ [−1; 1℄), ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓ�ÅÛÎÏÊ (×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − � × ÒÁÓÞ£ÔÅÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÄÅÌÁÎÎÕÀ ÓÔÁ×ËÕ). (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁËÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÉ256



ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ m , ÎÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ.) ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É (ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ 145) �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �Ï þ£ÒÞÕ. þÉÓÌÏ �ÒÁ×ÉÌ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ;ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÍÁÌÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó 1− �, É ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ m) ÞÉÓÌÁ �ÒÁ×ÉÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N .äÒÕÇÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, É �ÏÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ N �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2N �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÅÌÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÍÉ ÕÞÁÓÔËÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.óÏÅÄÉÎÑÑ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ 2N ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ-×ÌÜÎÄÕ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ. ÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ni−1=ni ÍÁÌÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÏÔÒÅÚËÅ �ÏÞÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÞÁÓÔÏÔÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ 2N �ÒÁ×ÉÌ ÄÁ£Ô ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÏ ÉÚÎÉÈ ÄÁ£Ô ÔÁËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ m , É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ�Ï íÉÚÅÓÕ {ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 167 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲éÚ ÎÅ£ (É ÔÅÏÒÅÍÙ 163) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 169. [daley-not-kolmogorov℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£Ò-ÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ-×ÌÜÎÄÕ.9.13. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÊ ÍÅÒÅ[miseslamb℄÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÍÅÔÏÄ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÏÍ [28℄), Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ {ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÓ ÒÁÚÎÙÍÉ ��ÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ� Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, Ó �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÅÍÎÕÌÅÊ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ × ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ É ÄÒÕÇÉÅ).9.13.1. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï Ä×ÕÍ ÍÅÒÁÍ[kakutani-setion℄äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÓÕÄÉÍ ×Ï�ÒÏÓ, ÉÍÅÀÝÉÊ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÅÒÙ?÷ÏÔ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ.ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ �, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÒÕ �′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÒÉÞ£Í ×Ï ×ÓÅÈ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ ÒÁ×ÎÁ 1=2, Á × �ÅÒ×ÏÍ ÏÎÁÒÁ×ÎÁ, ÓËÁÖÅÍ, 2=3. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × �ÅÒ×ÏÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÏÂÁ ÉÓÈÏÄÁ (É �Ï ÔÏÊ, É �ÏÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÁÍ), Á ÄÁÌØÛÅ ÍÅÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÅÒ � É �′ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÒÙ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×Á ÒÁÚÁ). ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÜÔÉÍ ÍÅÒÁÍ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÉÉ ÔÅ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.200 ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ?257



201 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× (�Ï ÍÅÒÁÍ �É �′) ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ �, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÒÕ �′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ 2=3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (ÓËÁÖÅÍ, �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � É �′? ÷�ÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉ�ÉÅÊ, ÎÅÔ | × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁ×ÅÎ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓ�ÅÈÁ, Á 1=2 6= 2=3.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉ-ÓÅÌ pi ; p ′i ∈ (0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÙ � É �′ ÎÁ 
, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁ-ÎÉÑÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × i -Í ÒÁ×ÎÁ pi ÄÌÑ ÍÅÒÙ � É p ′i ÄÌÑ ÍÅÒÙ �′. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØÏ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÍÅÒ? åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉ-ÄÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ pi É p ′i ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,Á �ÒÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ pi É p ′i ËÌÁÓÓÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ�ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË É ÅÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ 0 É 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÇÄÁ×ÓÅ pi É p ′i ÌÅÖÁÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ("; 1−") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ". ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ pi É p ′i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÎÁÞÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ�Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ (ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ):�ÅÏÒÅÍÁ 170. [kakutani-onstrutive℄ (Á) åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑(pi − p ′i )2 ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏËÌÁÓÓÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒ � É �′ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ.(Â) åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑(pi − p ′i )2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.
⊳ ëÁÖÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ �ÕÎËÔ (Á) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
 ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï ÍÅÒÅ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ pi . �ÏÇÄÁ (ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÁÑ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÂÌÉÚËÁ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ,ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ n−1

∏i=0 riÇÄÅ ri = pi �ÒÉ !i = 1 É ri = 1 − pi �ÒÉ !i = 0. åÓÌÉ pi ÂÌÉÚËÏ Ë p ′i , ÔÏ ri ÂÌÉÚËÏË r ′i (ÇÄÅ r ′i Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÙ). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ×ÓÅÈ ri ÂÌÉÚËÏ Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÓÅÈ r ′i , ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÅ ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ É �Ï ÄÒÕÇÏÊ.üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ,ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ n−1
∑i=0(− log ri )− n−1

∑i=0(− log r ′i )ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË, ËÏÇÄÁ ∑ |pi −p ′i | < ∞ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÍ pi É p ′i ÏÔÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù). á ÜÔÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÍ ÄÁÎÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ;ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.258



ëÁË ÖÅ ÂÙÔØ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÂÙÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ KM (!0 : : : !n−1) = n−1
∑i=0(− log ri ) + O(1)(ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ), �ÏÜÔÏÍÕ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �′) ÄÁ£Ô ÎÁÍ n−1

∑i=0(− log ri ) 6

n−1
∑i=0(− log r ′i ) + O(1)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ r ′i − ri ÞÅÒÅÚ Æi . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑÍ, �ÏÌÕÞÉÍ (×ÅÒÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn−1

∏i=0 ri >

n−1
∏i=0(ri + Æi )íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ∑i Æ2i < ∞ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Æi → 0 �ÒÉ i → ∞. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÆiÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ", ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÎÁÛÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù. éÚÍÅÎÉ× ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× p ′i (ÞÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ i . �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÅÒÕ �′′, �ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ� ÍÅÒÅ �′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � (ÜÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ pi ÅÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [p ′i ; p ′′i ℄). äÌÑ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ �ÒÉ Æi :n−1

∏i=0 ri >

n−1
∏i=0(ri − Æi )(ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÜÔÉ Ä×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:n−1

∏i=0 r 2i >

n−1
∏i=0(r 2i − Æ2i )á ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, É ÄÁÖÅ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), × ÓÉÌÕ ÎÁÛÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï Æi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ É ÏÔÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÏÔÎÕÌÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ): ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ∏(1− hi ) ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ (�ÒÉ 0 < hi < 1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑hi < ∞.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÏÂÁ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ É �Ï ÍÅÒÅ �′ (Á ÔÁËÖÅ �′′, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ×ÁÖÎÏ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á)ÄÏËÁÚÁÎÏ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ, É ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÓÒÁÚÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅ-ÍÕ 171). ⊲202 ðÕÓÔØ p0; p1; p2; : : : É p ′0; p ′1; p ′2; : : : ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ("; 1−") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ" > 0, Á ÍÅÒÙ � É �′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pi É p ′i .259



äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑(pi − p ′i )2 < ∞, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ �Ï ÍÅÒÁÍ � É �′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉ ÉÔÅ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 170 × ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÉÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÒÁËÕÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏÍÅÒÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ.℄[÷Ï ÞÔÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ ×ÓÅ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀÔÅÏÒÉÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï???℄ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
, Á p(x) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ: p(x) = �(
x). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á x , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔp(x) > 0), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅ x , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ p(1|x) = p(x1)=p(x). (åÓÌÉ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ ÎÁÍÉ ÒÁÎØÛÅ ÞÅÒÅÚ pi .)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ, �ÏÍÉÍÏ ÍÅÒÙ, ÚÁÄÁÎÁ ÅÝ£ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ 
, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌpi = p(1|!0 : : : !i−1) = p(!0 : : : !i−11)=p(!0 : : : !i−1)(ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÅÓÌÉ p ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 171. [kakutani-vovk℄ åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï Ä×ÕÍ ÍÅÒÁÍ � É �′, É ÞÉÓÌÁ pi É p ′i , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑÜÔÉÈ ÍÅÒ, ×ÓÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ("; 1− ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0, ÔÏ
∑i (pi − p ′i )2 < ∞úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 170. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ pi Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ p(x1)=p(x)ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ (ÓÌÏ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÍÅÒÕ ~�, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÓÒÅÄÎÑÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÌÑÍÅÒ � É �′. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x Ó ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ~� ÒÁ×ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅÔÏÇÏ ÖÅ x Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÅÒ � É �′. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÀ ÍÅÒ:ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ~�(X ) = (�(X ) + �′(X ))=2, ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÅÒÁ, ÎÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÁÑ!)åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KM (!0 : : : !n−1) = n−1
∑i=0(− log ri ) + O(1);ÇÄÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ri = pi �ÒÉ !i = 1 É ri = (1− pi ) �ÒÉ !i = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ É ÄÌÑ r ′i (�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÍÅÒÙ �′), Á ÄÌÑ ~ri (�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ ~�)ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÌÉÛØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÅÒÙ).260



éÓËÌÀÞÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ:n−1
∑i=0(− log ri ) 6

n−1
∑i=0(− log ~ri ) + O(1);n−1

∑i=0(− log r ′i ) 6

n−1
∑i=0(− log ~ri ) + O(1):ðÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ �Ï�ÏÌÁÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn−1

∑i=0 (− log ri ) + (− log r ′i )2 6

n−1
∑i=0(− log ~ri ) + O(1);÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ~ri = (ri + r ′i )=2 É �ÅÒÅÎÏÓÑ ×Ó£ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ, �ÏÌÕÞÁÅÍn−1

∑i=0((− log ri ) + (− log r ′i )2 −
(
− log ri + r ′i2 ))

6 O(1)ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ (×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ) É �Ï �ÏÒÑÄËÕ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁ×ÎÏ (ri − r ′i )2, �ÏÜÔÏÍÕ ∑(ri − r ′i )2 = ∑(pi − p ′i )2 < ∞, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ. ⊲ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÌÉÛØ Ï ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÍÅÒ ×ÄÏÌØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ !, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÏÂÅÉÍ ÍÅÒÁÍ; ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ É ÓÉÌØÎÏÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ.203 ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙ, Á ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.℄204 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ, ÁÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÇÒÏ×ÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÔÏÔÁÌÉÚÁÔÏÒÁ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÓÔÁ×ËÉ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÊ (ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÉÓÈÏÄÁ: ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉ�Õ). ïÄÎÁËÏ ÉÈ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÙ�Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔ ÛÁÎÓÙ É �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÓÔÁ×ËÉ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ. ÷ ÏÄÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÎÕÌÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ p É q (É �ÏÔÏÍÕ �Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 1 [0℄ ÓÕÍÍÁ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1=p [1=q ℄), Á × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ p ′ É q ′ (Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ 1=p ′ É 1=q ′). (÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉp; p ′; q; q ′ ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÂÙÔÉÑ Ë ÓÏÂÙÔÉÀ).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × Ä×ÕÈ ÉÇÒÁÈ, �ÒÉÞ£Í ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÏÄÎÏÊ ×ÙÉÇÒÁÔØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ p; q; p ′; q ′ ÏÔÄÅÌÅÎÙÏÔ ÎÕÌÑ É ÓÕÍÍÁ ∑(p − p ′)2 (�Ï ×ÓÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÇÒ ÎÁÛ ×ÙÉÇÒÙÛ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.ëÁË ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ? ðÕÓÔØ × �ÅÒ×ÏÊ ÉÇÒÅ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁ�ÉÔÁÌ u , Ï�ÅÎËÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ p; p ′; q; q ′. ðÏÄÅÌÉÍ u ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÔÁ×ËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ�ÏÓÌÅ ÉÇÒÙ ÎÁÛ ËÁ�ÉÔÁÌ ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ (p + p ′)u=2p (ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÅÔ ÅÄÉÎÉ�Á) É (q + q ′)u=2q(ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÅÔ ÎÕÌØ). (ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÉÇÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ261



ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÁ�ÉÔÁÌÁ �ÏÓÌÅ �ÁÒÔÉÉ ÒÁ×ÎÏ u .) ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ ËÁ�ÉÔÁÌ v �ÒÅ-×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÉÇÒÙ × (p+p ′)v=2p ′ (ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÅÔ ÅÄÉÎÉ�Á) É (q+q ′)v=2q ′ (ÅÓÌÉ ×Ù�ÁÄÅÔÎÕÌØ). âÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÁ�ÉÔÁÌÏ× × ÏÂÅÉÈ ÉÇÒÁÈ. ïÎÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ(p + p ′)2=4pp ′, ÌÉÂÏ ÎÁ (q + q ′)2=4qq ′. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ uv ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÅÒÅÈÏÄÑ ËÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ É Ï�ÅÎÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔ, ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÏÔÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ p; p ′; q; q ′)�ÒÉ ∑(p − p ′)2 = ∞ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÁ�ÉÔÁÌÏ× ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÇÒÅ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÅÒ Ó×ÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÂÅÉÍ ÍÅÒÁÍ ÏÔÄÅÌÅÎÙÏÔ 0 É 1 É ÒÁÚÌÉÞÉÑ × ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.205 ðÕÓÔØ p0; p1; p2; : : : É p ′0; p ′1; p ′2; : : : ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ("; 1 − ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ " > 0, Á ÍÅÒÙ � É �′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ piÉ p ′i . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑(pi − p ′i )2 = ∞, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÅÒÕ 0ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � É ÍÅÒÕ 1 �Ï ÍÅÒÅ �′. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 171 × ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎ-ÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ, ×ÙÂÒÁ× ÏÒÁËÕÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ó£ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ. íÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ�Ï×ÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ.℄9.13.2. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ[lln-variable℄õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ∈ (0; 1) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÅÍÕ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÊ ÍÅÒÙ �p (ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × ËÁÖÄÏÍÒÁ×ÎÁ p) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁ×ÅÎ p, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1(Á ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÒÅÄÅÌÁ ÞÁÓÔÏÔÉÌÉ ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ, É × i -Í ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ ÒÁ×ÎÁ pi .åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ pi → p, ÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ p. îÅ ×�ÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ×ÏÚØÍ£Í ËÁËÏÅ-ÔÏ " > 0. ÷ÓÅÞÁÓÔÏÔÙ pi , ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (Á ÉÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ), ÍÅÎØÛÅ p + "=2. íÙ ÚÎÁÅÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi ÎÁ p+"=2, ÔÏ �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁÞÁÓÔÏÔÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ p + ". úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÁË ÄÌÑ pi < p + "=2 �Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÕÄÏÍ, ×�ÒÏÞÅÍ) ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÎÏ ÍÙ �ÒÅÄ�Ï-ÞÉÔÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÅÚÎÁ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ïÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
; �ÕÓÔØ p | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x = x0 : : : xn−1 ÄÌÉÎÙ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏÅÄÉÎÉ� m × ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Å, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÕ p0 + : : : + pn−1 ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÅÄÉÎÉ�Ù × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ �ÏÚÉ�ÉÉ:pi = p(x0 : : : xi−11)=p(x0 : : : xi−1):ïÂÅ ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÓÌÏ×Á x ; ÎÁÛÁ Ï�ÅÎËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ(�Ï ÍÅÒÅ �) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÂÌÉÚËÉ. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ(ÓÍÙÓÌ m É pi ÏÂßÑÓÎ£Î ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ÍÅÒÅ �):262



�ÅÏÒÅÍÁ 172. [hernov-variable℄Pr[|m − (p0 + : : :+ pn−1)| > d ℄ 6 2e−d 2=4n(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅÎÕÖÎÙ; ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ×ÅÒÎÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n .)
⊳ ïÔÄÅÌØÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÚÂÙÔËÁ É ÎÅÄÏÓÔÁÞÉ; ÏÂÁ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ,�ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏPr[m − (p0 + : : :+ pn−1) > d ℄ 6 e−d 2=4níÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÙÞÎÙÊ �ÒÉ£Í: ÓÔÒÏÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÍÅÒÕ �′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �′=�×ÅÌÉËÏ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÈ × ÓÏÂÙÔÉÅ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. (ïÔÎÏÛÅÎÉÅ�′=� ÂÕÄÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÌÉË, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ed 2=4n ÎÁ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ.)ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏ ÅÄÉ-ÎÉ�, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ × ÎÏ×ÏÊ ÍÅÒÅ ÎÕÖÎÏ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù Õ×ÅÌÉÞÉÔØ (�ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÎØÛÅ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÅÄÉÎÉ�Ù É ÎÕÌÑ ÂÙÌÉ p É q , ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍ ÉÈ ÒÁ×ÎÙÍÉp ′ = p + "pq ; q ′ = q − "pq;ÇÄÅ " | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1=2 (ÅÇÏ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÚÖÅ). ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p ′ É q ′ ÎÅ ×ÙÊÄÕÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�ÄÌÉÎÙ n . ÷Ï ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Å x ÄÌÉÎÙ n?ëÁÖÄÙÊ ÎÏ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Á x ÄÁ£Ô ÍÎÏÖÉÔÅÌØ p ′=p (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÅÄÉÎÉ�Á) ÉÌÉ q ′=q(ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÂÙÌ ÎÕÌØ), ÇÄÅ p; q; p ′; q ′ | ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÎÕÌÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÊÉ ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÊ ÍÅÒÁÈ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÅÌÉÞÉÎln(p ′=p) = ln(1 + "q) > "q − ("q)2 > "(1− p)− "2ÉÌÉ ln(q ′=q) = ln(1− "p) > −"p − ("p)2 > −"p − "2ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÓÌÏ×Á x (Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p É q); �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑÅÄÉÎÉ�Ù É ×ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑ ÎÕÌÑ. (íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln(1 + h) > h − h2,×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ |h| 6 1=2.)þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ? ðÏÍÉÍÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ", × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� m (ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (1−p) �Ï ÅÄÉÎÉ�Å) ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈpi , ÇÄÅ pi | ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ × ÓÌÏ×Å x , É ÅÝ£ ÍÉÎÕÓn"2: ln p ′(x)p(x) > "(m − ∑ pi )− n"2:263



äÌÑ ÔÅÈ x , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ d ) ÉÍÅÅÍln p ′(x)p(x) > "d − n"2 = "(d − n"):üÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ " ∈ (0; 1=2), �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ " = d=2n (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ d > n ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÔÁË ËÁËÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n , �ÏÜÔÏÍÕ " = d=2n < 1=2).ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ln p ′(x)p(x) > d 2=4nÉ p ′(x)p(x) > ed 2=4nÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲(ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÁÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÕÌÉÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÖÉÄÁÅÍÏÅ n=2ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2√n , ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=e, ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2k√n | ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=ek . ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÁÏ�ÅÎËÁ ÎÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ | ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÁ×ÒÁ {ìÁ�ÌÁÓÁ ÄÁ£Ô ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ | ÎÏ ÂÌÉÚËÁ ËÎÅÊ, ÏÔÌÉÞÉÅ ÌÉÛØ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÅ × �ÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ.)�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊÏ�ÅÎËÏÊ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ×ÅÒÎÕÀ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
:�ÅÏÒÅÍÁ 173. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !0!1 : : :, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ �Ï ÍÅÒÅ �, �ÏÞÔÉÎÁ×ÅÒÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:limn→∞

(mn − p0 + : : :+ pn−1n ) = 0;ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ !0; !1; : : : ; !n−1, Á pi | ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÓÌÅ !0!1 : : : !i−1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÕÓ�ÅÈÁ pi ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ p, ÔÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Á �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÒÁ×ÅÎ p (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ (p0 + : : :+ pn−1)=n ÒÁ×ÅÎ p).íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÈÏÔÉÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ | ÞÔÏÂÙ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !ÂÙÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ (× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ), ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÁ-ÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÄÌÑ Å£ �ÚÁËÏÎÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ� �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÅÌÞÁÓÔÏÔ ÒÁ×ÎÑÌÓÑ p.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÙÂÏÒÁ (ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÓÌÏ×, �ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÔÁ×ËÁ).9.13.3. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ R . îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SR : 
 → �:ÏÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÞÌÅÎÙ !i , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ !0 : : : !i−1 ∈ R .264



ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÅÒÅÄ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÔÅ !i , �ÒÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ !0 : : : !i−1 ∈ R , ÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pi �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù:pi = p(!0 : : : !i−11)=p(!0 : : : !i−1);É ÎÁÒÑÄÕ Ó �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀSR (!) = !i0!i1!i2 : : :(ÚÄÅÓØ i0 < i1 < i2 < : : : | ÎÏÍÅÒÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝ£ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pi0; pi1; pi2; : : :�ÅÏÒÅÍÁ 174. [hernov-variable-subsequene℄ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÍÅÒÁ � ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
 É �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× R . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 0×Ù�ÏÌÎÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 172:Pr[|m − (pi0 + : : :+ pin−1)| > d ℄ 6 2e−d 2=4n ;ÅÓÌÉ m | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ(m = !i0 + : : : + !in−1), Á pi0; : : : ; pin−1 | ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�ÙÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ SR (!) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ n ÞÌÅÎÏ×; ÔÁËÉÅ ! ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÏÂÙÔÉÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏÏ�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÍÅÎØÛÅ 0;5. �ÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÔÅÏÒÅÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 51%ÌÉÛØ Ó ÍÁÌÏÊ (ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ Ó ÒÏÓÔÏÍ n) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ.
⊳ âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 172; �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏ-×ÏÊ ÍÅÒÙ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÇÄÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁ-ÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ). �ÏÇÄÁ × Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÄÌÉÎÁ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (×ÍÅÓÔÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ), ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�(×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ ÅÄÉÎÉ�) É ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ × ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÙÂÏÒÁ (×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ), ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ⊲äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ {äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ p0; p1; : : : | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ p ∈ (0; 1). (÷ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄÁÎÎÏÍÕ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ÔÏ N , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ �ÒÅÄÅÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ "; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ p ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pi .265



�ÅÏÒÅÍÁ 175. [lambalgen-original℄ ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÍÅ-ÒÅ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ Ó �ÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁ-ÓÔÏÔ p.
⊳ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ) " > 0 É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ × ÓÍÙ-ÓÌÅ þ£ÒÞÁ {äÜÌÉ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ) �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ R . íÙÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÁ£Ô ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ p+ ", Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÞÁÓÔÏÔ, ÍÅÎØ-ÛÉÈ p − ".)æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Un ÔÅÈ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n É ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ×ÂÏÌØÛÅ p + ". üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ (�ÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ×ÄÏÌØ ×ÓÅÈ×ÅÔ×ÅÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï�ÁÄÁÀÔ× Un).�ÅÏÒÅÍÁ 174 ÄÁ£Ô ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Un ; ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÒÅÄ-ÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p + "=2 (É ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ), É ÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï�ÅÎËÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÓÒÏÓÔÏÍ n . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ U �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ (×ÚÑ× ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á UN ;UN+1;UN+2; : : : ÄÌÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ; ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÈÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ Un ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÌÕÞÁÊÎÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ⊲îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÔÅÈ ÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ×ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 176. [lambalgen-modified℄ ÷ÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ �Ï ÍÅ-ÒÅ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ Ó ÔÅÍÖÅ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p.
⊳ ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÒÁ×ÉÌÁ SF;G Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÜÔÁ�Á. óÎÁÞÁÌÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ F ÏÔÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× (ËÁË ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ, ÔÁË É ÎÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ). úÁÔÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀÆÕÎË�ÉÉ G �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ×ÙÂÏÒ, É ÜÔÁ ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ�Ï þ£ÒÞÕ-äÜÌÉ �ÒÁ×ÉÌÁ.ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁ�Á. ëÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ !F , ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ pi × i -Í ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ?ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ !F ÉÍÅÅÔ × ! ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÎÏÍÅÒ n0 = F (�) (ÎÁÛÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù × ÎÁÞÁÌÅ !F ÅÓÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, pn0. ëÁËÏÊ ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ×ÔÏÒÙÍ × !F ? üÔÏ ÕÖÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×ÕÍ ÒÁÚÎÙÍ �ÏÚÉ�ÉÑÍ × !. ïÂÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ1 �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x × !F ÒÁ×ÎÁ pF (x), �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÂÕÄÅÔ�ÒÏÓÍÏÔÒÅÎ ÞÌÅÎ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ F (x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ F (ÎÉËÁËÏÊ ÞÌÅÎ266



ÎÅ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ) ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÔ×É ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ pi ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ×ÎÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ(p − "=2; p + "=2) ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p0; p1; : : :.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 174 Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !F É �ÒÁ×ÉÌÕ ×Ù-ÂÏÒÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÅÊ G , ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 175.ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉ F É G ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ SF;G ÄÁ£Ô �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x ,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÏ �Ï x , ÔÁË ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÏÔ p ÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ⊲úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÔØ É ÂÏÌÅÅ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 176. ÷ÏÔ ÏÄÎÏÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÎÏÅ ÉÚ [71℄).ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ) " > 0 É ÆÕÎË�ÉÉ F;G , ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÅ × ÓÍÙÓÌÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { ìÁ×ÌÜÎÄÁ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ R . íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÁ£Ô ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔp + ", Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÞÁÓÔÏÔÙ,ÍÅÎØÛÅÊ p − ".)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Un ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ SF;G (!) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÞÌÅÎÏ× É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ÂÏÌØÛÅ p + ". äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑�(Un ) ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÇÄÅ � | ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÍÅÒÁ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓ�ÅÈÁ pi ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �n;k (r1; : : : ; rn) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓ�ÅÈÁ r1; : : : ; rn ÓÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÕÓ�ÅÈÏ×. æÕÎË�ÉÑ �n;k ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ�Ï ×ÓÅÍ Ó×ÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (É, ËÓÔÁÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ riÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �n;k 6 �n;l �ÒÉ k > l .íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ �(Un) 6 �n;k(r1; : : : ; rn ), ÇÄÅ k = n(p + "), Á ri | i -ÙÊ �Ï×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p0; p1; : : : (r1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, r2 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ É Ô. Ä.; ÔÏÞÎÅÅ, r1 | ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ×ÓÅÈ pi , r1 | ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØÍÉÎÉÍÕÍÏ× �ÁÒ min(pi ; pj ) �ÒÉ i 6= j É ÔÁË ÄÁÌÅÅ).ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ �(Un ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏr1 > r2 > : : : É lim ri = p. úÁÍÅÎÉÍ ÔÅ ri , ËÏÔÏÒÙÅ ÂÏÌØÛÅ p + "=2, ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ (�ÕÓÔØ ÉÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ s), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÁ p + "=2. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ�(Un) 6 �n−s;k−s(p + "=2; : : : ; p + "=2);ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÄÅÌÏ Ë Ï�ÅÎËÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊÍÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÌÉ. (÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (k −s)=(n − s) �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ p + " É ÚÁÍÅÔÎÏ ÂÏÌØÛÅ p + "=2.)ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ �(Un ). âÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ (ÓÍ. ×ÙÛÅ),ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÌÉ�ÏÍ ×ÎÉÚ, É ÞÔÏ �ÒÁ-×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÎÕÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÄÌÑ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ É ËÁËÉÅ | ÄÌÑ×ËÌÀÞÅÎÉÑ × ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ�ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÌÉÓØ, É ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÏÔÏËÏÌ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÁ×É-ÌÁ ×ÙÂÏÒÁ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ � | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÔÁËÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ. þÅÒÅÚ267



n(�) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ×, ×ËÌÀÞ£ÎÎÙÈ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �,Á ÞÅÒÅÚ k(�) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏ×. þÅÒÅÚ ri (�) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ i -ÙÊ �Ï×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ p0; p1; : : : ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÙÍ × ÈÏÄÅ � ËÁÒÔÏÞËÁÍ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÂÙÌÉ ÌÉ ÏÎÉ ×ËÌÀÞÅÎÙ× �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÎÙ).þÅÒÅÚ �(Un |�) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Un �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ�ÒÏÔÏËÏÌ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ �. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: �ÒÉ n(�) 6 n�(Un |�) 6 �n−n(�);k−k(�)(r1(�); r2(�); : : :) (∗)(�ÒÉ �ÕÓÔÏÍ � �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ Ï�ÅÎËÕ). åÓÌÉ n(�) = n , ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÌÉÂÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏÅÄÉÎÉ�Å). ðÕÓÔØ n(�) < n É m | ÎÏÍÅÒ ËÁÒÔÏÞËÉ, �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ � (ÅÓÌÉÔÁËÏÊ ÎÅÔ, ÔÏ �(Un |�) = 0). �ÏÇÄÁ�(Un |�) = pm�(Un |�1) + (1− pm)�(Un |�0);ÇÄÅ �0 É �1 | �ÒÏÔÏËÏÌÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë � ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÎÕÌÅ (ÅÄÉÎÉ�Å) ÎÁm -Ê ËÁÒÔÏÞËÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ �0 É �1,ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ �(Un |�) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔpm�n−n(�1);k−k(�1)(r1(�1); : : :) + (1− pm)�n−n(�0);k−k(�0)(r1(�0); : : :) (∗∗)åÓÌÉ m -Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ ÂÙÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÍÏÔÒÁ, ÔÏ n(�0) = n(�1) = n(�) Ék(�0) = k(�1) = k(�), É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ �n;k É ÔÅÍ, ÞÔÏ ri (�0) =ri (�1) 6 ri (�). åÓÌÉ ÖÅ m -Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ ×ËÌÀÞÅÎÁ × �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ n(�0) =n(�1) = n(�) + 1, k(�0) = k(�) É k(�1) = k(�) + 1, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (∗∗) ÒÁ×ÎÏ�n−n(�);k−k(�)(pm ; r1(�1); r2(�1); : : :)(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ri (�1) = ri (�0)) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ�n−n(�);k−k(�)(r1(�); r2(�); : : :)üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗) × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ�ÒÏÔÏËÏÌÏ× � Ó n(�) = n ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£Î-ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ �(Un;t |�), ÇÄÅ Un;t | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ t �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÊ ËÁÒÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ×ÙÂÒÁÎÁ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n Ó ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� (× ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅÄÌÉÎÙ n) ÎÅ ÍÅÎÅÅ k . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ t → ∞.9.13.4. ðÒÉÍÅÒÙ�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÉÚÅÓÕ {ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ��ÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ� Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.268



�ÅÏÒÅÍÁ 177. [miseskl-pathology℄ (Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ-×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2), ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ).(Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2), ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍÅÄÉÎÉ�.(×) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ (Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2) �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ-×ÌÜÎÄÕ (É ÄÁÖÅ �Ï þ£ÒÞÕ) �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏ-ÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.(Ç) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÁÎÏ×Ñ-ÝÁÑÓÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ �ÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.
⊳ (Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ (0; 1), ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1=2, ÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,pi = 12 − 1√i + 5(ÞÉÓÌÏ 5 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏÂÙ pi ÂÙÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ) ÍÅÒÕ �,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓ�ÅÈÁ pi .ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑(pi − 1=2)2 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÉËÁËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 171). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ Ó �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 176).(Â) üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ pi , ÅÝ£ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ 1=2. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,pi = 12 − 1log(i + 5)ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (�Ï ÍÅÒÅ �) ÓÏÂÙÔÉÑ �ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÅÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ��? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉ� × ÜÔÏÍ ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2? ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 172 ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ Æn ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅe−n=O(log2 n) (ÇÒÁÎÉ�Á d × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ n=O(log n), É d 2=4n = n=O(log2 n)).òÑÄ ∑n Æn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù,É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÄÌÉÎÕ N É ÂÏÌÅÅ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�� �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �-ÍÅÒÙÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �)�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÅÒÙ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÄÌÉÎÙ N , ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÉ× �ÅÒ×ÙÅ N ÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÎÕÌÉ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 176.(×) é ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÅÒÙ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ pi . ïÄÎÁËÏ pi269



ÂÕÄÕÔ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ; k -ÙÊ �Ï ÓÞ£ÔÕ ÕÞÁÓÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 1=2, É Ä×ÕÈ ËÕÓËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ) ÄÌÉÎÙ nk . ÷�ÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ 1=2, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÞÕÔØÍÅÎØÛÅ 1=2 (ÒÉÓ. 23). 12 12 + "k ; : : : ; 12 + "k 12 − "k ; : : : ; 12 − "knk nk
òÉÓ. 23. õÞÁÓÔÏË ÎÏÍÅÒ k : ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.[miseslam-1℄ðÒÉ ÜÔÏÍ "k �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Ó ÒÏÓÔÏÍ k , ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏ.�ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ nk É "k : ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉnk ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ 12 + "k , ÂÕÄÅÔÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−2−(k+3). (üÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ "k ,ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ nk ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ.)åÓÌÉ ÔÁË, ÔÏ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ�ÒÉ ×ÓÅÈ k × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÕÓËÏ× (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ËÕÓËÁ ÄÌÉÎÏÊ nk ) ÉÍÅÅÔÓÑÄÉÓÂÁÌÁÎÓ ÍÅÖÄÕ ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ × ÏÖÉÄÁÅÍÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (× ÌÅ×ÏÍ ËÕÓËÅ ÄÌÉÎÏÊ nkÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ, Á × �ÒÁ×ÏÍ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÕ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ-ÍÉ ÍÅÒÙ �) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! Ó ÔÁËÉÍ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 176 ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ (ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ �Ï þ£ÒÞÕ)�ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ, ×ÙÂÉÒÁÀÝÅÅ ÉÚ ! ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !′. ðÒÁ×ÉÌÏ ÜÔÏÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ: �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ (�ËÌÀÞ�) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ×ÓÅÇÄÁ, Á × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (0 ÉÌÉ 1) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅ×ÙÊ ËÕÓÏË (ÂÅÚ �ÒÁ×ÏÇÏ) ÉÌÉ �ÅÌÉËÏÍ�ÒÁ×ÙÊ (ÂÅÚ ÌÅ×ÏÇÏ).ðÏÞÅÍÕ !′ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ? üÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ:ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÀÞÁ �Ï ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉ� × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÚÁ Î£Í ËÕÓËÅ ÄÌÉÎÏÊ nk . (íÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÔÁÅÍ �× �ÏÒÑÄËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ� nk ÞÌÅÎÏ×, ÉÄÕÝÉÈÚÁ ËÌÀÞÏÍ, Á �ÏÔÏÍ ÏÔÇÁÄÙ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÀÞÁ.)üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×). ðÏ�ÕÔÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !′ÓÌÕÞÁÊÎÁ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ (�ÏÓËÏÌØËÕ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï þ£Ò-ÞÕ { äÜÌÉ �ÒÁ×ÉÌÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍÕ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÍ !′ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÞÌÅÎÏ×, �ÅÒÅÍÅÓÔÉ× ËÌÀÞ × �ÏÚÉ�ÉÀ �ÏÓÌÅ Õ�ÒÁ×ÌÑÅÍÏÇÏ ÉÍ ÕÞÁÓÔ-ËÁ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ç)ÄÏËÁÚÁÎÏ. ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÄÉÓËÒÅÄÉÔÉÒÕÅÔ ÎÁÛÉ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔÉ × ÓÔÉÌÅ íÉÚÅÓÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ (ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÌÌÅËÔÉ×Ï× ÏÔÍÅÞÁÌ ÅÝ£ ÓÁÍ íÉÚÅÓ),ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ÙÂÏÒÁ Ë ËÏÌÌÅËÔÉ×Õ ÄÏÌÖÎÏ ÄÁ×ÁÔØ ËÏÌÌÅËÔÉ×. õÔ×ÅÒ-270



ÖÄÅÎÉÅ (×) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ íÉÚÅÓÁ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á { ìÁ×ÌÜÎÄÁ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,Õ×Ù, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ (íÉÚÅÓÁ { þ£ÒÞÁ É íÉÚÅÓÁ { þ£Ò-ÞÁ { äÜÌÉ) ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ (Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍÕ), ÎÏ ÚÁÔÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Ù ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÞÔÏ ÔÏÖÅÎÅÈÏÒÏÛÏ.206 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÒÁ-×ÉÌÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ { ìÁ×ÌÜÎÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁ£Ô ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ�Ï íÉÚÅÓÕ {þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.207 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï íÉÚÅÓÕ {ëÏÌ-ÍÏÇÏÒÏ×Õ {ìÁ×ÌÜÎÄÕ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÉ F É G ÂÙÌÉ ×ÓÀÄÕÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: �ÒÏ ÜÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÌ íÅÒËÌÅ, ÎÁÄÏ ÚÁ�ÒÁ-ÛÉ×ÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÆÉËÔÉ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ ËÁË? ×Ó�ÏÍÎÉÔØ!℄[íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÚÄÅÓØ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ ×ÓÅÈ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ËÌÁÓÓÏ× É×ËÌÀÞÅÎÉÊ? íÏÖÎÏ ÅÝ£ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ûÎÏÒÒÕ.℄[ëÏÎÅÞÎÏ! | ÷℄
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10. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÍÅÒÁ[ombin℄10.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ[ineq-introdution℄ðÅÒ×ÏÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÅÊ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ÇÄÅ ÄÁ×ÁÌÏÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂß-ÅËÔÁ, ÂÙÌÁ ÓÔÁÔØÑ ��ÒÉ �ÏÄÈÏÄÁ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÎÑÔÉÑ "ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ\� [24℄.üÔÉ ÔÒÉ �ÏÄÈÏÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÔÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ.ðÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÅÇÏËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ; ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁ-ÔØÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÂÙÌÏ). ðÒÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × Î£Í Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑËÁË ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. îÏ ÓÁÍÙÍ �ÅÒ×ÙÍ Õ�ÏÍÉÎÁÌÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ logN ÂÉÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ. (÷ÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔÇÁÄÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ N ÏÂßÅËÔÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÑ ÄÁ-ÎÅÔ-×Ï�ÒÏÓÙ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ logN ×Ï�ÒÏÓÏ×.)íÙ ÕÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï Ó×ÑÚÉ ÜÔÉÈ ÔÒ£È �ÏÄÈÏÄÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏ-ÒÅÍÁ 8 (Ó. 25) Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄÙ, ÂÕÄÕÞÉ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍÔÁËÏÇÏ (ÁÂÓÕÒÄÎÏÇÏ �ÒÉ ÂÕË×ÁÌØÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: �ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÍÅÎØÛÅ n , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×�.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3 Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÛÅÎÎÏ-ÎÏ×ÓËÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ.÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÔÒÅÍÑ �ÏÄÈÏÄÁÍÉË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÛÉÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÚËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÊ: ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÉÍËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ).ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn | Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I ⊂
{1; 2; : : : ; n} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ I , ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ xI , ÉÅÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 3 ÉÍÅÅÔÓÑ 7 ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× É, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, 7 ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:KS (x1);KS (x2);KS (x3);KS (x1; x2);KS (x1; x3);KS (x2; x3);KS (x1; x2; x3):îÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÉÈ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ:

• KS (x1; x2) 6 KS (x1) + KS (x2) + O(logN );
• KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1) + KS (x2; x3) + O(logN );
• KS (x1; x2; x3) + KS (x1) 6 KS (x1; x2) + KS (x1; x3) + O(logN );
• 2KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1; x3) + KS (x2; x3) + KS (x1; x2) + O(logN )(ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ x1; x2; x3 | ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N ).272



ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:
∑I �I KS (xI ) 6 O(logN )(ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; n}, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �IÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁËÁ; �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N ).îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ËÁËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ×ÅÒÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÇÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ,�ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �I ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ , ÞÔÏ
∑I �I KS (xI ) 6  logNÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N .ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1; : : : ; �n Ó�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ:

∑I �IH (�I ) 6 0:úÄÅÓØ �I | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ �i �ÒÉ i ∈ I , ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏÅË�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ 〈�1; : : : ; �n 〉 ÎÁ I -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3: ÔÅÏÒÅÍÁ 123 (Ó. 196)ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, É ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ (Ó ÎÕÌ£Í ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ N → ∞ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ O(logN )=N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ).âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ðÕÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �i �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Xi . �ÏÇÄÁ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ � = 〈�1; : : : ; �n 〉 ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÙÓÏÔÙ n . çÏÔÏ×ÑÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØÔÅÏÒÅÍÕ 123, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏ ÖÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É �. ÷ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �N , ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÛÉÒÉÎÏÊ N É ×ÙÓÏÔÏÊ n . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 123 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÅÓÔØ NH (�) +O(logN ) (× ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï �ÒÅÆÉËÓÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ N , ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logN ) ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ).�ÁËÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÞÉÔÁÔØ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Å£ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÓÔÒÏË,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ N × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 123ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ: ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÛØ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ⊂ {1; 2; : : : ; n}. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉÔÁÂÌÉ�Ù ÂÕÄÅÔ NH (�I ) + O(logN ).åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑I �I KS (xI ) 6 O(logN )Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn , ÔÏ ÏÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÓÔÒÏË ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉ�Ù.ðÏÜÔÏÍÕ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍ, ÉÍÅÅÍ
∑I �INH (�i ) 6 O(logN )273



ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ (

∑I �IH (�i )) ·N�ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ
∑I �IH (�i ) 6 0;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ (ÅÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). úÄÅÓØ ÎÁÄÏ, ÎÁÞÁ× Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁÓÌÏ× x1; : : : ; xn , �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; : : : ; �n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÜÔÉÈ×ÅÌÉÞÉÎ É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÂÙÌÉ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ á. òÏÍÁÝÅÎËÏ ÍÅÔÏÄÁ �ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÉ�: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× x ′1; : : : ; x ′n , ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅ Â�ÏÌØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ,ÞÅÍ x1; : : : ; xn , É ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉÓÍ. ÎÉÖÅ, × ÒÁÚÄÅÌÅ 10.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ 186).äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (x1; x2) 6 KS (x1) + KS (x2) + O(logN )É �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ. ðÕÓÔØ X1 É X2 |ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ x1 É x2, Á A ⊂ X1 × X2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÁÒÙ 〈x1; x2〉 ×ÏÚÍÏÖÎÏ |A| ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (ÚÄÅÓØ |A| |ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A). äÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ x1 ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×-ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÅÈ x1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

〈x1; x2〉 ∈ A �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x2 ∈ X2). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ m(1), Á ÒÁÚÍÅÒ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ×ÔÏÒÕÀ ÏÓØ m(2), ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:log |A| 6 logm(1) + logm(2)ÉÌÉ, × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ,
|A| 6 m(1)m(2)(ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ).íÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÔÅÏ-ÒÅÍÁ 26; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 172):2KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1; x2) + KS (x1; x3) + KS (x2; x3) + O(logN )äÅÊÓÔ×ÕÑ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÄÅËÁÒÔÏ×Á�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X1 × X2 × X3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:2 log |A| 6 logm(1; 2) + logm(1; 3) + logm(2; 3)274



1
2

3
m(1; 2)

m(1; 3)m(2; 3)
òÉÓ. 24. �ÒÉ �ÒÏÅË�ÉÉ[ineq.1℄(ÚÄÅÓØ m(i; j ) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ ÏÓÉ i É j , ÒÉÓ. 24). ÷ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ:

|A|2 6 m(1; 2)m(1; 3)m(2; 3):é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù×ÅÄÅÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ N É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AN . éÚÏÂÒÁÖÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ 〈x1; x2; x3〉 ∈ A × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÙÓÏÔÙ 3, ÍÙ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ AN ËÁË ÔÁÂÌÉ�Õ ÛÉÒÉÎÙ N É ×ÙÓÏÔÙ 3. �ÁËÉÈ ÔÁÂÌÉ� ÉÍÅÅÔÓÑ |A|N ,É �ÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log(|A|N ) = N log |A| (Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ O(1)). îÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÏÊËÏÊ ÓÔÒÏË �x1; �x2; �x3 (ËÁÖÄÁÑ ÉÚÔÒ£È ÓÔÒÏË ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ N ) É �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:2KS (�x1; �x2; �x3) 6 KS (�x1; �x2) + KS (�x1; �x3) + KS (�x2; �x3) + O(logN ):äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÁÒÁ 〈�x1; �x2〉, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÛÉÒÉÎÙ N É ×ÙÓÏÔÙ 2, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÓÔÏÌÂ�Ï×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á ÉÍÅÅÔÓÑ m(1; 2) ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, Á ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Ù m(1; 2)N ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, É �ÏÔÏ-ÍÕ Å£ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ N É A) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N logm(1; 2)+O(1). íÎÏÖÅÓÔ×Ï AÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ N , Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ N ÅÓÔØ O(logN ), �ÏÜÔÏÍÕ × ÉÔÏÇÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ2N log |A| 6 N logm(1; 2) +N logm(1; 3) + N logm(2; 3) + O(logN )ÞÔÏ �ÒÉ N → ∞ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2 log |A| 6 logm(1; 2) + logm(1; 3) + logm(2; 3):208 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á2H (�1; �2; �3) 6 H (�1; �2) + H (�1; �3) + H (�2; �3):275



[õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÒÏÊËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å A, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log k .℄209 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉÜÎÔÒÏ�ÉÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 139.℄áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÌÅ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ 6) ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕKS (x1; x2) 6 KS (x1) + KS (x2|x1)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(1; 2) 6 m(1) ·m(2|1);×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ X1×X2, ÅÓÌÉ �ÏÄ m(1; 2) �ÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × A, �ÏÄ m(1) �ÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÅË�ÉÉ A ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, Á�ÏÄ m(2|1) �ÏÎÉÍÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ ÆÉËÓÁ�ÉÅÊ�ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.[ïÂßÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÁÎÁ-ÌÏÇÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. �ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ� × x1 ÅÓÔØlogm(1); �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x1 Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(2|1) ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ x2, É�ÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × x2 �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x1 (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÕ �ÏÄÈÏÄÕ)ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ logm(2|1). á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × �ÁÒÅ 〈x1; x2〉 ∈ A ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍlogA = logm(1; 2).℄210 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÍÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ É ÕÓÌÏ×ÎÙÈ), × ËÏÔÏÒÏÍ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ (Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÉÓÔÉÎÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÉÓÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (x1; : : : ; xn) 6 ∑I �I KS (xI ) + O(logN )ÇÄÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, Á ÓÕÍÍÁ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍ, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ Ó �ÏÌÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÄÅËÓÏ× {1; 2; : : : ; n}. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏÔÁËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ: ÅÓÌÉ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï,ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ É ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ: �ÒÉ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔØ�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.)�ÅÏÒÅÍÁ 178. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏi ∈ {1; 2; : : : ; n} ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ ÞÌÅÎÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ i ,ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. 276



⊳ åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ xi ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á (ËÒÏÍÅ xi ) �ÕÓÔÙ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÕÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ i ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù. òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÕ, ÚÁÍÅÎÉ×, ÓËÁÖÅÍ,KS (x1; x2; x3; : : : ; xn)ÎÁ KS (x1) + KS (x2|x1) + KS (x3|x1; x2) + : : :+ KS (xn |x1; : : : ; xn−1)�ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË (×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÏ×).ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ KS (xi | : : :) Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ. ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÓÌÏ×Á x1; : : : ; xi−1, Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÎÏ ÏÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÉÛØ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù. ⊲211 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ ×ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) (ÂÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÌÉÎ).[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 64, Ó. 108). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ KP (y |x) ÒÁ×ÎÙÍKP (x; y)−KP (x), ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KP (x |y; z) 6 KP (y) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ.℄îÁÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÈÏÞÅÔÓÑ �ÏÎÑÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÜÎÔÒÏ�ÉÊ), Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. �ÕÔÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ.ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (x1) + KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1; x2) + KS (x1; x3) + O(logN ):ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A ⊂ X1 × X2 × X3 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(1) ·m(1; 2; 3) 6 m(1; 2) ·m(1:3)ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ (É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ��Á-ÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ� a × b × : × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m(1) = a, m(1; 2; 3) = ab , m(1; 2) = ab Ém(1; 3) = a . îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÕ a × b ×  Ó ÂÏÌØÛ�ÉÍÉ a; b;  ÅÝ£É �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ a ′ × 1 × 1, ×ÚÑ× a ′ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ a, ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ab É a , ÔÏ ÏÔÔÁËÏÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ m(1; 2), m(1; 3) É m(1; 2; 3) ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÍÁÌÏ, ÎÏ m(1) ÓÉÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô,É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ.äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ:KS (x1) + KS (x2|x1) 6 KS (x1; x2) + O(1):ëÁË �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË? îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(1) ·m(2|1) 6 m(1; 2);277



(ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ �ÅÒÅ×ÏÄÏÍ) ÎÅ×ÅÒÎÏ: m(1; 2)=m(1) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ)ÓÅÞÅÎÉÑ, É ÜÔÏÔ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ m(2|1).÷ Þ£Í ÔÕÔ ÄÅÌÏ É ËÁËÏ× ×ÙÈÏÄ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ? åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. íÏÖÎÏ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ. äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑÌÕÞÛÅ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. ïÂÁ�ÏÄÈÏÄÁ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÉÖÅ. îÁÞÎ£Í Ó �ÅÒ×ÏÇÏ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.10.2. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁîÁ�ÏÍÎÉÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A ⊂ X1 × : : : × Xn | ÎÅËÏÔÏÒÏÅÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ n ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X1; : : : ; Xn . äÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I ⊂ {1; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÅË�ÉÀ A ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ∏i∈I Xi . þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÜÔÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ mA(I ). ðÏÍÉÍÏ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÉÈÓÅÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ I É J | Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×. æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ I -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (×ÙÂÒÁ× ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ × ∏i∈I Xi ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ J -ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË ÉÚ A Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ I -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∏i∈I Xi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ∏j∈J Xj . íÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ mA(J |I ). (åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÉÎÄÅËÓ A × ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.)åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m(∅) = 1, Á ÔÁËÖÅ m(∅|J ) = 1 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ J . ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, m(I |∅) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ m(I ).ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X1 × X2 (ÒÉÓ. 25).
1

2
m(1)m(2|1)

òÉÓ. 25. ðÌÏÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ[ineq.2℄�ÏÇÄÁ mA({1}) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÓØ,mA({2} | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ, mA({2}|{1}) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÑÈ, Á mA({1}|{2}) | × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ. ïÂÝÅÅÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÓÔØ mA({1; 2}).278



éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:m(1; 2) 6 m(1) ·m(2|1)(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ A É ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÉÎÄÅËÓÏ×). ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m(1) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(2|1) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÌÑ n -ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:m(1; 2; : : : ; n) 6 m(1) ·m(2|1) ·m(3|1; 2) · : : : ·m(n |1; 2; : : : ; n − 1):÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ m(1) ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ m(2|1) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÊ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(3|1; 2) ÚÎÁÞÅÎÉÊÔÒÅÔØÅÊ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ:m(k1; : : : ; kn) 6 m(k1) ·m(k2|k1) ·m(k3|k1; k2) · : : : ·m(kn |k1; : : : ; ln−1):ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ k1; k2; : : : ; kn ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n (× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ k1; : : : ; kn) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á |��ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ�, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Ai ⊂ Xi . ïÄÎÁËÏ ÂÙ×ÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÛÅÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÉÓ. 26 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ (×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÏÂÅ ÏÓÉ |ÉÚ ÔÒ£È).
òÉÓ. 26. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï[ineq.3℄ðÕÓÔØ I; J; K | ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(J ∪ K |I ) 6 m(J |I ) ·m(K |I ∪ J )(�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ I -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(J |I ) ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ J -ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(K |I ∪ J ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ K -ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÎÅÅ Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(k1; : : : ; kn) 6 m(k1) ·m(k2|k1) ·m(k3|k1; k2) · : : : ·m(kn |k1; : : : ; ln−1);ÇÒÕ��ÉÒÕÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅm(k3|k1; k2) ·m(k4|k1; k2; k3)279



ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m(k3; k4|k1; k2);�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m(k2|k1) ·m(k3; k4|k1; k2);ÍÏÖÎÏ (ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ m(k2; k3; k4|k1)É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ. äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÔÁË ËÁË Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ × �Å�ÏÞËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÒÁ×ÎÙ). éÚ ÜÔÏÇÏÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(J ∪ K |I ) 6 m(J |I ) ·m(K |I ∪ J )ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I; J; K , �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ �Å�ÏÞËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×,× ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(J ∪ K |I ) = m(J |I ) ·m(K |I ∪ J )ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÔÒÅÂÕÑ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÎÄÅËÓÏ× I; J; K ).212 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ.213 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.214 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÉÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÁÖÎÙ ËÁË ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ðÕÓÔØ A ⊂ X1 ×: : : × Xn | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ × A, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × A Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. å£ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ i -À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ �i ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × Xi .�ÅÏÒÅÍÁ 179. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ I =
{i1; : : : ; ik} ×ÅÌÉÞÉÎÁ �I = 〈�i1; : : : ; �ik 〉 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÑÍÉ.

⊳ ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, Á J | ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ {1; 2; : : : ; n}.�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m(1; 2; : : : ; n) = m(I ) ·m(J |I )ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ) ÓÅÞÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÆÉËÓÁ�ÉÅÊ I -ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÔÏ ÅÓÔØ m(1; 2; : : : ; n)=m(I ), ÒÁ×ÅÎ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ m(J |I ), ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ×ÓÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. á ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �I ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ.îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I ×ÓÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �I ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ I = {1; : : : ; n − 1} ÍÙ280



�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ (ÎÅ�ÕÓÔÙÅ) ÓÅÞÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÆÉËÓÁ�ÉÅÊ �ÅÒ×ÙÈ n − 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÚÍÅÒ, É �ÏÔÏÍÕm(1; 2; : : : ; n) = m(n |1; 2; : : : ; n − 1) ·m(1; 2; : : : ; n − 1) (∗)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; �2; : : : ; �n−1 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×�ÒÏÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1; 2; : : : ; n − 1, ÔÏ × ÜÔÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÕ ÖÅËÁÒÔÉÎÕ: �1; : : : ; �n−1 ÓÕÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅÏÓÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å. òÁÓÓÕÖÄÁÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, É ÔÏÇÄÁÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ:m(1; 2; : : : ; n) = m(n |1; 2; : : : ; n−1) ·m(n−1|1; 2; : : : ; n−2) · : : : ·m(3|1; 2) ·m(2|1) ·m(1)ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ⊲óÌÅÄÓÔ×ÉÅ äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; : : : ; �n ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÁÂÏÒÁ �I ÒÁ×ÎÁlogm(I ) (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ I ⊂ {1; 2; : : : ; n}).ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ 180. [sets-to-variables℄ ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×Å-ÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ X1 × X2 × X3 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(1) ·m(1; 2; 3) 6 m(1; 2) ·m(1; 3);ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 24) É, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÍÎÏÖÅÓÔ×.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 180 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ �ÏÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÍÅÒÙ �ÒÏÅË�ÉÊ.10.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; : : : ; �n Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÙ �ÒÏÅË�ÉÊÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÍ ×ÅÌÉÞÉÎ �I . éÄÅÁÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ÞÔÏÂÙlogmA(I ) = H (�I )ÄÌÑ ×ÓÅÈ I ⊂ {1; : : : ; n}. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅÄÌÑ (ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×) ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ.ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÏ ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ281



ÂÙÌÉ ÂÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ �ÒÏÅË�ÉÊ, É ÄÁÖÅ ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ(Ó ÍÁÌÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÉÍ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ 〈�1; : : : ; �n 〉 ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ×ÉÄÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ, ×ÅÒÎÏÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.éÔÁË, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; : : : ; �n . ëÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ×ÙÓÏÔÙ n , × ËÏÔÏÒÏÍ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ. ëÁÖÄÙÊÓÔÏÌÂÅ� ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÒÉ×ÅÄÑ ×ÓÅÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ N , ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÚ N ÓÔÏÌÂ�Ï×, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÏÔÁ (ÄÏÌÑ) ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ 〈�1; : : : ; �n 〉.�ÁËÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ É ��Ï ÓÔÒÏËÁÍ�, ÔÏÇÄÁ i -Ñ ÓÔÒÏËÁ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ N ×ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, ÂÕË×ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁ-ËÉÈ ÓÌÏ× ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Xi (ÄÌÉÎÁ N Õ ÎÁÓ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ Å£ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ). á ×ÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ N (ËÁÖÄÏÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1 × : : :× Xn .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊÓÔÏÌÂ�Ï×. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÛÉÒÉÎÙ N , × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÔÁËÉÅ ÖÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1×: : :×Xn . ïÎÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÎÁÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,�ÒÉÍÅÎÉ× Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓÔÏÌÂ�Ï×. åÓÌÉ ÜÔÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏ, ÓÞÉÔÁÑ ×ÓÅ N ! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË,ÄÁÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÌÉÛØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÔÁÂÌÉ�Å, Á ÎÅ ÔÅÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ.)üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏËÉ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÅË�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ × U ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.�Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÙ �ÒÏÅË�ÉÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í ÒÁÚÍÅÒ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÕÓÔØ × Î£Í ÉÍÅÅÔÓÑ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÓÔÏÌÂ�Ï×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÁ-ÍÉ q1; : : : ; qm . �ÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉÓÔÏÌÂ�Ï×, ÒÁ×ÎÏ N !(q1N )!(q2N )! : : : (qmN )!É ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁËNh(q1; : : : ; qm) + O(logN );ÇÄÅ h(q1; : : : ; qm) = ∑ qi (− log qi ) | ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ mÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ q1; : : : ; qm , ÔÏ ÅÓÔØ | × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ×ÅÌÉÞÉÎÙ 〈�1; : : : ; �n 〉.�ÁË ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉÍÅÒÎÏ × N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÌÀÂÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É282



�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× I �ÒÉÍÅÒÎÏ × N ÒÁÚÂÏÌØÛÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �I .åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× �ÒÏÅË-�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U . õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ N(ÕÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ) É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ O(logN )=NÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÌÀÂÙÈ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ) ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ�ÅÏÒÅÍÁ 181. [random-to-uniform℄ ÷ÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.10.4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÒÂÉÔÙ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÚÁ ÓÞ£Ô ÞÅÇÏ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ïÂÙÞÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞ£Ô ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.á ÉÍÅÎÎÏ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË SN , ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÔÁÂÌÉ-�Ù. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ (ÔÁÂÌÉ�Ù Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁ-ÍÉ) �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á G É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1; : : : ; Xn .ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Xi . ïÎÉ ×ÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å X1 × : : : × Xn . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ 〈x1; : : : ; xn 〉 ∈ X1 × : : :× Xn ÉÏÒÂÉÔÕ U ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 182. ïÒÂÉÔÁ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1×: : :×Xn .
⊳ ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÎÁ ÔÏÞËÕ x = 〈x1; : : : ; xm〉 ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù G (ÓÞÉÔÁÑ ×ÓÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÉÚ U . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ x × ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ y , ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÓÔÁÂÉ-ÌÉÚÁÔÏÒÕ ÔÏÞËÉ x (�ÏÄÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÏÞËÕ xÎÁ ÍÅÓÔÅ), Á ×ÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ �ÒÏÅË�ÉÉ,É �ÏÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. ⊲÷Ï ÞÔÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×? òÁÚÍÅÒ ÏÒÂÉÔÙ U ÒÁ×ÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ G É ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ x .üÔÏÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÍÅÒ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÚ I ÒÁ×ÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ G É ÒÁÚÍÅÒÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× ÄÌÑ xi �ÒÉ i ∈ I . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á H ÇÒÕ��Ù G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ283



ÄÅÊÓÔ×ÉÉ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �Ï H ). ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m(1; 2) 6 m(1) ·m(2) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑÌÀÂÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� H1 É H2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G :
|G |

|H1 ∩ H2| 6
|G |
|H1| · |G |

|H2|ÉÌÉ |H1 ∩ H2| > |H1| · |H2|=|G |. á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m(1; 2; 3)2 6 m(1; 2)m(1; 3)m(2; 3) ÄÁ£ÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|H1 ∩ H2 ∩ H3|2 > |H1 ∩H2| · |H1 ∩ H3| · |H2 ∩ H3|=|G |äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 181 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ �ÏÄÇÒÕ�� (× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�Å-ÎÑÈ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÒÂÉÔ), Á �ÏÔÏÍÕ É ÄÌÑ �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 183. ÷ÓÑËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, É ÎÁ-ÏÂÏÒÏÔ.10.5. ðÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁíÙ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X1 × : : :× Xn ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(k1; : : : ; kn ) 6 m(k1) ·m(k2|k1) ·m(k3|k1; k2) · : : : ·m(kn |k1; : : : ; kn−1):ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ k1; : : : ; kn ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï -ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×  ÒÁÚ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÅ×ÕÀ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 1-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÁÒÏÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.íÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ (Ó ��ÏÔÅÒÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ�) ÎÁ -ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 184. [quasi-uniform℄ ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.(Á) åÓÌÉ I; J; K | ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×, ÔÏ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Åm(J ∪ K |I ) 6 m(J |I ) ·m(K |I ∪ J )(×ÅÒÎÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A) �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÅ×ÕÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÒÁÚ.(Â) ðÒÏÅË�ÉÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ.(×) ðÕÓÔØ A′ | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ × Î£Í ÄÏÌÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ".�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ="-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.284



(Ç) ðÕÓÔØ � | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × A. �ÏÇÄÁ Å£ �ÒÏÅË-�ÉÑ �I ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× I ÉÍÅÅÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ logm(I ) É ÎÅ ÍÅÎØÛÅlogm(I )− log .(Ä) ðÕÓÔØ I É J | ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×. �ÏÇÄÁ H (�J |�I ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅlogm(J |I ) É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ logm(J |I )− log .
⊳ (Á) ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám(k1; : : : ; kn ) 6 m(k1) ·m(k2|k1) ·m(k3|k1; k2) · : : : ·m(kn |k1; : : : ; kn−1):ÍÏÖÎÏ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍm(J |I ) ·m(K |I ∪ J ) > m(J ∪ K |I ):ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, �ÏËÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ ×ÌÅ×ÕÀ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÁÌÏÓØ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×  ÒÁÚ, ÔÏ É ÎÁËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×  ÒÁÚ, Á �ÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÒÏÊËÕ I; J; K .(Â) ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀm(n |1; : : : ; n − 1) ·m(n − 1|1; : : : ; n − 2) · : : : ·m(2|1) ·m(1) 6 m(1; : : : ; n)É ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ:m(1; : : : ; n) 6 m(n |1; : : : ; n − 1) ·m(1; : : : ; n − 1):óÏËÒÁÝÁÑ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ m(n |1; : : : ; n − 1), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1; 2; : : : ; n−1 (�ÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ 1; 2; : : : ; n ,ËÁË × ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ).(×) ïÔ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ,Á ÒÁÚÍÅÒ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 1=" ÒÁÚ.(Ç) óÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �I �ÒÉÎÉÍÁÅÔ m(I ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ Å£ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ logm(I ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ J = {1; 2; : : : ; n} \ I , ÔÏm(I ) ·m(J |I ) 6 m(1; 2; : : : ; n)�ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �I ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅm(J |I )=m(1; 2; : : : ; n) 6 =m(I ) É �ÏÔÏÍÕ Å£ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ logm(I )− log .(Ä) óÒÁ×ÎÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏH (�1; : : : ; �n ) = H (�n |�1; : : : ; �n−1) + H (�n−1|�1; : : : ; �n−2) + : : :+ H (�2|�1) + H (�1)Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍlogm(1; : : : n) 6

6 logm(n |1; : : : ; n − 1) + logm(n − 1|1; : : : ; n − 2) + : : :+ logm(2|1) + logm(1):285



ìÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ Õ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ � ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A. ëÁÖÄÁÑÜÎÔÒÏ�ÉÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔ-ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log  . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÍÏÖÅÔÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log  . ðÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ É ÇÒÕ��ÉÒÕÑÞÌÅÎÙ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlogm(J |I )− log  6 H (�J |�I ) 6 logm(J |I )ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× I; J . ⊲îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ (Ç) É (Ä): ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ É ÓÅÞÅÎÉÊ -ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m log  , ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å.(þÅÍ ÂÏÌØÛÅ , ÔÅÍ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ.)üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÎÁÍÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÏ×�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.10.6. íÅÔÏÄ ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÉ[romashhenko-theorem℄óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÓÔÒÏÉÔ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X1×X2×: : :×Xn ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ logm(J |I ) ≈ KS (xJ |xI ) Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ (ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×) �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ.÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 185. [romashhenko-typial℄ äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ d , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N > 1 É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏ× x1; : : : ; xnÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1; : : : ; Xn É N d -ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X1× : : :×Xn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ | logm(J |I )−KS (xJ |xI )| 6 d logN �ÒÉ ÌÀÂÙÈÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ I; J ⊂ {1; : : : ; n}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xi × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ: ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å n -ÏË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ �ÒÏÅË�ÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍÅÝ£, ÞÔÏ ÓÔÒÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ N > 1 ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ N = 1 Ï�ÅÎËÁ N  ÎÅ ÒÁÓÔ£Ô ÓÒÏÓÔÏÍ  .÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ,ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (xI |xJ ) ÄÌÑ×ÓÅÈ �ÁÒ (I; J ) ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× {1; : : : ; n}. (úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ �Ï n ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ: ÏÄÎÉÈ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÅÊ (�ÒÉ J = ∅) ÕÖÅ ÎÁÂÉÒÁÅÔÓÑ 2n − 1, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.) âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ κ(x1; : : : ; xn).
⊳ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A(x1; : : : ; xn ) ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×y1; : : : ; yn , Õ ËÏÔÏÒÙÈ

κ(y1; : : : ; yn) 6 κ(x1; : : : ; xn )286



�ÒÉ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×. ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÎÅÂÏÌØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ x1. ðÒÉ n = 2 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÓÌÏ× y1; y2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (y1) 6 K (x1); KS (y2) 6 K (x2); KS (y1; y2) 6 K (x1; x2);KS (y1|y2) 6 K (x1|x2); KS (y2|y1) 6 K (x2|x1):íÎÏÖÅÓÔ×Ï A(x1; : : : ; xn ) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ�ÕÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ 〈x1; : : : ; xn〉. íÙ ÈÏ-ÔÉÍ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (�ÒÉÍÅÒÎÏ 2KS (x1;:::;xn )) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (âÏÌØ-ÛÅ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ ÂÏÌØÛÅ KS (x1; : : : ; xn ).)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ κ(x1; : : : ; xn ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï A(x1; : : : ; xn ). úÁÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÔÒÅÂÕÅÔ O(logN ) ÂÉÔÏ× (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ × ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ, ÈÏÔÑ É ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ n É �Ï-ÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ T (x1; : : : ; xn ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ,ÕËÁÚÁ× (�ÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ) ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × A(x1; : : : ; xn ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔlog |A(x1; : : : ; xn )|+ O(logN )÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ 〈x1; : : : ; xn 〉, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑÏ�ÅÎËÁ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A(x1; : : : ; xn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ , �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám(1; 2; : : : ; n) 6 m(1) ·m(2|1) ·m(3|1; 2) · : : : ·m(n |1; 2; : : : ; n − 1)ìÏÇÁÒÉÆÍÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÑÍÉ: m(1) 6 2KS (x1), �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ KS (y1) 6 KS (x1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ 〈y1; : : : ; yn 〉 ∈ A(x1; : : : ; xn ) (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ 2KS (x1)+1× Ï�ÅÎËÅ, ÎÏ Ó ÎÁÛÅÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏm(2|1) 6 2KS (x2|x1) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ KS (x1) + KS (x2|x1) + KS (x3|x1; x2) + : : :+ KS (xn |x1; : : : ; xn−1) + O(logN )ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ KS (x1; : : : ; xn ) +O(logN ). îÏ É ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Å£ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÅÍÅÎØÛÅ KS (x1; : : : ; xn ) − O(logN ), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ ÅÓÔØ O(logN ), ÁÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÁÍÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ N , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏKS (xi |x1; : : : ; xi−1) = logm(i |1; : : : ; i − 1) + O(logN );Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÁ£ÔKS (xJ |xI ) = logm(J |I ) + O(logN )ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ I É J . ⊲éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÉ£Í ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÅÊ : ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë �ÅÌÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÔÉ�ÉÞÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅ-ÌÅÍ� (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ).�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÅÝÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:287



�ÅÏÒÅÍÁ 186. [prob-ompl℄ ÷ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑I �IH (�I ) 6 0;×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; : : : ; �n , ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×-ÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ O(logN ):

∑I �IK (�I ) 6 O(logN ):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(logN ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n (É ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔ£Ô Ó ÒÏÓÔÏÍ n), ÎÏ ÎÅ ÏÔÓÌÏ× x1; : : : ; xn .
⊳ ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÅÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑÜÎÔÒÏ�ÉÊ) ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 10.1.äÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ Õ ÎÁÓ ÔÏÖÅ ×Ó£ ÇÏÔÏ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ-�ÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á x1; : : : ; xn É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = A(x1; : : : ; xn) ÉÚ ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ 〈�1; : : : ; �n 〉, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A N  -ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÂÕÄÕÔÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÒÁÚÍÅÒÏ× ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(logN ) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 184.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅÌÉÞÉÎÙ logm(I |J ) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logN ) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 185, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ⊲10.7. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: �ÒÉÍÅÒÙ÷ÅÒÎ£ÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ: �ÓÌÏ×Ï xÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n� ÎÁÄÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÍÅÎÅÅÞÅÍ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×�. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1), ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÅ É ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.)óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÎÅ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ KS , Á ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÓÔÎÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ KS (x) < n Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ x É n , É ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ÎÁÄÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.òÁÚÂÅÒ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×.
• îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (x) 6 KS (y) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÉÚ KS (y) < n ÓÌÅÄÕ-ÅÔ KS (x) < n .
• îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (x) 6 2KS (y) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÉÚ KS (y) < n ÓÌÅÄÕ-ÅÔ KS (x) < 2n .
• îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (z) 6 KS (x)+KS (y) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ×ÓÅÈ u É v ÉÚ KS (x) < uÉ KS (y) < v ÓÌÅÄÕÅÔ KS (z) < u + v .éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÒÉÍÅÒ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚ�Á, �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊÑÚÙË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ: KS (x; y) 6 KS (x) + KS (y). ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ: ÅÓÌÉKS (x) < u É KS (y) < v , ÔÏ KS (x; y) < u + v . äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ x�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2v ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u+v288



ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÁÒÁ 〈x; y〉 (Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×). �ÁË ÞÔÏÎÉÞÅÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.äÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (y |x) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ KS (y |x) < v×ÙÇÌÑÄÅÌ ÂÙ ÔÁË: �ÁÒÁ 〈x; y〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÓÅÞÅ-ÎÉÑ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÍÅÎÅÅ 2v . �ÁË ÞÔÏ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (x; y) 6KS (x) + KS (y |x) ÔÏÖÅ ÑÓÎÏ, ËÁË �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ.óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (z) >KS (x) + KS (y) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ KS (x) > u É KS (y) > v , ÔÏ KS (z) > u + v .îÏ × ÎÁÛÅÍ �ÒÅÄÉËÁÔÅ KS ÍÅÎØÛÅ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (É ÜÔÁ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ:ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏ×Á ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÏ×Á ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ!) ðÏÜÔÏÍÕÎÁÄÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑÍ: ÅÓÌÉ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (x) < u É ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (y) < v , ÔÏÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (z) < u + v . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ KS (z) < u + v , ÔÏ KS (x) < u ÉÌÉKS (y) < v .ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ �ÅÒÅ×ÏÄÁ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁKS (x; y) > KS (x) + KS (y |x);Ó ËÏÔÏÒÙÍ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ×ÏÔ ÞÔÏ: ÅÓÌÉ �ÁÒÁ 〈x; y〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u+v ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÌÉÂÏ x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÌÉÂÏ 〈x; y 〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÀÂÏÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2v ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ A ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u+v ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2u ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C �ÁÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2v ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ �ÅÒ×ÙÍÞÌÅÎÏÍ,�ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 〈x; y〉 ∈ A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏx ∈ B , ÌÉÂÏ 〈x; y 〉 ∈ C .åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ, ÔÏ ÔÁÍ ËÁË ÒÁÚ �ÏÓÕÝÅÓÔ×Õ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x; y ÍÙ ÓÍÏÔÒÅÌÉ, ÍÎÏÇÏ ÌÉ �ÁÒÓ ÔÅÍ ÖÅ x ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÔÏ KS (y |x) ÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÍÁÌÙÍ (×ÎÁÛÉÈ ÔÅ�ÅÒÅÛÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ: ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ×ÈÏÄÑÔ × C ), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ KS (x)ÍÁÌÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÄÌÑ ÎÅÍÎÏÇÉÈ x . (÷ ÎÁÛÉÈ ÔÅ�ÅÒÅÛÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÁËÉÅ x�Ï�ÁÄÁÀÔ × B ).215 ðÏ×ÔÏÒÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ É × ÌÅ×ÏÊ, É × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÈ: KS (x1) + KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1; x2) + KS (x2; x3)(ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logN ) ÄÌÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×Ù-ÛÅ N ).ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ä×ÕÍÅÓÔÎÏÍÕ �ÒÅÄÉËÁÔÕ KS (x) < n , ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:ÅÓÌÉ KS (x1; x2) < a, KS (x1; x3) < b É a + b = p + q , ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× KS (x1) < p É KS (x1; x2; x3) < q .289



åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔÔÁË: ÅÓÌÉ A ⊂ X1 × X2 × X3, mA(1; 2) 6 2a, mA(1; 3) 6 2b É a + b = p + q ,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ B;C ⊂ X1 × X2 × X3, ÞÔÏ A ⊂ B ∪ C , mB (1) 6 2p ÉmC (1; 2; 3) 6 2q .éÌÉ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ É ÉÓËÌÀÞÁÑ ÌÉÛÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ:ÅÓÌÉ A ⊂ X1 × X2 × X3 É mA(1; 2) ·mA(1; 3) = l · VÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ l; V > 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ BÉ C , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ mB (1) 6 l É mC (1; 2; 3) 6 V .çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ1; 2 É 1; 3 ÍÁÌÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÅÝ£ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÅ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ 1 (�ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ) É ÏÂß£ÍÕ (ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË × A) ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÉÍÉ. ïÄÎÁËÏ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ B É C , Õ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÌÁ ÄÌÉÎÁ �Ï �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, Á Õ ×ÔÏÒÏÇÏÍÁÌ ÏÂß£Í.(÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ �ÒÉÍÅÒ Ó Ä×ÕÍÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁÍÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÌÓÔÙÊ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ÍÏÇ ÂÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ B , Á ÔÏÎËÉÊ | C .)÷Ó£ ÜÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. îÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ. ÷ÏÔ ËÁË ÅÇÏÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ 1,2; ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ X1×X2, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A12. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ�ÒÏÅË�ÉÉ; �ÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n2(x) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÏÇÄÁm(1; 2) = |A12| = ∑x n2(x)(ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍm(1; 3) = |A13| = ∑x n3(x)äÌÉÎÁ mA(1) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÜÔÉÈ ÓÕÍÍÁÈ, Á m(1; 2; 3) (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × A) ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ:m(1; 2; 3) = |A| 6 ∑x n2(x)n3(x):(âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,ÄÏÂÁ×É× × A ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÊ.)îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ A ÎÁ ÞÁÓÔÉ B É C , �ÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ B (×ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) É ÏÂß£Í C . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ B ÎÕÖÎÏÚÁÂÒÁÔØ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ×ËÌÀÞÉÍ × B ÓÁÍÙÅ ÂÏÌØÛÉÅ290



ÓÅÞÅÎÉÑ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ n2(x)n3(x) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ) × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å l ÛÔÕË, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÔ�ÒÁ×ÉÍ× C . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × C ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A12| · |A13|=l .ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÅÎÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ÅÇÏ �ÌÏÓËÉÈ �ÒÏ-ÅË�ÉÊ; ÏÎÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ |A12| É |A13|. íÙ ÚÎÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C(�ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ X1) �Ï �ÌÏÝÁÄÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ Sl , ÇÄÅ Sl | l -Å �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ (× �ÏÒÑÄËÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ) ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2KS (x1; x2; x3) 6 KS (x1; x2) + KS (x1; x3) + KS (x2; x3|x1)(ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, �ÅÒÅÊÄÑ Ë ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x1). ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ m(1; 2; 3)2 6 m(1; 2) ·m(1; 3) ·m(2; 3|1)É �ÏÔÏÍÕ
|C |2 6 |A12| · |A13| · SlïÓÔÁÌÏÓØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏSl 6

|A12| · |A13|l 2÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ �ÌÏ-ÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Sl . óÕÍÍÁ �ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ� n2(x) ÜÔÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ |A12|,Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ �×ÙÓÏÔ� n3(x) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ |A13|, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ) ÏÓÎÏ-×ÁÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A12|=l , Á ÓÒÅÄÎÑÑ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ) ×ÙÓÏÔÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A13|=l . ïÓÔÁ£ÔÓÑÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S 6 aibi �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; l , ÔÏS 6
a1 + : : :+ all · b1 + : : :+ bll(ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÅÒÎÙÍ.10.8. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ �ÒÉÍÅÒÏ× Ë ÏÂÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

∑�I KS (xI ) 6 ∑�J KS (xJ )(ÓÕÍÍÙ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ×I; J ⊂ {1; 2; : : : ; n}; ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ;ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �I É �J �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ).ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ? ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:291



ðÕÓÔØ A ⊂ X1× : : :×Xn É �ÕÓÔØ nI | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
∏I (nI )�I = ∏J mA(J )�J�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ BI , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈmBI (I ) 6 nIë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, �ÒÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. îÁÍ�ÒÉÄ£ÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ËÌÀÞÉ× × ÎÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊO(logN ) × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å. ÷ÏÔ ÜÔÏÔ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ d , ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ X1; : : : ; Xn , ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ A ⊂ X1× : : :×Xn É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ nI , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
∏I (nI )�I = ∏J mA(J )�J ;ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ BI , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈmBI (I ) 6 nI · (log |A|)d�ÅÏÒÅÍÁ 187. [ombinatorial1℄ óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÏ× �I É �J ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∑�I KS (xI ) 6 ∑�J KS (xJ ) + O(logN )ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N .
⊳ ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ É �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÞÁÓÔÑÍÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁÂÏÒÁÍÉ 〈x1; : : : ; xn 〉 ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅN = log |A| (ÓÌÏ× È×ÁÔÉÔ, Á ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ �ÒÉÒÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ (ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ O(logN )). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÉ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logN )). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 〈x1; : : : ; xn 〉 ∈ A ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁK (xJ ) 6 logmA(J ) + O(logN )ÄÌÑ ×ÓÅÈ J ; ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �J , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

∑J �JK (xJ ) 6 log(∏J mA(J )�J)+ O(logN )ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÎÙÍ) É ×Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ nI ,ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ
∑I �IK (xI ) 6 log(∏I n�II )+ O(logN ) = ∑I �I log nI + O(logN )292



ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 〈x1; : : : ; xn〉 ∈ A. á ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á A) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ× �ÒÁ×ÏÊ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 〈x1; : : : ; xn 〉 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ I , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍKS (xI ) 6 nI + O(logN )ÔÏ ÅÓÔØ xI �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ nI + O(logN ). óÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BI .üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÜÔÏÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÒÉ£ÍÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A ⊂ X1 × : : : × Xn , ÇÄÅ ×ÓÅ Xi ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N , É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ (�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ �I É �J ) �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÕÖÅ ×ÓÅÇÏ (Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÎÏ-ÓÔØÀ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(logN )) �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ N É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �I ; �J , É �ÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÓÁÍÙÍ ÔÒÕÄÎÙÍ ÄÌÑ �ÏËÒÙÔÉÑ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÎÏ.(óËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �I É �J Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ. îÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N , �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ×ÓÅÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÔ N É ÏÂÝÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(1). á ÚÁÄÁÎÉÅ ÉÈ Ó ÔÁËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÂÕÅÔ O(logN )ÂÉÔÏ×.)÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÒÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ, ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn , ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ ÂÏÌÅÅ N . ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÍÅÔÎÏ (ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ O(logN )) ÂÏÌØÛÅ �ÒÁ×ÏÊ. ÷ËÌÀÞÉÍ ÎÁÛ ÎÁÂÏÒ × �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA = A(x1; : : : ; xn ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å nI ×ÅÌÉÞÉÎÙ KS (xI ), ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÅ �ÏÒÏ×ÎÕÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÁ×ÎÑÔØ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó �ÒÁ×ÏÊ; �ÏÓËÏÌØËÕ logmA(J ) ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ KS (xJ ), ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Õ×ÅÌÉÞÉ× nI ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ O(logN )). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÕÄÅÔ �ÏËÒÙÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ BI , Õ ËÏÔÏÒÙÈI -�ÒÏÅË�ÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2nI ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2KS (xI ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÔÎÏÕÍÅÎØÛÁÌÉ nI ). ÷ ÓÉÌÕ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ×ÓÑËÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅ-ÍÕ A, É �ÏÔÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× BI ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ⊲216 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ×ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ × ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ (ÓËÒÙÔÙÅ ÚÁÓÌÏ×ÁÍÉ �ÚÁÍÅÔÎÏ�, �ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÄÏÌÑ� É Ô. �.)217 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 187 É Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ, ÎÏ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.
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10.9. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ: ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔðÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× | ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÎÏ �ÒÏÝÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÉÈ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ.á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ �I ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁËÁ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ d , ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× X1; : : : ; Xn É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ A ⊂ X1× : : :×Xn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ A× ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (log |A|)d ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∏m(I )�I 6 (log |A|)d :(ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÊ).�ÅÏÒÅÍÁ 188. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× �I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
∑�I KS (xI ) 6 O(logN )ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N .

⊳ ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á xi ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ÔÉ-�ÉÚÁ�ÉÉ É �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = A(x1; : : : ; xn). ðÒÉ ÜÔÏÍ log |A| ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ N .ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÇÏ (ÏÔ log |A|, Á �ÏÔÏÍÕ É ÏÔ N ) ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ B . íÎÏÖÅÓÔ×Ï B ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀÄÏÌÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÅÍ  , Á �ÏÔÏÍÕ É B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍ (Ó Â�ÏÌØÛÉÍ, ÎÏ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅÍ ), �ÒÉÞ£Í ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ Õ A É B ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ O(logN ). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ B ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ A (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logN )),Á �ÏÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X1 × : : : × Xn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ N = log |A| ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ (ÏÔ N ) ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÎÉ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÉÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ. îÏ ÉÚ ÎÅ£ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÁÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log ) = O(logN ).éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ (�ÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ) �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 〈x1; : : : ; xn〉 ∈ AÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ294



〈y1; : : : ; yn〉 ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ A) ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÄÌÑ x .üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ �ÔÉ�ÉÚÁ�ÉÉ� × Ä×ÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ:×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y ∈ A (Á ÒÁÎØÛÅ ÎÉËÁËÏÇÏ A ÎÅ ÂÙÌÏ); ×Ï-×ÔÏ-ÒÙÈ, ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ A.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÓÌÏ× x1; : : : ; xn É ÉÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ, Á ÎÅ ÓÁÍÉÍÉ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, É �ÏÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÛØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÄÌÑ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ (ÏÔ N ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ  .üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ: ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÔÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅ ÓÉÌØÎÏÍÅÎØÛÅ 2KS (x1;:::;xn |A), Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÓÅÞÅÎÉÊ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏÜÔÉ Ä×Á ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ × ÓÉÌÅ. ⊲éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÌÅÍ-ÍÙ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. üÔÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ N2 �ðÏÞÔÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ� × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏm(1; 2) ≈ m(1)m(2|1); m(1; 2) ≈ m(2)m(1|2)äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÒÅÄÎÅÅ (ÎÅ�ÕÓÔÏÅ) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ m(1; 2)=m(1) ÄÏÌÖÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛ-ËÏÍ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ m(2|1) | É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÄÅÑ | ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÞÁÓÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅ-ÞÅÎÉÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ(ÓËÁÖÅÍ) ×Ä×ÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ É ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ. ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ | �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑÍÏÇÕÔ ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÒÔÉÔØÓÑ.ëÁË �ÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ? ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÞÔÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ (�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ) ÄÏÌÀ × ÉÓÈÏÄÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÉ× ×ÔÏÒÕÀ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ (ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÅÓÌÉËÁÖÄÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÂÉÒÁÅÔ "-ÄÏÌÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ �ÏÓÌÅ 1=" ÛÁÇÏ× ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ × e ÒÁÚ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ×ÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁ-ÌÏÓØ).ëÁË ÖÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ ÞÁÓÔØ, �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ × ÏÂÏÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ?ðÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÀÔÓÑ), �ÏÄÅÌÉÍ Å£ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ÓÎÏ×Á ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ (×ÙÂÒÏÓÉ× ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ). îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (�ÕÎËÔ (×)ÔÅÏÒÅÍÙ 184).üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ Ä×Á �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á �Ï ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ). ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÎÏ ÄÁ£Ô ÞÁÓÔÉ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ).295



åÝ£ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÌÏÖÎÉ× ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ: ÎÅÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ n , ÎÏ ÎÅÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ×ÅÓ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ) ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÔØ ×ÓÅÍ ÎÕÖÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.÷ÅÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÕÍÍÏÊ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. á ×ÅÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ,�Ï�Á×ÛÅÇÏ × ÞÁÓÔØ X , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
∑A;B logmX (B |A)− d log |X |;ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï �ÁÒÁÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÎÄÅËÓÏ× A; B ⊂ {1; 2; : : : ; n}, Ád | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÞÌÅÎlog |X | | �ÒÉ A = ∅, B = {1; 2; : : : ; n}). ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ×ÅÓÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÎÕÔÒÉÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ d ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÞÁÓÔÅÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÇÏÄÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ×ÓÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ logmX (B |A) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ). ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÅ mX (B |A) ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×ÔÒÏÅ (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ÍÅÎØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ), Á log |X | ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ, É �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ dÜÔÏ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ, É �ÒÉ ÓÌÉÑÎÉÉ ÞÁÓÔÅÊ ×ÅÓÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÕÍÅÎØÛÁÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ d Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ËÏÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØÏÔ n É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).ðÕÓÔØ d ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÕÄÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÞÁÓÔÉ �Ï �ÅÌÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ logmX (B |A) �ÒÉ ×ÓÅÈ A É B . ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÎÅ �Ï�ÁÄÕÔ × ÏÄÉÎËÌÁÓÓ, Á ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ log |X |, ËÏÔÏÒÏÅÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÖÅÌÁÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ. äÒÕ-ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ Ä×ÅÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. ðÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ ÎÁ Ä×Å ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÞÁÓÔÉ É ×ÅÓÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÔÏÞÅË ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÌÉÛØÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×ÅÓÁ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÅ
∑A;B logmX (B |A)− d log |X |;ÄÌÑ ×ÅÓÁ ÔÏÞËÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ (É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, É ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ) ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÅ-ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ) �ÅÒÅÓÉÌÉÌÏÂÙ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÌÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ: ÅÓÌÉ ÞÁÓÔØ ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÉÚ pm É qm ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÁË ÞÔÏ p+q = 1), ÔÏ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑÎÁ dmh(p; q), ÇÄÅ h(p; q) = p(− log p) + q(− log q)ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÜÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÂÁ×ËÁ × (ÕÄÅÌØÎÏÍ, × ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÔÏÞËÕ) ×ÅÓÅ ÚÁ ÓÞ£Ô ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏÎÅ ÂÏÌØÛÅ d . 296



åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÞÁÓÔØ) ÓÉÌØÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× A É B , ÞÔÏ m(A ∪B ) ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ m(A) ·m(B |A). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ A ∪ B , ÔÏ Õ ÜÔÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ B ,ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÕ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, × l ÒÁÚ)�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÒÅÄÎÅÅ.üÔÕ �ÒÏÅË�ÉÀ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å, ÓÞÉÔÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÖÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÒÁÚ-ÍÅÒÏÍ. õ ÞÁÓÔÉ Ó �ÍÁÌÙÍÉ� ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÔÏÇÄÁ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÞÅÎÉÑ ×√l ÒÁÚ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÏÌØÛÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ þÅÂÙÛ£×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÄÏÌÉ 1=√l (ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÓÒÅÄÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ), �ÏÜÔÏÍÕ Õ ÞÁÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ (ÔÁËÖÅ × √l ÒÁÚ) ÒÁÚÍÅÒ A-�ÒÏÅË�ÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÏ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ×ÅÓÏ× ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÁ log√l (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÕÔ).ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ l (ËÏÇÄÁ log√l > d ) ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.úÎÁÞÉÔ, × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  ,ËÏÔÏÒÁÑ (×ÓÌÅÄ ÚÁ d É l ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏÍ n (ÈÏÔÑ É ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔ£Ô Ó ÒÏÓÔÏÍ n),ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÓÏ×.10.10. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ Ä×ÕÈ É ÔÒ£È ÓÌÏ×íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÁÍÙÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏ-ÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÏÄÇÒÕ�� É Ô. Ä. É Ô. �. îÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ �ÏÎÑÔØ×Ó£-ÔÁËÉ, ËÁËÏ×Ù ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.üÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× (�ÒÉ n 6 3). äÌÑ n = 1 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ×ÏÏÂÝÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ðÒÉ n = 2 ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á0 6 H (�1) 6 H (�1; �2); 0 6 H (�2) 6 H (�1; �2); H (�1; �2) 6 H (�1) + H (�2)ËÏÔÏÒÙÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÒÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙH (�2|�1); H (�1|�2); I (�1 : �2)ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÒ£È ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÌÀÂÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ: ×ÏÚØÍ£Í ÔÒÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �;�;  Ó ÔÁËÉÍÉÜÎÔÒÏ�ÉÑÍÉ É �ÏÌÏÖÉÍ �1 = 〈�;�〉; �2 = 〈�; 〉;ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, H (�1|�2) = H (�), I (�1 : �2) = H (�), H (�2|�1) = H (). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ,ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎH (�1); H (�2); H (�1; �2);É �ÏÔÏÍÕ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅ ÎÕÖÎÏ (ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×É-ÅÍ ÜÔÉÈ; ÚÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÅÓÔØÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ).297



ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 3, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 2 ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÎÅÞÔÏÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÉÓÁÌÉ ×ÓÅ ×ÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ: ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÜÎÔÒÏ�ÉÊ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ× (ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÉ n = 2) ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E × ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ�ÅÌÉËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E . ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (�ÒÉ n = 2) ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ E ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÍÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÁÖÅÚÎÁÑ ÜÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÚÎÁÑ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÎÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ E ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÅÊ, ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, ÒÁÚÍÅÒÏ× �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É Ô. Ä. ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ËÎÉÍ. óÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁÍ ÄÒÕÇÉÅ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÍÅÒÙ �ÒÏÅË�ÉÊ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÉÈÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÏÏÂÝÅ ×Ó£ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 3. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÉÍÅÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÅÍÉ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á). õÄÏÂÎÅÅ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ a1; : : : ; a7 × ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ Ó. 51 (ÒÉÓ. 5) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ai , ËÒÏÍÅ ��ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ� a5,ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ I (�1 : �2 : �3), ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, Á ÜÔÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ × ÓÕÍÍÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÞÁÓÔÅÊ a2; a4; a6. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ R7 ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F ×ÓÅÈÓÅÍ£ÒÏË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï F , ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉÂÕÄÕÔ ×ÅËÔÏÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ÉÚ ai ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØÅÝ£ ÏÄÉÎ ÏÓÏÂÙÊ ×ÅËÔÏÒ e: Õ ÎÅÇÏ a5 = −1, a2 = a4 = a6 = 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ai ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÈÏÔÑ a5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔa2, a4 É a6, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÏÓÏÂÙÊ ×ÅËÔÏÒ e Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a5| É ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ�Ï ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.�Å�ÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅÔ: �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ËÁËÎÁÂÏÒÙ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ (ÏÓÏÂÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ �1, �2 Ó Ä×ÕÍÑÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É �3 = �1 + �2 (mod 2)), ÔÏ ÌÀÂÏÅ ×ÅÒÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏÄÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, É �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ F , ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.218 [nononvex-e℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÎÅ×Ù�ÕËÌÏ: Á ÉÍÅÎÎÏ, �e �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ E ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ÅÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.219 [adding-e℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ n)298



ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ e; e ′ ∈ R2n−1 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ E , ÔÏ É ÉÈÓÕÍÍÁ e + e ′ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E . [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Ä×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÙ e É e ′, É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ × ÏÄÉÎ.℄220 [onvex-losure-e℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ) ×Ù�ÕËÌÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ e É e ′ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ E , ÔÏ �ÒÉÂÏÌØÛÉÈ �ÅÌÙÈ k É l ×ÅËÔÏÒ ke + le ′ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ E , ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÎÁ-ÕÞÉÔØÓÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ×ÅËÔÏÒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. îÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÕÍÅÅÍ, Á �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË: Ó ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " ÂÅÒ£Í ÄÁÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).℄10.11. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁ÷ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ É ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÉÌÉ ÓÌÏ×) ÍÙ Ï�ÉÓÁÌÉ ×ÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ); �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 2 ÍÙÏ�ÉÓÁÌÉ ÄÁÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E , Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×,×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ E .äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÞÅÔÙÒ£È É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏ× ÔÁËÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ, É �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ. ðÏ�ÙÔÁÅÍÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏ ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � = �1; : : : ; �n É ÞÅÒÅÚ �I(ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I ⊂ {1; : : : ; n}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÕÀ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ I . þÅÒÅÚ H (�I ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. õÓÌÏ×ÎÙÅÜÎÔÒÏ�ÉÉ H (�I |�J ) (ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ �ÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ I É J , ÔÁËËÁË ÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ I ) ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ É �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÎÅÔÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ.ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ 〈�1; : : : ; �n 〉 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å R2n−1, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌ H (�I ) �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ I . üÔÉ ÔÏÞËÉ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ E . ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÁÈ 218, 219 É220, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÕËÌÏ, ÎÏ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ(×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ).ïÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×,×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E ). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÓÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ E . ïÂÒÁÔÎÙÊ �ÅÒÅ-ÈÏÄ ÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ×ÓÅÈ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×); ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ E .óÒÅÄÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:H (�I ) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ IH (�I ) 6 H (�J ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I ⊂ JH (�I∩J ) + H (�I∪J ) 6 H (�I ) + H (�J ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I; JâÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ. üÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÒÁÎØÛÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÓÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ H (�1) + H (�1; �2; �3) 6 H (�1; �2) + H (�1; �3);299



ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ I = {1; 2}, J = {1; 3}, É Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ I É J , ÅÓÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÇÒÕ��Ù. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ×ËÌÀÞÁÅÍ × ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈÎÁÂÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ;�ÒÉ n = 3, ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÎÏ E �ÌÏÔÎÏ × ÜÔÏÍ ËÏÎÕÓÅ. ðÒÉ n = 4 ÜÔÏ,ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.÷ÙÑÓÎÅÎÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÎÕÓÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ Ó×ÏÉÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏ-ÞÅË (Ò£ÂÅÒ ËÏÎÕÓÁ). åÓÌÉ ÂÙ (ËÁË ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ n = 3) ×ÓÅ ÜÔÉ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ �Ï�ÁÌÉ× E , ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ (�Ï-ÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑ Ò£ÂÅÒ, ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 4 ÔÁËÉÅ Ò£ÂÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÒÕÞÎÕÀ ÉÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ; ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ (ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ [16℄, ÇÄÅ �ÒÉ×ÅÄ£Î Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ). ÷ÙÑÓÎÉ-ÌÏÓØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÓÍ. [16℄), ÎÏ ÅÓÔØ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÙÈ Ò£ÂÅÒ. üÔÉ ÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ �ÏÓÕÝÅÓÔ×Õ ×ÓÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù (ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), É ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÏÄÎÏ ÉÚÔÁËÉÈ ÏÓÏÂÙÈ Ò£ÂÅÒ: H (�1) = H (�2) = H (�3) = H (�4) = 2n ;H (�1; �2) = 4n ;H (�1; �3) = H (�1; �4) = H (�2; �3) = H (�2; �4) = H (�3; �4) = 3n ;H (�1; �2; �3) = H (�1; �2; �4) = H (�1; �3; �4) = H (�2; �3; �4) = 4n ;H (�1; �2; �3; �4) = 4n:äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n , ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ×ÍÅÓÔÅ É ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÏ×ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 4n , Á ×ÓÅ �ÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n , ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 4n . (íÎÏÖÉÔÅÌØ n ÕËÁÚÁÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÂÒÏ ËÏÎÕÓÁ ÅÓÔØ ÌÕÞ, É ÅÇÏ ÔÏÞËÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.)äÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ; ËÁÒÔÉÎËÉ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£È ÓÌÏ× ÄÏ-×ÏÌØÎÏ ÚÁ�ÕÔÁÎÙ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1 É �2 ×ÈÏÄÑÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎ �3 É �4. íÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÒÏÅË ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÒÉÓ. 27): ðÙÔÁÑÓØ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (ÉÌÉ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á)Ó ÔÁËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ), ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ: �ÒÁ×ÁÑ ËÁÒ-ÔÉÎËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �3 É �4 ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÉÍÅÔØ n ÂÉÔÏ× ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, É ×ÓÑ ÜÔÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ×ÈÏÄÉÔ ËÁË × �1, ÔÁË É × �2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅ×ÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ �1 É �2 ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (× �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ). ëÏÎÅÞÎÏ,ÜÔÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏ×Á �n ÂÉÔÏ× ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ� ÎÉÞÅÇÏÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÎÉÖÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ�1; �2; �3; �4 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.åÓÌÉ ÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÙÍÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ-ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ëÁË ÉÈ ÎÁÊÔÉ? ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ (ËÁËÍÙ Õ×ÉÄÉÍ �ÏÚÖÅ, ÎÅ×ÅÒÎÁÑ, ÎÏ �ÏËÁ ÍÙ �ÒÏ ÜÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ300



n 0 nn 0 n0�1 �2�3 [�4℄ n0n 0n0 n �4�3 �1 [�2℄
òÉÓ. 27. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÔÒÏÅË ÓÌÏ×.[ineq.4℄×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ (ÎÅÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ) É ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÎÁÊÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÎÏ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á I (�3 : �4) 6 I (�3 : �4|�1) + I (�3 : �4|�2) + I (�1 : �2):(É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÍÙ ÚÁ�ÉÓÁÌÉÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ; ×ÙÒÁÖÁÑ ÉÈ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ12 + 3 + 4 + 134 + 234 6 13 + 23 + 14 + 24 + 34(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ �ÉÛÅÍ ÌÉÛØ ÉÎÄÅËÓÙ: ÓËÁÖÅÍ, 134 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ H (�1; �3; �4)), ÎÏ × ÔÁËÏÍ×ÉÄÅ ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ ÅÝ£ ÍÅÎÅÅ ÑÓÅÎ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ éÎÇÌÅÔÏÎÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 189. [ingleton℄ äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× H1; H2; H3; H4 ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdim(H1 + H2) + dimH3 + dimH4 + dim(H1 + H3 + H4) + dim(H2 + H3 + H4) 6

6 dim(H1 + H3) + dim(H2 + H3) + dim(H1 + H4) + dim(H2 + H4) + dim(H3 + H4)ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÏÌÅÚÎÏ �ÏÎÑÔØ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑÜÎÔÒÏ�ÉÊ É ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ F É ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á. üÔÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× X → F, É ËÁ-ÖÄÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Y ⊂ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Y . (íÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Y , ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï Y .) úÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y ∗, ÓÏ-�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ë Y , É ×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ, ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ F × ÓÔÅ�ÅÎÉ dimY ∗ = dimY ,ÔÁË ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ dimY · log |F|.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÁÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ. ðÕÓÔØ Y301



É Z | Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ëÁËÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÁÒÙ ×ÅÌÉÞÉÎ 〈�Y ; �Z 〉? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ Y É Z ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÎÁ ÓÕÍÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Y + Z = {y + z |y ∈ Y; z ∈ Z } É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ�ÁÒÙ ÒÁ×ÎÁ dim(Y + Z ) · log |F|.éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 190. [entropy-dimension℄ ÷ÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÍÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ É ÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ (× ËÏÔÏÒÏÍÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÇÒÕ��Ù ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×).221 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ R É ÎÁÄ C. [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ. ÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÒÏÅË-�ÉÑÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÇÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÇÒÅÛÎÏ-ÓÔÉ (�ÒÏÅË�ÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÛÁÒÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ × ËÒÕÇÅ; ÉÚ-ÚÁ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁX É Y ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ X + Y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×), ÎÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÒÉ " → 0 ×Ó£-ÔÁËÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ.℄[÷ïðòïó: Á ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ×ÅÒÎÏ? íÏ-ÖÅÔ, ÅÓÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÔÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ É Ô.�.?℄úÁÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÍ �ÒÉ£ÍÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÏ× ÔÏÞÅË ÉÚ E . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅÎÅÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ (ÓÍ. [16℄), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ËÁËÒÁÚ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. üÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ËÏ ×ÓÅÍ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÍÓÑ �ÒÉÍÅÒÁÍÜÌÅÍÅÎÔÏ× E ; ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ �ÏÑ×ÑÔÓÑ ÌÉÛØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁÈ.
⊳ ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ. åÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 190 (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÏÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ×�ÏÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÉ Õ×ÉÄÉÍ). þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÅÝ£ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÎÔÒÏ�É-ÑÍÉ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ.÷ ÎÁÛÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ H (�|�) ÓÏËÒÁ-ÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ H (�;�)− H (�). ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÕÓÌÏ×ÎÁÑÜÎÔÒÏ�ÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ËÁË dim(A + B ) − dimB , ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ A �ÒÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ B (ÏÂÒÁÚÁ A �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï B ). ëÁËÕÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË dimA − dim(A ∩ B ). äÒÕÇÏÅ ÓÏËÒÁ-ÝÅÎÉÅ, I (� : �), ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ËÁË H (�) + H (�) − H (�;�), ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔdimA+dimB − dim(A+B ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ dim(A ∩B ). îÁËÏÎÅ�, I (� : �|)ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ (ÎÅ ÄÏ ËÏÎ�Á) ×H (�|) + H (�|)−H (�;�|)É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ dimA=C + dimB=C − dim(A + B )=C302



ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ X=C ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ X �ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÑÄÒÏÍ C . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ dim(A ∩ B )=C : ÜÔÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× A É B �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-�ÉÉ �Ï C , Á ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ A∩B �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï C , ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÎÉÍ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ. (ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, A;B;C | ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÄ×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.)÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Å-ÒÅ�ÉÓÁÔØ ÅÇÏ ÔÁË: dim(A ∩ B ) 6 I (A : B |C ) + I (A : B |D) + dim(C ∩ D)(ÇÄÅ I (A : B |C ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× A É B �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ�Ï C ). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ A ∩ B ÞÅÒÅÚ X , ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØdimX 6 dimX=C + dimX=D + dim(C ∩ D);�ÏÓËÏÌØËÕ dimX=C 6 I (A : B |C ) (ÏÂÒÁÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×, ÈÏÔÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ). á ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ H (�) 6 H (�|) + H (�|Æ) + I ( : Æ)ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ, É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 190. ⊲222 [quasi-ingleton℄ äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H (�) 6 H (�|)+H (�|Æ)+ I ( : Æ) ÄÌÑÜÎÔÒÏ�ÉÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁË ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ �Ï ËÁÒÔÉÎËÅ É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ,H (�) + H (�|; Æ) + I ( : Æ|�) = H (�|) + H (�|Æ) + I ( : Æ);ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ.℄223 óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ (ÉÌÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R, ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÚÁÄÁÞÅÊ). ëÁË �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ? [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÅ ÂÙÌÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÌÉ ÏÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.îÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ, Á ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ.℄224 íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁÚ-ÍÅÒÏ× �ÏÄÇÒÕ�� É ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. [õËÁÚÁÎÉÅ: äÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ËÁË �ÒÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 189, ÒÏÌØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÇÒÁÅÔ ÓÕÍÍÁ �ÏÄÇÒÕ�� (ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).℄÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÂÏÞÎÏÇÏ �ÒÏÄÕËÔÁ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ:225 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÞÅÔ×£-ÒÏË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ.ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÒÏÍÅ Õ�ÏÍÉÎÁ×-ÛÉÈÓÑ ÏÓÏÂÙÈ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÎÏ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Á303



×ÙÂÒÏÓÉ× ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÕÓ, ÇÒÁÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÚÄÅÓØ ÂÅÚ ÄÌÉÎÎÙÈ (ÒÕÞÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÎÅÑÓÎÏ.℄226 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄ-ÇÒÕ�� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù.10.12. õÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ[onditional-independene℄ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ (ËÁË ÍÙ ÄÁ×ÎÏ ÏÂÅÝÁÌÉ), ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÁÔØÓÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÎÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ, Á ÌÅ×ÁÑ ÎÅÔ.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ  (ÇÄÅ  | ÔÒÅÔØÑÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å), ÅÓÌÉ I (� : �|) = 0. ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ×ÅÌÉÞÉÎÙ , �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÍÏÇÏ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ � É � ×ÎÕÔÒÉ ÓÏÂÙÔÉÑ  = 0,ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.227 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ: I (� : �|) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (�Ï ×ÓÅÍ 0 Ó ×ÅÓÁÍÉ,ÒÁ×ÎÙÍÉ ÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.℄âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ(ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÌÉ ÎÁ ÅÇÏ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ  ÉÆ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
•  É Æ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ;
• � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ;
• � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Æ.âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÁÛÅÊ ÏÇÏ×ÏÒËÅ (ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÀ ÉÚÍÅÌØÞÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÒÁÚÂÉ-×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÕÖÎÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ, ËÁË É ×ÓÀÄÕ,ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.)�ÒÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÒÉÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔ-ÓÀÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ:�ÅÏÒÅÍÁ 191. [onditionally-only℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.
⊳ äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÞÅÔ×£ÒËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �;�; ; Æ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÎÏ �É � ÂÙÌÉ ÂÙ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. õËÁÖÅÍ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ×ÅÌÉÞÉÎ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ  É Æ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£ÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=4. 304



÷ÅÌÉÞÉÎÙ � É � Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ  = Æ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � (ËÏÔÏÒÙÅ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÙ). åÓÌÉ ÖÅ  6= Æ, ÔÏÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �) (× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ×  = 1; Æ = 0É  = 0; Æ = 1 ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ 0 10 1=8 3=81 3=8 1=8ìÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (ÓËÁÖÅÍ) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ  = 0 ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ � É � ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÓÕÍÍÏÊ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÍÁÔÒÉ�Ù0 10 1 01 0 0ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ 0 10 9=16 3=161 3=16 1=16ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 3=4. ÷ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÓÅÈÞÅÔÙÒ£È ÍÁÔÒÉ� ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÒÁ×ÎÏ0 10 5=16 3=161 3=16 5=16ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ⊲óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �ÒÉ n = 4 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ ÉÓÞÅÒ�Ù-×ÁÀÔ ×ÓÅÇÏ E (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÒÎÏ ÎÅ×ÓÅÇÄÁ). îÁÛÁ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E �ÒÉ n = 4 (ÎÅÏÓÏÂÙÅ Ò£ÂÒÁ É ÉÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ.ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (ËÏÎÕÓ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×) ÔÏÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ: �ÒÉ n > 4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÅ ×ÙÔÅËÁÀÝÉÅ ÉÚÂÁÚÉÓÎÙÈ, ÎÏ ×ÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E10.13. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÅ Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ�ÅÏÒÅÍÁ 192. [rv-inequality℄ äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �;�; ; Æ; " ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï I (� : �) 6 I (� : �|) + I (� : �|Æ) + I ( : Æ) ++ I (� : �|") + I (� : "|�) + I (� : "|�)
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óÍÙÓÌ É �ÒÉÒÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Õ×Ù, ÎÅ ×�ÏÌÎÅ �ÏÎÑÔÎÙ. îÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÅÎÔÁ-ÒÉÉ Ë ÎÅÍÕ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ) ×Ó£-ÔÁËÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÖÎÏ.åÇÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù (ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ). ðÅÒ×ÁÑÇÒÕ��Á ÚÎÁËÏÍÁ ÎÁÍ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ éÎÇÌÅÔÏÎÁ (ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÔÁËÂÙ É �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁéÎÇÌÅÔÏÎÁ ÚÁ ÓÞ£Ô ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏW (�;�; ") = I (� : �|") + I (� : "|�) + I (� : "|�)� �"òÉÓ. 28. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ W (�;�; ").[ineq.6℄üÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ �ÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 28) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ", ËÏÔÏÒÁÑ ×ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ. �ÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ inf"W (�;�; ").äÒÕÇÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å �, � É " ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �(ÎÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ), ÔÏW (�;�; ") ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏH (�) 6 H (�|) + H (�|Æ) + H ( : Æ) (∗)ËÏÔÏÒÏÅ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÎÁÍ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.åÝ£ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 192 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉW (�;�; ") = 0, ÔÏ I (� : �) 6 I (� : �|) + I (� : �|Æ) + I ( : Æ)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ  É Æ. ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÍÅ-ÎÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) Ë ×ÅÌÉÞÉÎÅ � ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ë×ÅÌÉÞÉÎÁÍ �, � É ").�ÅÏÒÅÍÁ 193. [w-zero℄ åÓÌÉ W (�;�; ) = 0, ÔÏ Õ ÔÒÏÊËÉ ×ÅÌÉÞÉÎ �;�;  ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �, ÞÔÏH (�|�) = H (�|�) = H (�|) = 0;I (� : �|�) = I (� : |�) = I (� : |�) = 0306



⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎ �;�; .õÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù (�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÏÓÑÍËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÎÕÌØ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �;�;  ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÁÖÅÍ, ×ÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅÓÅÞÅÎÉÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á, ×ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙÓÔÏÌÂ�Å �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÓÔÒÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÏ É×ÓÅ ÏÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁÂÌÉ�Ù (× �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÁÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á �ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÁÑ�. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ËÁË ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ k ÂÌÏËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔ ��ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ� (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×�Ï ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ), É �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ k �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ× ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ×ÎÅ ÂÌÏËÏ× ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.éÚ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ, ÔÏÅÓÔØ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ (×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÂÌÏËÁ, Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÌÉÞÉÎ �;�;  É �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ � ×ÅÌÉÞÉÎÙ �;�; ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ).þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉ�Á ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÍÅÓÔ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ): ÅÓÌÉ× Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÁÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÏÑÔ ÎÅ-ÎÕÌÉ, ÔÏ É × ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅ-ÎÕÌÉ. (éÎÁÞÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÙ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ × ÎÕÌØ ÉÒÁÎÇ ÂÙÌ ÂÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2.)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÂÌÏË (ÎÁÞÁ× Ó ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ). åÓÌÉËÁËÁÑ-ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÂÌÏËÁ, ÔÏ ÉÚ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ (ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ), ÞÔÏ ÂÌÏË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ(ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏÍ). �ÁË ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ �ÏËÁ ÍÏÖÎÏ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÍÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù. ⊲228 ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ.229 (Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Double Markov proper-ty): ÅÓÌÉ I (� : |�) = 0 É I (� : |�) = 0, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �, ÞÔÏ I (�|�) = 0,I (�|�) = 0 É I (〈�;�〉 : |�) = 0. (Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 193÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 192 ÌÉÛØ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ÷ÏÔÏÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï:
⊳ íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ (ÄÏ ËÏÎ�Á ÅÝ£, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅ �ÏÎÑÔÙÊ) �ÒÉ£Í �ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉÚÁ�ÉÉ�, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù:(1) �;�; (2) ; Æ; (3) "úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ�� ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ (ÈÏÔÑÉ ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÞÅÔÁÀÔÓÑ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ307



ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁ 〈; Æ〉 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ Ó " �ÒÉ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏÍ 〈�;�〉. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ×Ù�ÏÌÎÉ× (ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÙ 〈�;�〉) ��ÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉÚÁ�ÉÀ� ×ÅÌÉÞÉÎ 〈; Æ〉 É ", ÔÏÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��, Á ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ �ÅÒ×ÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ�� ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ, É ×ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.òÁÚ ÔÁË, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏI (� : �) 6 I (� : �|) + I (� : �|Æ) + I ( : Æ) ++W (�;�; ") ++ I (〈; Æ〉 : "|〈�;�〉) ++ I ( : "|〈�;�〉) ++ I (Æ : "|〈�;�〉)(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÁ 〈; Æ〉 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ Ó " �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �;�, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ  ÉÆ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ Ó Æ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �;�), Á ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÈÏÂÒÁÚÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ×ÏÓØÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×I (�;� : "|; Æ) > 0;I (� : �|"; ) > 0;I (� : �|"; Æ) > 0;I ( : Æ|") > 0;I ( : "|�) > 0;I ( : "|�) > 0;I (Æ : "|�) > 0;I (Æ : "|�) > 0:üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ: ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ×ÓÅ ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÓÌÏÖÉÔØ, ÔÏ ×ÓÅ ÌÉÛ-ÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. (îÏ �ÏÞÅÍÕ ÔÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É ËÁË ÄÏ ÜÔÏÇÏÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ, ÎÅÑÓÎÏ.) ⊲�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÈÏÔÑ É ÎÅ × �ÒÑÍÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍÂÁÚÉÓÎÙÈ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ (�ÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÅÝ£ ÏÄÎÏ ��ÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ�: ÅÓÌÉ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ËÁËÏÍ-ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù, �ÒÉÞ£Í �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ�� ÎÅ ×ÈÏÄÑÔÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ)ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÕÄÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÅÝ£ É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÔÏÒÏÊ ÉÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ�� �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù.[ëÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ?℄[éÓÔÏÒÉÑ ×Ï�ÒÏÓÁ? õÓÌÏ×ÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á? áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÏÍ òÏ-ÍÁÝÅÎËÏ?℄[õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ íÁËÁÒÙÞÅ×ÙÈ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ℄
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11. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ[ominf℄11.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÏ× × ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÍ ×ÉÄÅ÷ ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ �ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏ-×Å�, ËÁË ÎÅÞÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÅ? äÏ�ÕÓÔÉÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï x , �ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ n ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n . íÏÖÎÏ ÌÉ | ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÂÙÌÉ ËÁÍÅÛËÁÍÉ |ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ ËÕÞËÉ? üÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÍÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á x1 É x2 ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n=2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K (x1|x) ≈ 0, K (x2|x) ≈ 0(ÓÌÏ×Á x1; x2 �ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó x�) É K (x |x1; x2) ≈ 0 (�ÎÉ-ËÁËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÎÅ �ÏÔÅÒÑÎÁ�)? åÓÌÉ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏËÁË ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (ÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ)ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á x É x ′ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ  , ÉÌÉ -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ,ÅÓÌÉ KS (x |y) 6  É KS (y |x) 6  . üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ x ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ y , Á y ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ z Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ  , ÔÏ ÍÙÍÏÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ x ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ z Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2+O(log ). (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÓÌÏ×Á, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÄÌÉÎÙ É ÇÏ×Ï-ÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x0; x1; : : : ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ y0; y1; : : :, ÅÓÌÉ KS (xi |yi ) = O(log i )É KS (yi |xi ) = O(log i ); ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.)ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ O() É ÄÁÖÅ  + O(log )). âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÏ×Á ÎÁ -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÅÍÕ ×ÓÅÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÅÇÏ ÕÞÁÓÔÉÅÍ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ O(), ÔÁË ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ I (x : y |z) ÍÅÎÑÅÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O() �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× x; y; z (ÉÌÉ ×ÓÅÈ ÔÒ£È) ÎÁ -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (�ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 194. [one-string-struture℄ äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï x ′ ÄÌÉÎÙKS (x), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x)). üÔÏ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÎÅÓÖÉÍÁ-ÅÍÙÍ� (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÄÌÉÎÅ) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å x ′ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x , ËÏÔÏÒÏÅ ËÁË ÒÁÚÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ KS (x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ KS (x |x ′) = O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ x ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï x ′. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Å�ÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×KS (x) 6 KS (x; x ′) 6 KS (x ′) 6 l (x ′) = KS (x)(×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x))), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É �ÏÔÏÍÕ KS (x; x ′) ≈ KS (x) É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ KS (x ′|x) ≈ 0. ⊲éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉÓÌÏ×Á ÎÁ ÞÁÓÔÉ: ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ, É × ËÁÞÅÓÔ×Å x1 É x2×ÚÑÔØ �ÒÏÓÔÏ-ÎÁ�ÒÏÓÔÏ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÙ.230 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.309



231 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS (y |x) = n , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ (��ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ�) z , ÞÔÏKS (z |x) ≈ n=2 É KS (y |z) ≈ n=2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x; y)).�ÁË ÞÔÏ �ÏËÁ ÂÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ×�ÏÌÎÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ×ÓÌÏ×Å É Å£ ÞÁÓÔØ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÌÏ×Á x É y , �ÒÉÞ£Í KS (y |x) ≈ 0 (�ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ × ÓÌÏ×Å y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å x�). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï x ′, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ x , ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ y ′ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ y . (�ÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍÉ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ KS (y).) âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:�ÅÏÒÅÍÁ 195. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x É y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á x ′ É y ′, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ x É y(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(KS (y |x)+ logKS (x; y)) É ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÊ ÖÅÔÏÞÎÏÓÔØÀ, �ÒÉÞ£Í y ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x ′.
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å y ′ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á y , ÏÎÏ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ�ÒÉÍÅÒÎÏ KS (y). �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ z ′ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å y ;ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, Á ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ KS (x |y). úÎÁÑ y ′ É z ′, ÍÏÖÎÏ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ y , Á �ÏÔÏÍ É x , �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ y ′; z ′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KS (x; y)(ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ KS (x), �ÏÓËÏÌØËÕ KS (y |x) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ× y ′ É z ′ ÒÁ×ÎÁ KS (y) + KS (x |y) ≈ KS (x; y), ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x ′ = y ′z ′ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ,�ÏÜÔÏÍÕ KS (y ′|x ′) ≈ 0 É, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, KS (x |x ′) ≈ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, KS (x ′|x) ≈ 0,ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ z ′ | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y , ÔÏ KS (z ′|x; y) =O(logKS (x; y)).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,KS (x; y; z ′) 6 K (y; z ′) 6 KS (y) + l (z ′) = KS (y) + KS (x |y) = KS (x; y)(×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x; y)), �ÏÜÔÏÍÕ KS (z ′|x; y) ≈ 0.ìÅÍÍÁ, Á Ó ÎÅÊ É ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÁÒÕ ÓÌÏ× x; y Ó KS (y |x) ≈ 0 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÁË: ÓÌÏ×Ï x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ KS (x) �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÅÒ×ÙÅ KS (y) ÂÉÔÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ y .11.2. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ[ominf-profile℄íÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ ÅÝ£ ÄÁÌØÛÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÄÌÑ Ä×ÕÈ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÁÒÙ ÓÌÏ× x; y |ÜÔÏ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x), KS (y) É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ KS (x; y); ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ, ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ ×ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ×ÚÁÉÍÎÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ: KS (x |y) = KS (x; y)− KS (y);KS (y |x) = KS (x; y)− KS (y);I (x : y) = KS (x) + KS (y)− KS (x; y)310



(ÓÍ. ÒÉÓ. 3 ÎÁ Ó. 47). �ÁÍ ÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÒÉÓÕÎÏË ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ÂÕË×ÁÌØ-ÎÏ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å x É y �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. íÏÖÎÏ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑçÉ�ÏÔÅÚÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x É y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï u ÄÌÉÎÙKS (x; y), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) �ÁÒÅ 〈x; y 〉, �ÒÉÞ£ÍÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ KS (x) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ x , Á ËÏÎÅ� ÄÌÉÎÙ KS (y) ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÅÎ y (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).îÏ ÜÔÏ, ËÁË ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÎÅ ÔÁË. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ(ÄÌÑ ÓÌÏ× x É y) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï z (ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊKS (z |x) = 0;KS (z |y) = 0;KS (z) = I (x : y)(×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ �ÉÚ ÓÌÏ× x É y ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ z�. ëÁË ÍÙ ×ÓËÏÒÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÓÌÏ× x É y .232 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï z Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ), ÔÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÓÌÏ× x; y ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ(ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï u Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ).ðÏÓÔÒÏÉÍ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÎÁÛÕ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ �ÒÉÍÅÒ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÙÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÅÝ£ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÎÏ, ×ÉÄÉÍÏ, ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÏ×. äÌÑÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÉÍÙÅ ÎÁÍÉ ÓÌÏ×Á x É y Ó ÎÅ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÅÊ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n , Á ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ n (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ), ÔÏ ÅÓÔØ �ÁÒÁ 〈x; y 〉 ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n .íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÜÔÏÊ �ÁÒÙ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÌÁÓØ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÓÌÏ×Á z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (z |x) É KS (z |y) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ(×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n)). îÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎÁÞÅ:KS (x |z) = n É KS (y |z) = n . üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁ�ÁÓÏÍ(ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ n):�ÅÏÒÅÍÁ 196. [muhnik-example℄ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á x É y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (x) = 2n+O(log n), KS (y) = 2n+O(log n), I (x : y) = n+O(log n), ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÇÏ ÓÌÏ×Á z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 1;1n , ÞÔÏ KS (x |z) < 1;1n É KS (y |z) < 1;1n .
⊳ ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ k ÓÁÍ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅk + O(log k) (ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÚÁÄÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, �ÏÍÉÍÏ ÞÉÓÌÁ k , ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×,ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË O(2k ) É �ÏÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ k ÂÉÔÏ×).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ �ÁÒ ÓÌÏ× 〈u; v〉, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ KS (u) < 1;1n É KS (v |u) < 1;1n , ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2;2n + O(log n):�ÏÍÉÍÏ n , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ, Á ÏÎÏ ÅÓÔØ O(22;2n ).ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 2n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÅ 2n + O(log n), Á Ó�ÉÓÏË ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 3n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 3n + O(log n). 311



þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ Ó�ÉÓËÏ× ×ÍÅÓÔÅ ×ÚÑÔÙÈ? å£ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØÓÕÍÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÁÑ Ï�ÅÎËÁ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ Ó�ÉÓËÏ× ×ÍÅ-ÓÔÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÎÁÛÉÈ Ï�ÅÎÏË (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)). ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó�ÉÓËÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÉÈ Ó�ÉÓËÁÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ É ÖÄÁÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ÎÕÖÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÍÙÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÞÅÒ�ÁÅÍ ×ÓÅ Ó�ÉÓËÉ. á ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÌÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÌÉÛØÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÉÔÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.éÔÁË, ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ÜÔÉ Ó�ÉÓËÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n+O(log n). ðÕÓÔØ ÜÔÉ Ó�ÉÓËÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÈ, ÍÙ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ �ÁÒÕ ÓÌÏ× x; y ÄÌÉÎÙ 2n + 2 ËÁÖÄÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ:
• KS (x) > 2n ;
• KS (y) > 2n ;
• KS (x; y) > 3n ;
• ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Á z , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ KS (z) < 1;1n , KS (x |z) < 1;1n ÉKS (y |z) < 1;1n .÷ÓÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ �Ï ÎÁÛÉÍ Ó�ÉÓËÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ�ÁÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÒÁËÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ×ÓÅÈ �ÁÒ (×ÓÅÇÏÓÌÏ× x ÉÍÅÅÔÓÑ 22n+2, ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÇÏÄÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 22n ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ.�ÒÅÔØÅ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 23n �ÁÒ, ÞÔÏ ÅÝ£ ÍÅÎØÛÅ. îÁËÏÎÅ�, ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÒÁËÕÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ 21;1n × 21;1n �ÁÒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 21;1n ÚÎÁÞÅÎÉÊ z , ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ ÎÅÂÏÌÅÅ 23;3n �ÁÒ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÁÒ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (�ÅÒ×ÏÊ × �ÏÒÑÄËÅ �ÅÒÅÂÏÒÁ) �ÁÒÙ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ3n É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÛÉÈ Ó�ÉÓËÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ 3n +O(log n); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ 2n +O(1), É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ. ⊲÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÅÓÔØ �ÚÁ�ÁÓ�; �ÒÏ×ÅÄ£Í �ÏÄÓÞ£ÔÙ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ.ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÏ×Á x É y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n Ó ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ n , ÎÏ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×Ï z , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏKS (z) < �; KS (x |z) < � É KS (y |z) < :ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ �ÁÒ u; v Ó KS (u) < � É KS (v |u) < � ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ � + �, �ÏÜÔÏÍÕ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ �+ � < 3n . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ �+  < 3n . îÁËÏÎÅ�, ÄÌÑÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÁÒÙ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÁÒ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ 24n ; ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÕÓÌÏ×ÉÅ�+�+  < 4n . åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÕÀ �ÁÒÕ x; y �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÖÎÏ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÏÔÂÒÁËÏ×ËÕ �ÁÒ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ �;�; , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ. �ÁËÉÈ ÔÒÏÅË O(n 3), �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÚÁ�ÁÓÏÍ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÏÔÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÅ �ÁÒÙ;ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ Ó�ÉÓËÏ× ÔÁËÖÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑÎÁ O(log n). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: 312



�ÅÏÒÅÍÁ 197. [muhnik-example-general℄ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á x É y ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ 2n+O(log n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x; y) = 3n+O(log n), É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:(Á) KS (z) + KS (x |z) > 3n − O(log n);(Â) KS (z) + KS (y |z) > 3n − O(log n);(×) KS (z) + KS (x |z) + KS (y |z) > 4n −O(log n).âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á x É y , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ 2n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ Ó log n , ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 3n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ  log n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÚÁÍÅÎÏÊ O(log n) × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ  log n .ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÁÒÁ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÎÁÉÈÕÄÛÅÊ� Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÓÔÉ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ�ÁÒÙ x; y ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ⊂ N3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË �;�; , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï z ÓKS (z) < �; KS (x |z) < � É KS (y |z) < :üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÅÒÈ� (×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ �ÏËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏ Â�ÏÌØÛÉÅ) É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÙ x; y ; ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ �ÁÒÁÍÉ Ó KS (x) = KS (y) =2n É KS (x; y) = 3n , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ�ÁÒÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÓÌÏ× ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, Á ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 197 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÌÏ×Á x; y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n Ó ÏÂÝÅÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ n (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ O(log n), ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÑÜÔÏÇÏ ÏÓÏÂÏ). ìÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ 〈�;�; 〉, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ C (x; y), ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ (ÓÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ�+ � > 2n ; �+  > 2n ; �+ � +  > 3n(�ÏÓËÏÌØËÕ KS (x) 6 KS (z) + KS (x |z) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y)ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å CM ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ. (é ÚÄÅÓØ ÁË-ËÕÒÁÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÁ ÂÙ ÏÇÏ×ÏÒÏË Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ Ï�ÕÓËÁÅÍ.)ëÁË ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÇÌÑÄÎÏ? ðÒÉ ËÁÖÄÙÈ � É  ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �0(�; ), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ 〈�;�; 〉 �Ï�ÁÄÁÅÔ × CM . çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ
〈�; 〉 7→ �0(�; ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒ£È �ÌÏÓËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒ£Í ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×-ÎÑ (ÒÉÓ. 29). ëÁÖÄÁÑ ÌÉÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � É ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �;  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ �ÁÒÙ ÏÔ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ.çÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÕ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÁÒÙ 〈x; y〉 Ó �ÏÌÎÏÓÔØÀ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ (�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÕÓËÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏC (x; y) ÒÁ×ÎÏ CM , ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ CM ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ�ÏÎÑÔØ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÌÏ×Ï z ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ �, � É : �ÒÉ � < 1 ×ÙÂÉÒÁÅÍ z ×ÎÕÔÒÉÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏËÒÁÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÉÈ ÓÌÏ× x É y ÎÁ �. ðÒÉ � > 1,�ÏÍÉÍÏ ÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ë z ËÕÓËÉ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏ× ÓÌÏ× x É y (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ; ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÄ×ÉÇÕ �Ï ÎÁËÌÏÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ).313



n 2n 3nn2n3n � = 0� = n� = 2nòÉÓ. 29. íÎÏÖÅÓÔ×Ï CM[ominf.1℄�ÅÏÒÅÍÁ 197 ÄÁ£Ô �ÒÉÍÅÒ �ÁÒÙ x; y Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ C (x; y). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÁÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × CM , ÎÏ É ×ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×�+ � > 3n ; �+  > 3n ; �+ � +  > 4n(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (Á){(×) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÅÒÅÓÅËÁÑ CM Ó ÜÔÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ,ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÎÁÚÏ×£Í Cm ; ÏÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 30.
n 2n 3nn2n3n � = 0� = n� = 2nòÉÓ. 30. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Cm[ominf.2℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ �ÁÒÙ x; y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×Cm . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Cm ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ x; y (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ �ÁÒÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Cm ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × C (x; y).þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏ, ÎÁÄÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ 〈�;�; 〉 ÉÚ Cm ÕËÁÚÁÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ z .äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÏÅË (�ÏÓËÏÌØËÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ Cm).�ÏÞËÉ ÎÁ ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÌÉÎÉÑÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×ÁÍ z , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÞÁÓÔØÓÌÏ×Á x Ó ÞÁÓÔØÀ ÓÌÏ×Á y × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÁ ( 32n; 32n) �ÒÉ � = nÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Õ z ÄÌÉÎÙ n , ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÌÏ×ÉÎ; ÌÅ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n=2ÂÉÔÏ× ÉÚ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á x , Á �ÒÁ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n=2 ÂÉÔÏ× ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑÓÌÏ×Á y . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÁ (n:n) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Õ ÄÌÉÎÙ 2n , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ �Ïn ÂÉÔÏ× ÔÏÇÏ É ÄÒÕÇÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ. �ÏÞËÁ (n +h; h) (ÄÌÑ h ÏÔ 0 ÄÏ n) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Õ zÄÌÉÎÙ 2n − h, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á y . �ÏÇÄÁ KS (y |z) ÒÁ×ÎÏ314



ÞÉÓÌÕ ÂÉÔÏ× ÜÔÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÈ × z , ÔÏ ÅÓÔØ h. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, KS (x |z) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ KS (x; y |z); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ 〈x; y〉 ÒÁ×ÎÁ 3n , ÓÌÏ×Ï z ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 〈x; y〉 (É ÄÁÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y) É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n − h, �ÏÜÔÏÍÕ KS (x; y |z) 63n − (2n − h) = n + h. îÁËÏÎÅ�, ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ (h; 0) �ÒÉ h ÏÔ 0 ÄÏ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×ÁÍz ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 3n − h, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×Ó£ ÓÌÏ×Ï y É n − h ÂÉÔÏ× ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á x �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ y .÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 198. [ominf-region℄ äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÓÌÏ× x; y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÚÁËÌÀÞÅÎÏ(Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÇÏ×ÏÒËÁÍÉ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ) ÍÅÖÄÕ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ Cm É×ÅÒÈÎÅÊ CM ; ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒ.úÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× x; y , ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ:�ÅÏÒÅÍÁ 199. ðÕÓÔØ C (x; y) = CM (�ÁÒÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 197). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï KS (z) 6 2KS (z |x) + 2KS (z |y)
⊳ íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ KS (z) = O(n) (ÄÌÑ ÓÌÏ× ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (z |x) É KS (z |y)ÂÌÉÚËÉ Ë KS (z) É ÕÖ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ KS (z)).ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÙÒÁÚÉ× KS (z |x) É KS (z |y) ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ C (x; y): KS (z) 6 2KS (x; z)− 2KS (x) + 2KS (y; z)− 2KS (y)É ÄÁÌÅÅKS (z) 6 2KS (z) + 2KS (x |z)− 2KS (x) + 2KS (z) + 2KS (y |z)− 2KS (y);ÔÏ ÅÓÔØ 2KS (x) + 2KS (y) 6 3KS (z) + 2KS (x |z) + 2KS (y |z):ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 8n , Á �ÒÁ×ÁÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 8n , × Þ£Í ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÌÉÎÉÀ ÕÒÏ×ÎÑ (�ÒÉÞ£Í ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÞËÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÓÕÍÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ⊲233 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ KS (z) ×ÅÒÎÁ ÌÕÞÛÁÑ Ï�ÅÎËÁKS (z) 6 KS (z |x) + KS (z |y);ÎÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ z , ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.
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11.3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ[ominf-ombin℄ ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒ �ÁÒÙ ÓÌÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ×Ó£ ÖÅ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ, ÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á. ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ (ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ) ×Ï�ÒÏÓ ÍÙÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÖÎÏ.þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× x É y ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï z , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (z) < �,KS (x |z) < � É KS (y |z) < ? ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Un(z) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÓÌÏÖÎÏÓÔØËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ z ÍÅÎØÛÅ n . �ÁËÉÈ ÓÌÏ× (�ÒÉÍÅÒÎÏ) 2n . îÁÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�ÁÒÁ 〈x; y〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× U�(z) × U(z) �ÒÉ KS (z) < �; ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔÓÑ (�ÒÉÍÅÒÎÏ) 2�.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ 〈�;�; 〉 ∈ C (x; y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁ 〈x; y〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÚ 2� ��ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×� ÒÁÚÍÅÒÁ 2� × 2 (�ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ×). ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:ÅÓÌÉ �ÁÒÁ 〈x; y〉 �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÚ 2� �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×ÒÁÚÍÅÒÁ 2� × 2, ÔÏ ÔÒÏÊËÁ 〈�;�; 〉 (�ÌÀÓ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁ×ËÁ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C (x; y). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ (�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ �ÒÏÓÔÙÍÉÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Å£ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ.ïÔÓÀÄÁ ÑÓÅÎ �ÌÁÎ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ �ÁÒÙ ÓÌÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ: ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ, �ÌÏÈÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÍÏÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, Á �ÏÔÏÍ×ÚÑÔØ ÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.õÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ ËÁË ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÌÉ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅÇÒÁÆÙ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÑ �ÁÒÕ 〈x; y〉 ËÁË ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ x × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ Ó ÔÏÞËÏÊ y× ÅÇÏ �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á ÉÓ�ÒÁ×Á É �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ �ÌÏÈÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ,ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ: ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÆÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÎÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ a:b × ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ É ; d × ÄÒÕÇÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÒÅÂÒÁ a; ad; b; bd×ÈÏÄÑÔ × ÇÒÁÆ). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ[lemma-retangles℄ ìÅÍÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó l ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ ÓÌÅ×Á É L ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó�ÒÁ×Á (ÓÞÉÔÁÑ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ l 6 L ). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÔÏ �ÌÏÔÎÏÓÔØ Ò£ÂÅÒ × Î£Í (ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, ÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ Ll )ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ Ï�ÅÎÏË O(1)=√L É O(1)=l .(äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ Ú×£ÚÄÏÞËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁ-ËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÔÏÑÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÁÂÌÉ�Ù,ÔÏ ÄÏÌÑ Ú×£ÚÄÏÞÅË ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(1), ÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÌÉÂÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÌÉÂÏ ÎÁË×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ëÁÖÄÏÊ ÉÚ l ×ÅÒÛÉÎ Ó ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÅ£ ÓÏÓÅÄÅÊ Ó�ÒÁ×Á. õÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. æÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÊÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ: ÏÎÏ ÎÅÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ) ÍÉÎÕÓÞÉÓÌÏ �ÁÒ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l 2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ LÜÌÅÍÅÎÔÏ×. 316



ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ L + l 2, Á ÉÈ �ÌÏÔ-ÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=l + l=L . üÔÏ ÄÁ£Ô ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ �ÒÉ l 6
√L , ËÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ l >

√L , ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ O(1)l=L , ÞÔÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ(ÍÙ ÈÏÔÉÍ O(1)=√L ). þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÔÇÒÁÆÁ ÌÉÛØ √L ×ÅÒÛÉÎ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. ïÔ ÜÔÏÇÏÅÇÏ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô, Á �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁ£Ô ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ.ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�Å�ÅÒØ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÞÔÏ ÏÎ �ÌÏÈÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.�ÁËÏÊ ÇÒÁÆ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏÌÅ F É �ÌÏÓËÏÓÔØ (Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÌÅÍ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÅ×ÏÊÄÏÌÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÉ | �ÒÑÍÙÅ. þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅÔ,�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ (ËÁË ÕÞÉÌ ÅÝ£ å×ËÌÉÄ) ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ.ï�ÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ �ÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (�ÒÉÍÅÒÎÏ) 2n ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 22n , Á Ò£ÂÅÒ | �ÒÉÍÅÒÎÏ 23n (ÎÁ ËÁÖÄÏÊ�ÒÑÍÏÊ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2n ÔÏÞÅË, É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2n �ÒÑÍÙÈ). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ (x; y) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) É KS (y) ÂÌÉÚËÉ Ë 2n ,ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ KS (x; y) ÂÌÉÚËÁ Ë 3n , Á I (x : y) �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ n .234 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I (x : y) = n + O(log n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 3n − O(log n).þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 196, �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ) ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ 21;1n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 21;1n × 21;1n (ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ ÖÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �, � É , ÞÔÏ É ÔÅÏÒÅÍÅ 196). ë ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØ Ò£ÂÅÒ × Î£ÍÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−0;55n , ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, �ÏËÒÙÔÙÈ ×ÓÅÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, ÎÅÂÏÌØÛÅ 21;1n × 21;1n × 21;1n × 2−0;55n = 22;75n ≪ 23nðÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ÎÅ �ÏËÒÙÔÏ (Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ,ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ) É ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ Ò£ÂÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 196. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.235 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ (x; y), ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÌÉÚËÁ Ë 3n , ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ×ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (× ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 196). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏËÒÙÔÙÈÒ£ÂÅÒ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.℄÷ ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 196) ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÔÏÎËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ �ÏÌÅ ÉÚ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙÉÚ ÂÌÉÚËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). ðÏÌÅ ÉÚ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ n �ÏÌÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x 2n − x); ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ m É 2m ×ÓÅÇÄÁÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ (��ÏÓÔÕÌÁÔ âÅÒÔÒÁÎÁ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÂÏÌØÛ�ÉÈ m ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÁÒÁ ÓÌÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ËÏÎ-ËÒÅÔÎÙÅ ÏÞÅÒÔÁÎÉÑ: �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ,Á ×ÔÏÒÏÅ | �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÉÞ£Í ÂÅÒ£ÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÁÒ.317



âÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÞÔÏ ÍÁÌÏ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÁË ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ). éÌÉ ÍÏÖÎÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÁÒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ x1y1 + x2y2 + x3z3) �ÒÑÍÙÈ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ�ÏÌÅÍ.[÷ïðòïó: ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÏÞÅË ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÓÆÅÒÅ (�ÒÑÍÙÈ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å)? íÏÖÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÛÁÇÏÍ,ÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ: ËÏÇÄÁ x É y ÂÌÉÚËÉ, ÔÏ ÉÍ ÓÒÁÚÕ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË �ÏÞÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ,ÎÁÄÏ ÜÔÏ ËÁË-ÔÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ.℄ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÕÇÁÄ ×ÚÑÔÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 1;1, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ.òÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �;�; , É ÏÎÏ ÏËÏÎÞÉÔÓÑÕÓ�ÅÛÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ �ÏËÒÙÔÙÈ Ò£ÂÅÒ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 3n), ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ �;�;  ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ×ÅÌÉËÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ (ÒÏ×ÎÏ × ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÁË ÏÎÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (x; y) ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ (ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞËÁ { �ÒÑÍÁÑ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M , ÇÒÁÎÉ�Á ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÁ (× ×ÉÄÅ ÌÉÎÉÊÕÒÏ×ÎÑ) ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 31. (ìÉÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÌÑ � = 3n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.)
n 2n 3nn2n3n � = 0� = n� = 2nòÉÓ. 31. íÎÏÖÅÓÔ×Ï CM[ominf.3℄üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÅÝ£ �ÅÒÅÓÅÞØ Ó CM (�ÏÓËÏÌØËÕ C (x; y) ⊂ CM ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �Á-ÒÙ (x; y); �ÏÌÕÞÁÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÚÁÍÙÓÌÏ×ÁÔÙÅ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÎÅÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×, ÜÔÏ ÌÉÛØ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á C (x; y); ËÁËÏ×Ï ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ.[õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ þÅÒÎÏ×Á Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÌÅ ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÉÄÁ É ÔÏÞËÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�ÅC (x; y).℄ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ï�ÅÎÉ-×ÁÀÝÅÅ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ z ÞÅÒÅÚ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 200. ðÕÓÔØ x; y | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÁÒÁ ÔÏÞËÁ { �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ�ÏÌÅÍ ÉÚ (�ÒÉÍÅÒÎÏ) 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á z ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (z) 6 2KS (z |x) + 2KS (z |y) + O(log n):

⊳ ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á8n 6 3�+ 2� + 2318



ÄÌÑ ×ÓÅÈ 〈�;�; 〉 ∈ C (x; y). îÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C ∩ CM ,ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �Ï ÒÉÓÕÎËÕ. ⊲éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒ Ó ÎÅ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. ðÅÒ×ÏÅÉÚ ÎÉÈ ÄÁ£Ô ÌÕÞÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C (x; y); × Þ£Í ÖÅ ÔÏÇÄÁ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ?îÁÉÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÅ, ÈÏÔÑ É ÎÅÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÏÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ �ÒÉÞÉÎÕ ÎÅ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÓÔÉ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×, �ÌÏÈÏ�ÏËÒÙ×ÁÅÍÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ (ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÉÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×).âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �ÒÉÍÅÒ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÊÓÑ �ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ�: ÎÁÛÁ �ÁÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.[÷ïðòïó: ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï) �ÁÒÁÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ?℄åÝ£ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÕÞÛÅ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Áx; y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÂÙÞÎÏÊ) 2n Ó ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Á zÓ KS A(z) < 1;1n , KS A(x |z) < 1;1n É KS A(y |z) < 1;1n . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁ-ËÕÌÁ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, É �ÏÔÏÍÕ ÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ, É × ËÁÞÅÓÔ×Å x; y ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÎÅ�ÏËÒÙÔÕÀ (É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ�ÒÏÓÔÏÊ) �ÁÒÕ. (åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÏÒÁËÕÌÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÁËÕÌÅ.)236 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÍÅÓÔÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ u �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍ. íÏÖ-ÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×× ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈÔÏÞÅË) ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÁÒÕ (ÔÏÞËÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ �ÌÏÓËÏÓÔØ).ðÒÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÇÒÁÆ, �ÒÁ×ÄÁ, ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ × Î£Í ÎÅÔ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ×:ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÍ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÅ, É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ Ó ÏÂÏÉÍÉ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏ,É ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.[óÀÄÁ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ×�ÉÓÁÔØ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. á ÔÁËÖÅ�ÒÏ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ (Ä×Å �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ? ðÏÞÅÍÕ, ËÓÔÁÔÉ, × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁ£ÔÓÑ�ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ KS (z) 6 O(KS (z |x) + KS (z |y)) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, Á × ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ?çÒÁÆÙ É ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÌÅ×Ï-ÎÁ�ÒÁ×Ï (òÏÍÁÝÅÎËÏ?)℄[åÝ£ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÍÅÒ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ | ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÎÏË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ Ó ËÁËÉÍÉ? ×ÒÏÄÅ ËÁË ÅÓÌÉ ÈÏÔÅÔØ, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅÄÏÌÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÌÉÚËÁ Ë ÓÒÅÄÎÅÊ, ÔÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.℄
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11.4. õÓÌÏ×ÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑóÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒÙ ÓÌÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ×Ó�ÏÍÎÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ 222 (Ó. 303):H (�) 6 H (�|�) + H (�|�) + I (� : �);Á ÔÏÞÎÅÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:KS (z) 6 KS (z |x) + KS (z |y) + I (x : y):(ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ I (x : y) = 0, ÉÚÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:KS (z) 6 KS (z |x) + KS (z |y);ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ: ÅÓÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅÔ, ÔÁË ÏÎÁ É ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ. ëÁÚÁÌÏÓØÂÙ, ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÄÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ É× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x É y ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á u É v , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈI (x : y |u) = 0, I (x : y |v) = 0 É I (u : v) = 0. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:�ÅÏÒÅÍÁ 201. [iterated-inequality℄ îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (z) 6 2KS (z |x) + 2KS (z |y) + I (x : y |u) + I (x : y |v) + I (u : v)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ× x; y; z; u; v Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x; y; u; z; v)).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ É ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁéÎÇÌÅÔÏÎÁ I (x : y) 6 I (x : y |u) + I (x : y |v) + I (u : v);ÎÏ ÂÅÄÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ.ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.
⊳ îÁÞÎ£Í Ó ÕÖÅ ÎÁÄÏÅ×ÛÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁKS (z) 6 KS (z |u) + KS (z |v) + I (u : v)É Ï�ÅÎÉÍ KS (z |u) É KS (z |v), �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: KS (z |u) 6 KS (z |x; u) + KS (z |y; u) + I (x : y |u)É KS (z |v) 6 KS (z |x; v) + KS (z |y; v) + I (x : y |v)ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ: KS (z |x; u) 6 KS (z |x) É Ô.�. ⊲üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÏ× Ó �ÌÏÈÏ ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. ÷ÏÚØÍ£Í ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (ÔÅÏ-ÒÅÍÁ 191, Ó. 304). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É �, É ÏÎÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ  ÉÌÉ Æ,�ÒÉÞ£Í  É Æ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. 320



ðÒÏÉÚ×ÅÄ£Í N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ×ÅÌÉÞÉÎ 〈�;�; ; Æ〉 É �ÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅÓÌÏ×Á x; y; u; v (ÔÏÞÎÅÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÓÌÏ×Á). ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ 125), Ó ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉ�Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÒÁ×ÎÙ ÜÎÔÒÏ�ÉÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ N ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(√N ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏ×Á x; y; u; v , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈI (x : y |u) = O(√N ); I (x : y |v) = O(√N ); I (u : v |u) = O(√N );É �ÒÉ ÜÔÏÍ I (x : y) = NI (� : �) + O(√N );�ÒÉÞ£Í, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, I (� : �) 6= 0. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 201 É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (z) 6 2KS (z |x) + 2KS (z |y)Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(√N ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× x É y É ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑÓ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ N (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÓÌÏ× Ó ÎÅ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. üÔÉ ÓÌÏ×Á, ËÁË É × ÎÁÛÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ,É ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÉËÁËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁÍ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ �ÒÉÛÌÏÓØ. ðÒÁ×ÄÁ,ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÛØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ó ËÏÒÎÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ).[úÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÒÁÚßÑÓÎÉÔØ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ Ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÞÁ, ÏÂßÑÓÎÉ×, ÞÔÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ íÁËÁÒÙÞÅ×ÙÈ ÏÂ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÂÌÏÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ℄
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12. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×[multi℄12.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ �ÌÉÎÉÊ Ó×ÑÚÉ�, Á ×ÅÒ-ÛÉÎÙ | ÕÚÌÏ× ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ×ÎÅ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ ËÁËÁÑ-ÔÏÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (× ×ÅÒÛÉÎÁÈ) É Å£ �ÅÒÅÄÁÞÉ (�Ï Ò£ÂÒÁÍ)ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ �Ï�ÁÓÔØ × ÚÁÄÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. �ÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÁÄÉ-�ÉÏÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ;ÚÄÅÓØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Å£ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊÇÒÁÆ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ×ÈÏÄÁÍÉ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÕËÁÚÁÎÏ ×ÈÏÄÎÏÅÓÌÏ×Ï. äÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ×ÙÈÏÄÁÍÉ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÈÏÄÎÏÅÓÌÏ×Ï. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (�Å-ÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÅ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ), �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÁËÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ:ÅÓÌÉ X | ÌÀÂÏÅ ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÓÌÏ×Ï (ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×Ù-ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÌÉ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÅ �Ï ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ v Ò£ÂÒÁÍ), Á Y1; : : : ; Yk |×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÌÏ×Á (ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÌÉ�ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÅ �Ï ×ÈÏÄÑÝÉÍ × v Ò£ÂÒÁÍ), ÔÏKS (X |Y1; : : : ; Yk) ≈ 0:îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ×ÅÒÛÉÎÅ v �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Á ÎÉËÁËÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ.ðÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÓÔØO(logN ), ÇÄÅ N | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÓÌÏ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÅ ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÅÒÅÄÁÞÉÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ N .ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ��ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ� Ò£ÂÅÒ, ÔÏÅÓÔØ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÈ �Ï ÎÉÍ ÓÌÏ×. �ÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ò£ÂÒÁ; �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ. îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅ-ÓÏ×ÁÔØ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ.îÁÞÎ£Í Ó ÓÁÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ: �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 32; ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÁÛÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ×ÅÄÕÔÓ×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ)÷ ×ÅÒÈÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÈÏÄÉÔ ÓÌÏ×Ï A, Á ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÊÔÉ ÓÌÏ×Ï B , �ÒÉ ÜÔÏÍÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ ÉÍÅÅÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ k . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÍÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× A É B ÉÝÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï X , ÞÔÏKS (X |A) ≈ 0 ; KS (B |X ) ≈ 0 ; l (X ) 6 k:322



ABkòÉÓ. 32. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.[multi-pi1℄ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ KS (B |A) ≈ 0 É KS (B ) 6 k (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ�); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ, ÔÁË ËÁË × ËÁÞÅÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ B .âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× An ÉBn , Á ÔÁËÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ kn , �ÒÉÞ£Í ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× An É Bn , Á ÔÁËÖÅÞÉÓÌÁ kn , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n . �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×ÁÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:(1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ× Xn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈl (Xn ) 6 kn +O(log n), Á ÔÁËÖÅ KS (Xn |An ) = O(log n) É KS (Bn |Xn ) = O(log n);(2) KS (Bn |An ) = O(log n) É KS (Bn) 6 kn + O(log n).üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (1) É (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏKS (B |A) 6 KS (B |X ) + KS (X |A) + O(logKS (A; B; X ));KS (B ) 6 l (X ) + KS (B |X ) + O(logKS (B |X ))�ÒÉ ÌÀÂÙÈ A; B; X (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2)), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B; k ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ l (X ) 6 KS (B ),KS (X |A) 6 KS (B |A) + O(logKS (B )) É KS (B |X ) = O(1),ÞÔÏ ÄÁ£Ô ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ (2) ⇒ (1); ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å X ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á B .ðÒÉ A = B ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ: �ÅÒÅÄÁÞÁ ÓÌÏ×Á A�Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ k ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á A ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k .ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÁÍ.12.2. õÓÌÏ×ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅóÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÚ×ÁÎÁ �ÚÁÄÁÞÅÊ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÓÌÏ×Á A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ-×Å B � (ÒÉÓ. 33). ÷ ÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ÂÉÔÁÍÉ, �ÅÒÅÄÁÔØ323



AA Bk
òÉÓ. 33. ðÅÒÅÄÁÞÁ A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B .[multi-pi2℄É ÒÁÓËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ; �ÒÉ ÜÔÏÍ É �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ, É �ÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÌÏ-×Ï B (�ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ Ò£ÂÅÒ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Ó�ÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ �Ï ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏ×Ï B �ÏÌÎÏÓÔØÀ).üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KS (A|B ) 6 k .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × �ÕÎËÔÅ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÍÉÍÏ ÓÌÏ×Á B (ÉÌÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÓÌÏ×Á, ÉÚ ÎÅÇÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ, É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÏ×ÏÊ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó B ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ k ÂÉÔÏ×,�ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ KS (A|B ) 6 k . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉKS (A|B ) 6 k , ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÏ×Á X , �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ �Ï ËÁÎÁÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ B �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ A, Á �Ï Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ ËÁÎÁÌÁÍ�ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï B . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÙ

〈A; B 〉 ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÑ ÄÌÉÎÕ ÜÔÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏÂÏ×ÁÔØ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ, �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ.237 ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÔÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B ÉÍÅÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÙ 〈A; B 〉ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ O(logKS (A; B )).238 äÁÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �Å-ÒÅÄÁÞÉ ÓÌÏ×Á A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ �ÒÉÍÅÒÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ An , Bn É kn , É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ.12.3. õÓÌÏ×ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ[multi-muhnik1℄óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ áÎ. á.íÕÞÎÉËÁ [58℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ÷ÏÌØÆÁ { óÌÅ�ÑÎÁ ÉÚ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉ-ÍÅÒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï B �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ. ÷ Î£Í ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 34).ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÞÔÏ É �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ�ÒÉ KS (A|B ) 6 k . îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÇÒÁÆ ÓÔÁÌ ÔÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÅ); ×ÏÔÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 202. [multi-muhnik-th1℄ ðÕÓÔØ A É B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌÅÅ n . �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ KS (A|B ) + O(log n), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍKS (X |A) = O(log n) É KS (A|B;X ) = O(log n).324



AA Bk
òÉÓ. 34. ðÅÒÅÄÁÞÁ A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B : ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ.[multi-pi3℄éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓËÒÙÔÁÑ × O(log n) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÏ× AÉ B .�ÅÏÒÅÍÕ íÕÞÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× A É B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ B × A, ÉÍÅÀÝÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ AÉ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B ) (�ÌÀÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁ×ËÁ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × �ÒÏÓÔÏÔÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÒÏÓÔÕ (ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(logKS (A; B )).

⊳ ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï A ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ a. úÁÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ÅÇÏ (ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ) Ï�ÉÓÁ-ÎÉÅ ÄÌÉÎÙ a. ïÔ ÜÔÏÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ KS (A|B ), KS (X |A) É KS (A|B;X ) ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÎÁ O(log n), �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï A ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ (Á ÎÅÓÌÏÖÎÏÓÔØ) a.ðÕÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B ) ÒÁ×ÎÁ m . ÷ ÓÁÍÏÍ �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÀ � : Ba → Bm , ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×ÕÄÌÉÎÙ a ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÏÔ�ÅÞÁÔÏË, �ngerprint) ÄÌÉÎÙ m .äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÉÍÅÅÔÓÑ 2m ÓÌÏ× Z ÄÌÉÎÙ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (Z |B ) 6 m (ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÈ O(2m), ÎÏ ÍÙ �ÏËÁ ÞÔÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ ÔÁËÉÍÉ ÍÅÌÏÞÁÍÉ). ðÕÓÔØ SB ⊂ Ba |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÓÌÏ×. óÌÏ×Ï A | ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SB .ðÕÓÔØ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÛÌÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÁÞÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ SBÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï P ∈ SB ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ �Ï �(P ) �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B (É �). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å X , ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ×ÚÑÔØ �(A): ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, �ÒÏÓÔÏ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ A (ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ � �ÒÏÓÔÁ) É ×ÍÅÓÔÅ Ó B �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ A (�ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SB , �ÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï Ó �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ).òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁË �ÒÏÓÔÏ ×Ó£ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ. ëÁËÏ×Á ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ �, �ÒÉ a > mÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2a−m ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ (Á �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÊ �ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏ× Ó ÏÄÎÉÍ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, É ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ �ÒÏÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ B �ÒÉ ÌÀÂÏÍ B ), ÔÁË ÞÔÏ ÈÅÛÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÁÞÎÙÍ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ �ÌÁÎ É ÂÕÄÅÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ Z ∈ Ba ÎÅÏÄÎÏ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å poly(n)). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÍÅÓÔÏ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ E ⊂ Ba×Bm , × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Z × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ(ÉÚ Ba) ÉÍÅÅÔ poly(n) ÓÏÓÅÄÅÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ. üÔÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔ�ÅÞÁÔËÁÍÉ×ÅÒÛÉÎÙ x .äÏËÁÚÙ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÓÌÏ×Ï X ÓÒÅÄÉ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÓÌÏ×Á A. üÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ KS (X |A) = O(log n), ÅÓÌÉ ÓÁÍ ÇÒÁÆ E �ÒÏÓÔ (ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)).325



÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ X �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ XÓÒÅÄÉ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÓÌÏ×Á A.åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ A ∈ SB ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÔ�ÅÞÁÔÏË X , ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ ÄÌÑ A ×ÎÕÔÒÉ SB (ÜÔÏÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × SB ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ X Ó×ÏÉÍ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏÍ), ÔÏ ÓÌÏ×Ï A ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ SB É ÏÖÉÄÁÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á, ÉÍÅÀÝÅÇÏ X ÓÒÅÄÉ Ó×ÏÉÈ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ KS (A|B;X ) = O(log n) (ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ E ÉÍÅÅÔÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × SB ÉÍÅÅÔÓÑ poly(n) ÓÌÏ× Ó ÏÔ�ÅÞÁÔËÏÍ X , ÎÕÖÎÏÌÉÛØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ A ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× (× �ÏÒÑÄËÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á SB ), ÞÔÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ O(log n) ÂÉÔÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ: Õ ÓÌÏ×Á A ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÊ ÓÏÓÅÄ, Õ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÍÁÌÏ (poly(n)) ÌÅ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÏÓÅÄÑÈ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÕÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ EÎÁ SB ËÁË Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅÊ SB É �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅÊ Bm . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á �ÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï | �ÏÒÑÄËÁ 2m .üÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó�ÒÁ×Á �ÌÏÈÁ, ÅÓÌÉÕ ÎÅ£ ÍÎÏÇÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÌÅ×Á �ÌÏÈÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ Å£ ÓÏÓÅÄÉ Ó�ÒÁ×Á �ÌÏÈÉ. îÁÍÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ×ÅÒÛÉÎÁ A ÎÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ �ÌÏÈÏÊ.äÁÌØÎÅÊÛÉÊ �ÌÁÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÔÁËÏ×: Ó�ÒÁ×Á �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÁÌÏ, ÔÁË ËÁË × ÇÒÁÆÅ ÍÁÌÏÒ£ÂÅÒ (ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍ ËÁË ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÌÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ poly(n)), Á ËÁÖÄÁÑ �ÌÏÈÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó�ÒÁ×Á ÄÁ£Ô ÂÏÌØÛÏÊ×ËÌÁÄ × ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ. �ÁË ÍÙ ÄÏÂØ£ÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó�ÒÁ×Á ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ1=p(n) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p (�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ,�ÒÉ �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÈÏÊ).ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ É ÓÌÅ×Á �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÁÌÏ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ E ÏÂÌÁÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÉ�Á ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÁ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏE (T ) ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÅÍ ÓÁÍÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å T ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á. ÷ÓÅÉÈ �ÒÁ×ÙÅ ÓÏÓÅÄÉ ÂÕÄÕÔ �ÌÏÈÉÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅ×Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÅÍ Ó�ÒÁ×Á.(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ E ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÉ ÎÁ SB .)ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÏÔËÕÄÁ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÇÒÁÆ E Ó ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ,ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÓÌÏ×Ï A �Ï�ÁÄ£Ô × (�ÕÓÔØ É ÎÅÂÏÌØÛÏÅ) ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á.ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÀÔ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÙ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÏ× ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÏ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ);Ñ×ÎÏÅ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ | ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, É × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅ-ÔÉÑ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÓÌÏÖÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊÓ �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÀËÁ. îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ (ÚÁ ÏÞÅÎØÂÏÌØÛÏÅ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ. ïÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÞÔÏÂÙ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ �ÅÒÅÂÏÒ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï A ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÌÏÈÉÍ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á Ó�ÒÁ×ÁÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ B (É E ); �Ï ÍÅÒÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × SB ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× Ó�ÒÁ×Á ÒÁÓÔ£Ô. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ E ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ É �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÅ×Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ �ÌÏÈÏÅ ÓÌÏ×Ï326



ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B ) ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ m ÂÉÔÏ×, ÔÁË ËÁË�ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2m . (åÝ£ ÎÕÖÎÏ O(log n) ÂÉÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ m , a É E , ÎÏ ÉÓ ÕÞ£ÔÏÍ ÜÔÏÊ ÄÏÂÁ×ËÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ m , ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ.) á ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ B ÒÁ×ÎÁ m (ÔÁË ×ÙÂÉÒÁÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ m). ðÏÜÔÏÍÕA ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÌÏÈÉÍ.éÔÁË, ÍÙ Ï�ÉÓÁÌÉ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ �Ó×ÅÒÈÕ-×ÎÉÚ�. �Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒ£ÍÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÛÁÇÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, Ä×ÉÇÁÑÓØ �ÓÎÉÚÕ-××ÅÒÈ�. îÁÞÎ£Í ÓÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÔÉ�Á ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÁ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a É m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í a > m . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ E ⊂ Ba × Bm , × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ (Ba) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔa + m + 2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T ⊂ Ba, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m−1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E (T ) ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ TÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÅÍ ÓÁÍÏ T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Ó�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ a + m + 2 ÓÏÓÅÄÅÊ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ× �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈÓÏÓÅÄÅÊ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ).åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ × ÌÅÍÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÎÅ�ÕÓÔÏÅ)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |U | = |T |,ÎÏ ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ T �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ U . íÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ T É U É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �Ï ×ÓÅÍ T É U ÍÅÎØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ T É U ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ t . ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ, t 6 2m−1, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÉ �Ï�ÁÄ£Ô× U , ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ t(a + m + 2) ÒÁÚ �ÒÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ (�Ï a +m + 2 ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÄÌÑ t ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2−t(a+m+2).ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× T É U ÒÁÚÍÅÒÁ t . þÉ-ÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ T ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (2a)t (×ÙÂÉÒÁÅÍ t ÒÁÚ ÏÄÉÎ ÉÚ 2a ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×), ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ U ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (2m)t . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ t ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 2mt · 2at · 2−t(m+a+2) = (1=4)t :ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑(1=4)t (�Ï ×ÓÅÍ t > 1) ÍÅÎØÛÅ 1 (ÒÁ×ÎÁ 1=3). ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ Em;a | �ÅÒ×ÙÊ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÇÒÁÆ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÌÅÍÍÅ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ m É a). åÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2 log a + O(1) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÁ a É m , ÏÔ×ÅÄÑ ÄÌÑ ÎÉÈ �ÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÉÎÙ 2 loga).äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á B É ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ m É a ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SB ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ a,ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m . ÷ Î£Í ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m+1 ÓÌÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Em;a ÎÁ SB . ÷ ÜÔÏÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m+1 ·(a+m+2) 6 a2m+3Ò£ÂÅÒ (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2m+1 ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ a+m+2 ÓÏÓÅÄÅÊ). ïÂßÑ×ÉÍ�ÌÏÈÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ a4 ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÌÅ×Á. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ327



×ÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m+3=a3.óÌÅ×Á ÍÙ ÏÂßÑ×ÉÍ �ÌÏÈÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÓÌÏ×Á ÉÚ SB ), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÉ Ó�ÒÁ×Á �ÌÏÈÉÅ.ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ Em;a ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2m+3=a3.ðÌÏÈÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅ×Á ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ m , a É B ), �ÏÜÔÏÍÕ �ÌÏÈÏÅÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (ÎÁ ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ m − 3 log a +O(1) ÂÉÔÏ×),ÔÁË ÞÔÏ KS (P |B;m; a) 6 m − 3 loga + O(1):ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÌÏÈÏÇÏ ÓÌÏ×Á P . ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁ�ÁÓ ÂÏÌØÛÅ 2 log a, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑm É a, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ) ÍÅÎØÛÅ mÉ ÓÌÏ×Ï A ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÉÊ ÓÏÓÅÄ Ó�ÒÁ×Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ X . �ÏÇÄÁKS (X |A) 6 (3 + ") loga + O(1) (ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ m , a É �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ X ÓÒÅÄÉ ÓÏ-ÓÅÄÅÊ A × Em;a; "-ÄÏÂÁ×ËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÁÒ). äÌÉÎÁ X ÒÁ×ÎÁ m , ÔÏ ÅÓÔØKS (A|B ). îÁËÏÎÅ�, KS (A|B;X ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (6 + ") loga (ÉÚ ËÏÉÈ 4 loga ÕÈÏÄÉÔ ÎÁÕËÁÚÁÎÉÅ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ A ÓÒÅÄÉ a4 ÌÅ×ÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ X , Á 2 loga ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑ m É a; " ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÁÒ).�ÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲239 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ:× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏ×Ï B ÉÍÅÌÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÎÏ ÜÔÏ ÎÉÇÄÅÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ.12.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ íÕÞÎÉËÁíÎÏÇÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ |ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÉÞÅÇÏÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ. (óÍ. ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×× [56℄.)[á ÇÄÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ �ÒÏ ÜÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉíÕÞÎÉËÁ?℄äÌÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É m (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m 6 a) ÉÇÒÕ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ×: íÁÔÅÍÁÔÉËÁ(í) É ÅÇÏ ðÒÏÔÉ×ÎÉËÁ (ð). éÇÒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ �ÁÒÁÍÅÔÒ  (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ×O(log n), ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ).íÁÔÅÍÁÔÉË ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÕËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á A ÄÌÉÎÙ a ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (a + b)ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ m , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÉÍÅÎÕÅÔ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÌÏ× B (ÄÌÉÎÙ b) É X (ÄÌÉÎÙ m) ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ (a+ b) ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ a, ÎÁÚÙ×ÁÑ ÉÈ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÙ B;X .ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÄÌÉÎÙ b ÍÏÖÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2m ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ a, ÎÁÚ×Á× ÉÈm -�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B .éÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÈÏÄ (ÏÂßÑ×É× �ÒÏÓÔÙÍÉ ÅÝ£ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Á) × ÌÀÂÏÊÍÏÍÅÎÔ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÈÏÄÏ× ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ×ÉÄÉÔ ÈÏÄÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÓÄÅ-ÌÁÎÎÙÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÉÇÒÁ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÁ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÅÓÌÏ×Á ÎÅÌØÚÑ ×ÚÑÔØ ÎÁÚÁÄ, �ÁÒÔÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. (ïÄÎÁËÏ,328



ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÉÇÒÏÊ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏ ÌÉ ÜÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÌÉÅÝ£ ÎÅÔ | ÉÇÒÏËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ �ÒÁ×Ï ÈÏÄÁ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÉÍ É ÎÅ �ÏÌØÚÕÀÔÓÑ.)÷ ÜÔÏÍ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ:í ×ÙÉÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÄÌÉÎÙ b É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á A ÄÌÉÎÙa, ËÏÔÏÒÏÅ ð ÏÂßÑ×ÉÌ m -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙm , ËÏÔÏÒÏÅ í ÏÂßÑ×ÉÌ �ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ í ÏÂßÑ×ÉÌ A�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B É X .�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 202.�ÅÏÒÅÍÁ 203. [multi-muhnik-th1a℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a; b;m (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m 6 a) × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a, b, m É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ í.ïÂßÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 202. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ . òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ðÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÁÅÔ Ó×ÏÉ ÈÏÄÙ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÉÏÂßÑ×ÌÑÅÔ m -�ÒÏÓÔÙÍÉ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ a, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ m (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ B ). ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ðÒÏÔÉ×ÎÉËÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÄÌÑÚÁÄÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a, b , m . ÷ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ (ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ a, b É m).ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ íÁÔÅÍÁÔÉË ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÂÕÄÕÔ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÔØ ÍÁ-ÌÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÕÓÌÏ×ÎÕÀ) | ÄÌÑ ÉÈ ÚÁÄÁÎÉÑ, �ÏÍÉÍÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ(ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ log + log(a+b) ÂÉÔÁÍÉ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ a, b, m , ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÅÝ£ O(log(a + b)) ÂÉÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202. (�ÅÈÎÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÅ: × Ï�ÅÎËÅ (a + b) �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ  ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a Éb É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ O(1) × Ï�ÅÎËÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÓÔÒÏÇÏÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ñ×ÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë O(log n) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1 É log n = 0.)÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏÅÓÔØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a, b , m íÁÔÅÍÁÔÉË �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ × ÉÇÒÅ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a; b;m;  . ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊ-ÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ. ðÕÓÔØ íÁÔÅÍÁÔÉË ÉÇÒÁÅÔ �ÒÏÔÉ× ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÓÌÏ-×Á X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (X |A) <  log(a + b) + log  , Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏ×Á A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (A|B;X ) <  log(a + b) + log  . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÏÂßÑ×ÌÑÅÍÙÈ �ÒÏ-ÓÔÙÍÉ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÇÒÙÛ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏ×Á A É BÄÌÉÎ a É b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ: (1) ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑm -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , ÎÏ (2) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ X Ó KS (X |A) <  log(a + b) + log  ÉKS (A|B;X ) <  log(a + b) + log  . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ðÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÄÅÎÙ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ a, b , m É , ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B ) É ×ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ ÍÁÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ m+(3+") log(a+b)+(1+")KS ()+O(1) (ËÁÖÄÏÅÉÚ ÞÉÓÅÌ a, b, m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ log(a+b) ÂÉÔÏ×, " ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ �ÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÂÅÓ-�ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏ×). íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ  , Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ä×ÏÊËÉ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ KS () = log log  + O(1) (ÚÁÍÅÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÁ �Ï×ÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ËÁËÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ).329



ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ×ÅÒÎÙÍ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ× O(log n), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ  ′), ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X ′ ÄÌÉÎÙ K (A|B ) + ′ log(a+b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. üÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕÂÏÌØÛÅ m , ÎÏ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ( ′+3+") log(a+b)+log log +O(1)). ïÓÔÁ×ÉÍÏÔ ÎÅÇÏ �ÅÒ×ÙÅ m ÂÉÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X . óÌÏÖÎÏÓÔØ KS (X |A) �ÒÅ×ÙÛÁÅÔKS (X ′|A) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2 logm + O(1), Á KS (X ′|A) 6  ′ log(a + b) + O(1) ÓÏÇÌÁÓÎÏÔÅÏÒÅÍÅ 202, ÔÁË ÞÔÏ × ÉÔÏÇÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏKS (X |A) 6 ( ′ + 2) log(a + b) + O(1):áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ KS (A|X; B ): ÔÅÏÒÅÍÁ 202 ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ KS (A|X ′; B )ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ  ′ log(a + b), Á ÚÁÍÅÎÁ X ÎÁ X ′ (ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ( ′ + 4) log(a +b) + 2 log log  +O(1) ÂÉÔÏ×) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ( ′ + 5) log(a + b) +3 log log  + O(1) ÂÉÔÏ×. ÷ ÉÔÏÇÄÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏKS (A|X;B ) 6 (2 ′ + 5) log(a + b) + 3 log log  + O(1):÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ  ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ ÂÕÄÕÔ ÍÅÎØÛÅ  log(a+b)+log  (ÉÍÅÎÎÏÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï×ÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ), É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ (ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ í, Á ÎÅ ð).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 203 ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓÔÉÎÎÏ).îÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 202, ÎÏ ÉÅ£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á íÁÔÅÍÁÔÉË ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ Ó×Ï£ �ÒÁ×Ï ÕËÁÚÙ×ÁÔØ�ÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A ÓÌÏ×Á �Ï ÈÏÄÕ ÉÇÒÙ, Á ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÈ ×ÓÅ ÓÒÁÚÕ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÇÒÁÆÏÍ-ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÏÍ). äÁÌÅÅ ÏÎ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÓÌÏ×Ï A �ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X É B , ÅÓÌÉ ÓÒÅ-ÄÉ ÓÌÏ×, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ ðÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , ÍÁÌÏ ÓÌÏ×, ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó X .÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÍÕ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B | ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÂÓÌÕÖÉÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B . ïÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÍÅÎØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÍÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , �ÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ÇÄÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ×Ó£ ÔÏ ÖÅÓÁÍÏÅ, ÎÏ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ m . é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÏÂßÑ×ÌÅÎ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×Ä×ÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, É �ÏÔÏÍÕ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ.12.5. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅîÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×Á× ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 202, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ (É ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ×ÅÒÛÉÎÙ�ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÉ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B , Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ A × B . úÁÄÁÞÁ Ï�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÔÁË: ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ ⊂ A, ÎÁÄÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ a ∈ A′ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Å£ ÓÏÓÅÄÅÊ × B (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ B , ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÕÀ Óa ÒÅÂÒÏÍ), �ÒÉÞ£Í ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÏÓÅÄÉ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ��ÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÅÍ × ÒÅÖÉÍÅ on-line�: ÎÁÍ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, É ÍÙ ÄÌÑ ÎÉÈÄÏÌÖÎÙ ÕËÁÚÁÔØ �ÁÒÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ (É ÎÅ ÉÍÅÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ330



ÉÚÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ E ⊂ A×B ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÏÓÏÂ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÌÀÂÙÈ k ×ÅÒÛÉÎ ÌÅ×ÏÊÄÏÌÉ (× ÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÈ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ ÎÁÇÒÁÆÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ k ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ A, É �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏÈÏÄÁ ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÓÅÄÅÊ ÄÌÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ (É �ÒÉÜÔÏÍ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó�ÒÁ×Á, Á �ÒÏÔÉ×ÎÉËÓÌÅ×Á).[úÁÍÅÞÁÎÉÅ × ÓÔÏÒÏÎÕ: ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÄÏ�ÕÓËÁÔØ on-line �ÁÒÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ� ÌÅÖÉÔ × PSPACE. åÓÔØ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÕÞÛÉÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ?℄�ÅÏÒÅÍÁ 204. [multi-muhnik-th1b℄ äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a É m(ÇÄÅ a > m) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ  2a ×ÅÒÛÉÎ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ É a2m ×ÅÒÛÉÎ× �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÌÅ×Á ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ a ÓÏÓÅÄÅÊ Ó�ÒÁ×Á ÉËÏÔÏÒÙÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ 2m .äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÄÏÌÅÊ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ (�ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ) ÓÔÅ�ÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎ ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÞÔÏÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (Ô. Å. ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ Ó�ÒÁ×Á) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 204, ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 202. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÞÎ£Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ÓÌÏ×Ï A ÎÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅÄÌÉÎÙ a. ðÏÌÏÖÉÍ m ÒÁ×ÎÙÍ K (A|B )+ 1 É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 204; �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÄ×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ (2a ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á É a2m ×ÅÒÛÉÎ Ó�ÒÁ×Á, ÓÔÅ�ÅÎØ ÌÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅa). òÁÚ ÇÒÁÆ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ. æÉËÓÉ-ÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏ×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B . éÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ2m É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï A. ðÏ ÏÞÅÒÅÄÉ �ÏÄÂÉÒÁÅÍ ÄÌÑ ÎÉÈ �ÁÒÕ × ÇÒÁÆÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÌÏ×Ï X , �ÁÒÎÏÅ Ë ÓÌÏ×Õ A. ëÁË É ×ÓÅ �ÒÁ×ÙÅ ÓÏÓÅÄÉ A (ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÌÏ), ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a É m É ÉÍÅÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ.) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÎÁÑ B É X (Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ), ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ É ÄÏÖÄÁÔØÓÑ, �ÏËÁ ÓÌÏ×Ï X ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÏÓÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×É× A.
⊳ ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 204. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÒÅÛÉ× �ÏÄÙÓËÉ×ÁÔØ �ÁÒÙ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕËÁÚÙ-×ÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÌÏ×ÉÎÙ (�Ï ÎÁÛÅÍÕ ×ÙÂÏÒÕ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙÕÍÅÅÍ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ (Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍ ÎÁ 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÇÒÁÆÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ,ÄÒÕÇÉÍ), ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÅÝ£ ×Ä×ÏÅ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÎÁÊÄ£Í �Á-ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÇÒÁÆÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅ×ÁÑ ÄÏÌÑ ÏÂÝÁÑ, Á �ÒÁ×ÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ �ÒÁ×ÙÈÄÏÌÅÊ ×ÓÅÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× (ÄÌÑ m;m − 1; m − 2 : : : ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÎÕÌÑ).ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÍÕ (ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÍÕ) ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÇÒÁÆ ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ331



ÓÁÍÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ: ÅÓÌÉ Õ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ ÅÝ£ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄ, ÔÏ ÅÇÏ É ×ÙÂÉÒÁÅÍ, ÁÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ, ÔÏ ÓÄÁ£ÍÓÑ É ×ÅÒÛÉÎÕ ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÍ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ,ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÂ-ÓÌÕÖÅÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ É Ó�ÒÁ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2m−1 ×ÅÒÛÉÎ. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÁËÏ×ÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌÅÅ 2m−1, ×ÓÅÅ£ ÓÏÓÅÄÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ. (éÎÁÞÅ �ÏÞÅÍÕ ÍÙ Å£ ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉÌÉ?) á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Õ ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÁ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 2m−1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (É �ÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅÂÏÌØÛÅÅ) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎØÛÅ 2m−1 ÓÏÓÅÄÅÊ. ⊲[íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÏÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÏÌØÆÁ { óÌÅ�ÑÎÁ? ÷ÒÏÄÅ ÂÙ ÎÅÔ, ÔÁÍ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ. îÅ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÌÉ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (�ÒÏÓÔÅÊ-ÛÅÇÏ) ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÏÌØÆÁ { óÌÅ�ÑÎÁ?℄[íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ×ÚÑ× ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÏ× É �ÏÔÏÍ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÑ ÇÒÁÆ-ÜËÓ�ÁÎÄÅÒ (ÄÕ-ÂÌÉÒÕÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÓÏÅÄÉÎÑÑ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ). âÙÌÏ ÂÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ�ÒÑÍÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ on-line �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÅÍ.℄12.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÁÒÙ ÓÌÏ×[multi-bglvz℄÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ ÓÌÏ× A É B ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÄÁÔØ �Ï �ÕÎËÔÉÒÎÏÍÕËÁÎÁÌÕ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ A ÉÚ B É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A (ÒÉÓ. 35).AB BAk
òÉÓ. 35. �ÅÏÒÅÍÁ âÅÎÎÅÔÁ { çÁÞÁ { ìÉ { ÷ÉÔÁÎØÉ { ãÕÒÅËÁ.[multi-pi4℄óÒÁÚÕ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ KS (A|B ) 6 k É KS (B |A) 6 k . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×, �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÈ �Ï ÎÉÖÎÉÍ ÎÁËÌÏÎÎÙÍ ÌÉÎÉÑÍ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ k (�ÏÓËÏÌØËÕ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á �ÒÏÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X ), Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ�ÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á, �ÒÏÓÔÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A) ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ:max(KS (A|B );KS (B |A)) 6 k(ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). ëÁË�ÏËÁÚÁÌÉ âÅÎÎÅÔ, çÁÞ, ìÉ, ÷ÉÔÁÎØÉ É ãÕÒÅË × [2℄, ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:332



�ÅÏÒÅÍÁ 205. [multi-bglvz-th℄ ðÕÓÔØ A, B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (A|B ) < k É KS (B |A) < k . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (A|B;X ) = O(log k), KS (B |A;X ) = O(log k) É KS (X |A; B ) = O(log k).
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÓÌÏ× 〈A; B 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B ) < k É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏKS (B |A) < k . ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÎÁ �ÁÒÁÈ ÓÌÏ×), ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑËÏÔÏÒÏÇÏ (×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ A, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ B )ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÁË (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÏÌÅÊ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2k .óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÚÂÉÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2k+1ËÌÁÓÓÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÄ×ÕÈ �ÁÒ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ). ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏ×: ËÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ Ò£ÂÒÁÇÒÁÆÁ × 2k+1 �×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ (ÓÌÅ×Á ÉÌÉÓ�ÒÁ×Á), ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ.á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÏÔ 0 ÄÏ 2k+1 − 1. ðÏ ÍÅÒÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ �ÁÒ ×�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ ÉÈ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ (× ËÏÔÏÒÏÍ ÅÝ£ ÎÅÔ�ÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ �ÅÒ×ÙÍ ÉÌÉ ×ÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ). (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÄÌÑ ×ÎÏ×Ø�ÏÑ×É×ÛÅÇÏÓÑ ÒÅÂÒÁ �ÅÒ×ÙÊ �×ÅÔ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÌÑ Ò£ÂÅÒ Ó ÏÂÝÉÍ ËÏÎ�ÏÍ.)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÏ× È×ÁÔÉÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÅÎØÛÅ 2k +2k (�ÁÒ Ó ÔÅÍÖÅ �ÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÅÎØÛÅ 2k , ÒÁ×ÎÏ ËÁË É �ÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ ×ÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ). ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ:ÎÏ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó 2k Ò£ÂÒÁÍÉ É ÏÂÝÉÊ �ÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅ� ÍÅÎÅÅÞÅÍ Ó 2k , ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ ÍÅÎÅÅ 2k+1 �×ÅÔÏ×.�Å�ÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å X ×ÏÚØÍ£Í ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ. (ïÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k +1 ÂÉÔÏ×, ÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ ÍÅÎÑÅÔ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÎÁ O(1).) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÑ A, ÞÉÓÌÏ k ÉÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ, ÍÏÖÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ, ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍÉ �ÏÄÏÖÄÁÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ A-×ÅÒÔÉËÁÌÉ �ÁÒÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ X , �ÏÜÔÏÍÕKS (A|B;X; k) = O(1) É KS (A|B;X ) = O(log k). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ KS (B |A). îÁËÏÎÅ�,KS (X |A; B; k) = O(1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÑ A, B É k , ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÁÒÙ

〈A; B 〉 É ÎÁÊÔÉ X . ⊲240 äÏËÁÖÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ)Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N , ÔÏÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ × N �×ÅÔÏ×, ÞÔÏÂÙ Ò£ÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈËÏÎ�Ï×. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 205 ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔÆÁËÔ, Á ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ (ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ) ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÎÏ×Ï.[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁ×ÎÁ N , �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒ-ÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ èÏÌÌÁ Ï �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ. îÁÍ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÁË ËÁË ×ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ ÎÅ ÚÁÄÁÎ �ÅÌÉËÏÍ, Á ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ, É Ò£ÂÒÁ ÎÁÄÏ ËÒÁÓÉÔØ on-line.℄÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ×A É B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ max(KS (A|B );KS (B |A)) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ), ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ A × B É B × A. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ×Á X , �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ A ÉÚ �ÁÒÙ 〈B;X 〉 É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ B ÉÚ�ÁÒÙ 〈A;X 〉, Á ÔÁËÖÅ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ �Ï ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÀ ÓÌÏ× A É B (ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØÎÏÍÅÒ ÂÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÜÔÉÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ).333



241 ðÕÓÔØ A É B | Ä×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n (ÔÏ ÅÓÔØ KS (A) ≈n , KS (B ) ≈ n É KS (〈A;B 〉) ≈ 2n . õËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÓÌÏ×Ï X , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÔÅÏÒÅÍÙ. [ïÔ×ÅÔ: ÇÏÄÉÔÓÑ �ÏÂÉÔÏ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏ× A É B .℄åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ × Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 205, ÔÁËÏ×: ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (A|B ) É KS (B |A) ÒÁÚÌÉÞÎÙ? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, KS (A|B ) | ÂÏÌØÛÁÑ ÉÚÎÉÈ (ÌÅÇÞÅ �ÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A, ÞÅÍ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÓÌÏ×Ï X ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ: ÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A × B (× Ì£ÇËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÄÌÉÎÏÊKS (B |A)) É ÏÓÔÁÔÏË (ÄÌÉÎÙ KS (A|B )−KS (B |A)), ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 206. [multi-bglvz-add℄ ðÕÓÔØ KS (A|B ) < k , KS (B |A) < l É k > l . �ÏÇÄÁÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ k , ÞÔÏ KS (X |A; B ) = O(log k), KS (A|B;X ) =O(log k), Á ÔÁËÖÅ KS (B |A;X ′) = O(log k), ÇÄÅ X ′ | ÎÁÞÁÌÏ X ÄÌÉÎÙ l .
⊳ òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 205, ÏÔÎÏÓÑ �ÁÒÙ Ë 2l+1 ËÌÁÓÓÁÍÉ ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, Á ÎÁÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k−l ÔÏÞÅË ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. �ÏÇÄÁ ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ B �Ï A, Á ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ A �Ï B ÎÕÖÎÏ ÅÝ£ k − l ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ(�ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ). ⊲242 äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 206 × ÆÏÒÍÅ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ × [2℄: × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈÔÅÏÒÅÍÙ 206 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏ×Ï Y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k − l É ÓÌÏ×Ï X ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (B;Y |A;X ) = O(log k) É KS (A|B;Y; X ) = O(log k).12.7. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÄ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ (ÒÉÓ. 36). AC BCCk

òÉÓ. 36. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ C �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ A, B .[multi-pi5℄åÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ �ÏÌÏÖÉÔØ A = B , ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÒÁÚÄÅ-ÌÁ 12.3 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �ÒÏÄÕÂÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ). åÓÌÉ ÖÅ �ÏÌÏÖÉÔØ C = 〈A;B 〉, ÔÏ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍË ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 12.6 (× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÖÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× A É B ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÁÒÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï).334



îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁKS (C |A) 6 k; KS (C |B ) 6 k:ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 207. [multi-muhnik-th2℄ ðÕÓÔØ A, B É C | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , Á k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í KS (C |A) 6 k É KS (C |B ) 6 k .�ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k +O(log n), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (X |C ) = O(log n)KS (C |A;X ) 6 O(log n) É KS (C |B;X ) 6 O(log n).÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× A; B; C ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅn ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ max(KS (C |A);KS (C |B )) +O(log n), ÉÍÅÀÝÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× A É B × ÓÌÏ×Ï C . (ëÁËÉ ÒÁÎØÛÅ, × ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁÄÏ ×ËÌÀÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ A É B ;ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C : ÎÉËÁËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÇÏ × ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ (�ÏËÁ?) ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑÕ�ÒÏÓÔÉÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 37).AC BCCk
òÉÓ. 37. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ.[multi-pi6℄íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 207 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 208. [multi-muhnik-th2-add℄ ðÕÓÔØ A, B É C | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , Á k > l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í KS (C |A) 6 k É KS (C |B ) 6 l .�ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (X |C ) = O(log n) KS (C |A;X ) 6O(log n) É KS (C |B;X ′) 6 O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏ×Á X ′ ÄÌÉÎÙ l , Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á X .243 óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÏÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÔÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: X �ÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ �Ï ÒÅÂÒÕ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k , ÉÚ ËÏÎ�ÁËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÅÂÒÏ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ l .℄÷ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ íÕÞÎÉËÁ [58℄; �ÒÉ×ÅÄ£Í ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 208. 335



⊳ âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ �ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×�, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ: ÓÌÏ×Ï X ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍÉÚ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÓÌÏ×Á C .ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. åÓÌÉ k É l ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏÔ�ÅÞÁÔËÉÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÈ ÄÌÉÎ. äÁÖÅ É × ÓÌÕÞÁÅ k = l ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ: ÓÒÅÄÉÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉÓØ X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (C |A;X ) ÍÁÌÏ, Á ÔÁËÖÅ X ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (C |B;X ′) ÍÁÌÏ, ÎÏ ÎÁÍ ×ÅÄØ ÎÕÖÎÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B .íÏÖÎÏ �ÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× �×Ä×ÏÊÎÅ ÈÏÒÏÛÅÅ� ÓÌÏ×Ï X , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÒÏÖÄÁ-ÅÔ ÍÁÌÏ ËÏÌÌÉÚÉÊ É × SA, É × SB (ÞÅÒÅÚ SA É SB ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×, �ÒÏÓÔÙÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). �ÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÉÈ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï (�ÏÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ: × SA ∪ SB ÌÉÛØ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏ×, ÞÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ× SA É SB × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÏÍ, ÍÏÖÎÏÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× × SA É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× × SB ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×Ä×ÏÊÎÅÈÏÒÏÛÉÊ �ÒÁ×ÙÊ ÓÏÓÅÄ. îÏ ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ: ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÁÌÏ É ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÔØ, ÎÏÄÌÑ ÉÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÓÒÁÚÕ É A, É B , Á Õ ÎÁÓ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× A É B .þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ? âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ A É B ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙÕ ÓÌÏ×Á C ÂÙÌ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÏÄÉÎ ÈÏÒÏÛÉÊ ÏÔ�ÅÞÁÔÏË, Á ÞÔÏÂÙ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ A É ÄÌÑ B × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÔ�ÅÞÁÔËÁ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B .óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÉÚÍÅÎÉÔØ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÉ�Á ÜËÓ�ÁÎÄÅÒÁ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍÏÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ E ⊂ P ×Q (Ó ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅÊ P É �ÒÁ×ÏÊ ÄÏÌÅÊ Q). �Å�ÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ,ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Q ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ×ÅÒÛÉÎx ∈ P , Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ Ó�ÒÁ×Á �Ï�ÁÄÁÅÔ × U , ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÁÌÙÍ.(òÁÎØÛÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ �ÌÏÈÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÉ �Ï�ÁÄÁÌÉ × U , Á ÔÅ�ÅÒØÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙ.)âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÉ ÏÔ�ÅÞÁÔËÉ, ÎÏ É ÉÈ ÎÁÞÁÌÁ (ÓÒÁÚÕ ×ÓÅÈ ÄÌÉÎ, ÔÁË �ÒÏÝÅ).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË (ÞÅÒÅÚ[u ℄m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á u , ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ m):ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n É N , Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ", �ÒÉÞ£Ín2N+2n+1"N=2 < 1:�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ�1; : : : ; �N : Bn → BnÓ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ {1; : : : ; n} É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁU ⊂ Bm , ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "2m , ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÈ x ∈ Bn , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ [�i (x)℄m ∈ U ÄÌÑ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ i ∈ {1; : : : ; N }ÍÅÎØÛÅ |U | (ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × U ).[ðÏÑÓÎÅÎÉÅ: ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÎÅ Ï ÇÒÁÆÅ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎ N × ÌÅ×ÏÊ ÄÏÌÅ, Á Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Å NÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ ËÒÁÔÎÙÅ Ò£ÂÒÁ (�i (x) = �j (x) �ÒÉ i 6= j ), ÕÞÉÔÙ×ÁÅÍÙÅÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ.℄ 336



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �1; : : : ; �N(×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �i (x) �ÒÉ ×ÓÅÈ i É x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × Bn) ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. üÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÙ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m 6 n , ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t 6 "2m É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× T ⊂ Bn É U ⊂ Bm ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �Ï t ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ T ÎÅÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [�i (x)℄m (�ÒÉ i = 1; : : : ; n) �Ï�ÁÄÁÅÔ × U . äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏx ∈ T ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ �Ï�ÁÄÁÅÔ × U , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2N "N=2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2N �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; N },ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÏÌÅÅ N=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ i×ÅÄÕÔ ×ÎÕÔÒØ U , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "N=2 (ÚÎÁÞÅÎÉÑ [�i (x)℄m �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × Bm , Á ÄÏÌÑ U ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Bm ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "). �ÁËÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅÄÏÌÖÎÏ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ T , ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁÄÏ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ× ÓÔÅ�ÅÎØ t .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ n
∑m=1 "2m

∑t=1 ∑T⊂Bn ;|T |=t ∑U⊂Bm ;|U |=t(2N "N=2)tþÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× T ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2nt (ÓÔÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉ-ÎÙ t , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Bn ); ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2mt .õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕn
∑m=1 "2m

∑t=1 2tn 2tm 2tN "Nt=2ÉÌÉ n
∑m=1 "2m

∑t=1 (2n 2m 2N "N=2)t÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍÍÙ ÚÎÁ-ÍÅÎÁÔÅÌØ ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÅÎØÛÅ 1=2, É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄ×ÏÅÎ-ÎÏÇÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t . õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ2n · (2N+n+m"N=2) 6 n2N+2n+1"N=2;ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ �ÒÉ " = 1=n . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ËÁË n2N+2n+1 < nN=2ÉÌÉ log n +N + 2n + 1 < (N=2) log n:÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ N = n ÉÌÉ ÄÁÖÅ N = ⌈n= log n⌉ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ  ,É ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n .337



ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 208. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Ï C ÅÇÏËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ (ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ) Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ É ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ n , ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
Bn . (óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ× A É B ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ n .)óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ �ÒÉ N = n É " = 1=n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �1; : : : ; �N : Bn → BnÓ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÌÅÍÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ×ÚÑ× �ÅÒ×ÙÊ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÓÔØ O(log n), �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ n .ðÕÓÔØ KS (C |A) = k É KS (C |B ) = l . (÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á KS (C |A) <k É KS (C |A) < l , ÎÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k É l ,ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÅÅ.) ïÓÔÁ×ÌÑÑ ÏÔ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÏÌØËÏ k ÉÌÉl �ÅÒ×ÙÈ ÂÉÔÏ×, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Bn × Bk (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × Bl ). üÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÚÁÄÁÀÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÎÁ Bn ×Ba É Bn ×Bb , × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅ×ÁÒÁ×ÎÁ N (ÓÞÉÔÁÑ ËÒÁÔÎÙÅ Ò£ÂÒÁ). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ SA É SB ,ÇÄÅ SA ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, Á SBÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ l ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B . íÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ× Bk �ÌÏÈÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÏÌÅÅ n  ÓÏÓÅÄÅÊ × SA; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÌÏÈÉÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × Bl ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ n  ÓÏÓÅÄÅÊ × SB . (�ÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÚÖÅ.)þÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ2N · 2k=n  É 2N · 2l=n  ;ÔÁË ËÁË ÓÔÅ�ÅÎØ �ÌÏÈÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ n  , ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |SA| ·N(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ |SB | ·N ), Á |SA| < 2 · 2k É |SB | < 2 · 2l .îÁÚÏ×£Í �ÌÏÈÉÍÉ × SA ÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ × ÇÒÁÆÅ ÎÁSA × Bk (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÈÉÍÉ. ìÅÍÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ×ÅÒÛÉÎ × SA ÍÅÎØÛÅ 2N · 2k=n (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ  ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÍÅÎØÛÅ "2k ,ÇÄÅ " = 1=n). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÌÏÈÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ n; k É A, ÓÌÏÖÎÏÓÔØÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔlog(2N · 2k=n ) + O(log n) 6 k −  log n + O(log n)(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ N = n). ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ  ×ÓÅ �ÌÏÈÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A) ÍÅÎØÛÅ k , É ÓÌÏ×Ï C ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÉÈ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [�i (C )℄k (ÓÒÅÄÉ N ×ÁÒÉÁÎÔÏ× i = 1; 2; : : : ; N ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ×
Bk .ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ × SB × Bl , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙÚÎÁÞÅÎÉÊ [�i (C )℄l ÈÏÒÏÛÉ × SB . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i , ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ£Ô ÈÏÒÏÛÉÈÓÏÓÅÄÅÊ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. �ÏÇÄÁ X = [�i (C )℄k É X ′ = [�i (C )℄l Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ. ⊲244 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÉÌÉ ÄÌÑ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ.íÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÖÅÌÁÎÉÅ ÅÝ£ ÕÓÉÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÅÍ 202 É 208. îÅÌØÚÑ ÌÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏÍ? óËÁÖÅÍ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á A ÄÌÉÎÙ n ÎÁÊ-ÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï X ÄÌÉÎÙ n=2, ÞÔÏ KS (A|X;B ) ≈ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á B , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (A|B ) 6 n=2? 338



ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ×Ó£-ÔÁËÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅÌØÚÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï XÅÓÔØ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n=2 (ÉÎÁÞÅ × Î£Í ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ).åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å B , ÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ X É B ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÕÂÌÉÒÏ×ÁÔØÓÑ, ÉÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|X; B ) ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ n=2 (Á ÎÅ ÎÕÌÀ, ËÁË ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ).245 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÈ (É ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å B ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ �ÅÒ×ÙÈ�ÏÌÏ×ÉÎ ÜÔÉÈ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×. åÓÌÉ × ÉÔÏÇÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÅÅ n=2 ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÔÏÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÓÏË ÓÌÏ×Á A. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÕ-ÂÌÉÒÕÀÝÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ É ÎÅ �ÏÄÏÊÄÕÔ. ÷ [58℄ ÄÁÎÙ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ.℄12.8. ðÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚíÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÈÅÍ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÉ ÕËÁ-ÚÁÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷Ï ×ÓÅÈ�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙÓÅÊÞÁÓ ÕËÁÖÅÍ Ñ×ÎÏ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÒÁÆ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÎÁ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ Ò£ÂÒÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ; ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ×ÅÒÛÉÎ ÚÁÄÁÎÙ ÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÎÙÅ É ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏ×Á). íÙ ÈÏÔÉÍ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ,ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.÷ÙÄÅÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ (ÒÁÚÒÅÚ) É ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ �ÏÔÏË ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÅÚ (ÉÄÕÝÅÊ ÉÚ×ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ×ÎÕÔÒØ ÎÅÇÏ). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ I , Á ËÏÎÅ� ×ÎÕÔÒÉ I .åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÎÉËÁ-ËÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ I ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ×ÓÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉÜÔÉÈ Ò£ÂÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ É ÒÁ×ÎÙ u1; : : : ; uk . ðÕÓÔØ V1; : : : ; Vl | ×ÓÅ ×ÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÑ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ I , Á W1; : : : ;Wm | ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ I . �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØÔÁËÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:KS (W1; : : : ;Wm | V1; : : : ; Vl ) 6 u1 + : : :+ uk :(ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÈ ÄÌÉÎ ×ÈÏ-ÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÓÌÏ×.) ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á V1; : : : Vl , Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁ-�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ×ÅÄÕÝÉÈ ×ÎÕÔÒØ I Ò£ÂÒÁÈ, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ) ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I , ×ËÌÀÞÁÑW1; : : : ;Wm .üÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ (ÎÁÞÁÌÏ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁÄÏÌÖÎÏ �ÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÅÇÏ ËÏÎ�Õ; ÔÁËÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ �ÉËÌÏ×).ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔ ��ÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ�.ðÏËÁÖÅÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ, ËÁË �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 12.6 É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ×ÏÚØ-Í£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 38 ×ÎÕÔÒÉ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ.÷ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÑÔ ÓÌÏ×Ï A É ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ k (�Ï ÒÅÂÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ); Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉ�Õ I , ×ÅÄÕÔ ÉÚÎÕÔÒÉ ÎÁÒÕÖÕ339



AB BAk IòÉÓ. 38. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÎÎÅÔÁ { çÁÞÁ { ìÉ { ÷ÉÔÁÎØÉ { ãÕÒÅËÁ[multi-pi7℄(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÎÁÛÅÍÕ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÉÄÕÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅKS (B |A) 6 k , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ.246 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞ, ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ÎÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ.12.9. óÅÔÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (É ×ÚÑÔÙÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ), ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ? ÷ ÎÁÛÉÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÈÏÔÉÍ�ÅÒÅÄÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÓÌÏ×Ï A ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÓÔ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ, Á ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÙ ×ÈÏÄÎÏÍÕ), ÎÁÛÉÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÕÔ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [1,39℄; ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÁÍ ÓÈÅÍÅ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ-ÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).îÁÞÎ£Í Ó �ÒÉÍÅÒÁ: �ÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏ×Ï A ÄÌÉÎÙ 2k × ÔÒÉ �ÕÎËÔÁ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 39; ×ÓÅ ËÁÎÁÌÙ Ó×ÑÚÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ,ËÒÏÍÅ ÔÒ£È �ÅÒ×ÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ k ÂÉÔÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅ-ÌÁÔØ?ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁÔØÓÌÏ×Ï A. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÄÁÔØ ÅÇÏ × ÌÅ×ÕÀ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ Ä×Å�ÏÌÏ×ÉÎÙ, ËÁÖÄÁÑ �Ï k ÂÉÔÏ×, É �ÅÒÅÄÁÔØ ÜÔÉ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �Ï Ä×ÕÍ ÌÅ×ÙÍ ËÁÎÁÌÁÍ Ó×ÑÚÉ�ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k (ÔÒÅÔÉÊ ËÁÎÁÌ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k ÂÅÓ�ÏÌÅÚÅÎ, ÔÁË ËÁËÉÄÕÝÁÑ �Ï ÎÅÍÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ × ÎÕÖÎÕÀ ÎÁÍ ×ÅÒÛÉÎÕ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÄÁÔØ A × ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á× Ä×ÁËÁÎÁÌÁ ÉÚ ÔÒ£È. îÏ �ÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏ×Ï A ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ: ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ �ÔÒÉ �ÏÌÏ×ÉÎÙ�, �ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÌÏ×ÉÎ ÅÇÏÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ.óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ (�ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ�) ÓÏÓÔÏÉÔ× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÄÁÔØ �Ï ÔÒ£Í ËÁÎÁÌÁÍ ÓÌÏ×Á A1, A2 É A1 ⊕ A2, ÇÄÅ A1 É A2 | Ä×Å340
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òÉÓ. 39. äÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁ ÞÁÓÔÉ.[multi-pi8℄�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÌÏ×Á A (ËÁÖÄÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏ×), Á A1 ⊕ A2 | �ÏÂÉÔÏ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏ× A1 ÉA2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£È k -ÂÉÔÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÒÅÔØÅ(ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÉÈ �ÏÂÉÔÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÅ), Á �ÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÓÌÏ×Ï A.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 209. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍA ÄÌÉÎÙ n É ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ A, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ �ÅÌÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ò£ÂÅÒ.ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉ�Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ J , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ A É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ A, ÓÕÍÍÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ Ò£ÂÅÒÓ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ×ÎÅ J É ËÏÎ�ÁÍÉ × J ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n (ÉÌÉ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ×ÅÄÕÝÅÅ ×ÎÕÔÒØÒÅÂÒÏ Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ).�ÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏO(log n): ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÉ O(log n).(ëÏÎÓÔÁÎÔÁ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍÁÑ × O(log n), ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÆÁ, ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ n ,�ÒÏ�ÕÓËÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ É ÓÌÏ×Á A.)
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÄÁÔØÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂß£Í ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (Á ÉÍÅÎÎÏ, n ÂÉÔÏ×) ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÎÁÚÏ×£Í Å£ s) ×ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ t (ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ!) �Ï Ò£ÂÒÁÍ.úÁ�ÁËÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ËÏÎ×ÅÒÔ; �ÏÌÕÞÉÔÓÑ n ËÏÎ×ÅÒÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØ-ÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ s. ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÄÏÓÔÁ×ËÕ ÜÔÉÈ ËÏÎ×ÅÒÔÏ× × ×ÅÒÛÉÎÕ t �Ï Ò£ÂÒÁÍÇÒÁÆÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÌÅÄÉÍ ÚÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÒÅÂÒÕ ÓÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ k ÂÙÌÏ �ÅÒÅ×ÅÚÅÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ËÏÎ×ÅÒÔÏ×.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ �ÏÔÏËÅ É ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÒÅÚÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [64℄; �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ É�ÏÔÏË ÂÕÄÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ).�Å�ÅÒØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÔÅ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �ÅÒÅ×ÏÚÉÍÙÈ�Ï ÎÅÍÕ ËÏÎ×ÅÒÔÁÈ. �ÏÞÎÅÅ, �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ æÏÒÄÁ {æÁÌËÅÒÓÏÎÁ341



ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÞÅÎØ ÂÉÔÏ× (Ó�ÉÓÏË ÉÈ ÎÏÍÅÒÏ× × ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏÍÅÒÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÅÂÒÁ), ÉÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÂÉÔÏ× Ó ÜÔÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÓÌÏ×Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ É ×ÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÒÁÈ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÌÏ×Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÒÁÈ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÕÔ£Í �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÂÉÔÏ× × ÓÌÏ×ÁÈ ÎÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÒÁÈ; ÓÈÅÍÁ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÍÅ-ÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏ×Á A É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÉÓÌÏ n É�ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ Ò£ÂÅÒ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏ-�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , �ÏÜÔÏÍÕ ÓÈÅÍÁ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØO(log n) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÆÁ). á ÚÎÁÑ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÓÌÏ×Á�Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ×ÈÏÄÑÝÉÍ.óÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÁÚÏÂÒÁÎ.éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ. äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÌÉÛØ �ÅÒÅËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÌÉ ÂÉÔÙ (�ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÌÉ ËÏÎ×ÅÒÔÙÉÚ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÌÉÎÉÊ × ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ). âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ: × ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÁÖÄÙÊ ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÂÉÔ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÂÉÔÏ×.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÉÔÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F2 (�ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÎÕ-ÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÒÉ ÜÔÏÍ 1 + 1 = 0). �ÏÇÄÁ l -ÂÉÔÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ l -ÍÅÒÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÌÅÍ.ðÕÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÈÏÄÑÔ Ò£ÂÒÁ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ i1; : : : ; ip , Á ×Ù-ÈÏÄÑÝÉÅ Ò£ÂÒÁ ÉÍÅÀÔ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ j1; : : : ; jq . (íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏ-�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ Ò£ÂÅÒ ËÏÎÅÞÎÙ, ÚÁÍÅÎÉ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÁ n , ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × �ÅÒÅÄÁ×Á-ÅÍÏÍ ÓÌÏ×Å.) �ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ(j1 + : : : + jq) × (i1 + : : : + ip); ÕÍÎÏÖÁÑ Å£ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� ×ÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏ× (ÓÏ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈÒ£ÂÅÒ), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÏÌÂÅ� ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏ× (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÅÒ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÒÅÂÒÕ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k �ÅÒÅÄÁ£ÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ k ÂÉÔÏ× (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ËÁÖÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ).÷ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÅ (ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÉ ÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÌÉÓØ �ÏÂÉÔÏ×Ï) ËÁË ÒÁÚ É ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÍÁÔÒÉ�Ù) ÚÁÄÁÎÙ. �ÏÇÄÁÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÈÏÄÁ × ÜÔÏÔ ×ÙÈÏÄ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ n -ÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2. îÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÂÙÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ �ÏÌÎÕÀ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ×ÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÁÈ, É ÚÁÄÁÞÁ�ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á A (ÎÁ ËÁÖÄÏÍÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÙÊ �Ï ÎÅÍÕ ÎÁÂÏÒ ÂÉÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÏ×Á A).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄÁ × ×ÙÈÏÄÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ (× ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÓÌÏ× �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ.ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÈÏÄ → ×ÙÈÏÄ.247 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÒÉÓ. 40; ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2, �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ342



×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÒÁ×ÎÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÈÏÄÁ × ×ÙÈÏÄ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ F22, �ÏÜÔÏÍÕ × Ä×ÕÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ.℄
A A A A A A

A
òÉÓ. 40. ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÅ ÍÁÌÏ.[multi-pi9℄ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ××ÅÒÛÉÎÁÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÕÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉÂÉÔÏ×, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.) ðÒÏÂÌÅÍÁ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÏ×.÷ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÍ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÍÅÓÔÏ ÂÉÔÏ× ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ F . ÷ÈÏÄÏÍ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ F n , ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔÉ k ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ F k , Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÎÁÄ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F .íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÅ F ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ××ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄÁ ×Ï ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ (�ÒÉÎÉÍÁ-ÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × F ). �ÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÈÏÄÁ × ×ÙÈÏÄ ÂÕÄÕÔÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É �ÏÔÏÍÕ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. óÔÅ-�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nE , ÇÄÅ E | ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒÇÒÁÆÁ (�ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë ×ÙÈÏÄÕ × ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÓÔÅ�ÅÎØ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ,Á ÓÔÅ�ÅÎØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù n × n × n ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ(Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ), �ÒÉÞ£Í ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÕÌØ (×ÅÄØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÙÈÏÄ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÕÍÅÅÍ). �Å�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÎÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ:ìÅÍÍÁ íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ dm=|F | (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙF m ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ, |F | | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï m ; ÚÁ�ÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ m − 1�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ × ÚÁ-×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ,343



ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d (m − 1)=|F | �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÉÎ ÅÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ × ÎÕÌØ,�Ï�Á× × ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d=|F |, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ (d + d (m − 1))=|F |. ìÅÍÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.�Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ×ÙÈÏÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÙÈÏÄÏ×, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ.ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ: ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ nE , ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n 2E (ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÓÉÇÎÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÞÅÒÅÚÓÉÇÎÁÌÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ), ×ÙÈÏÄÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅE , ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ n 3E 3 < |F |, ÔÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄÁ × ×ÙÈÏÄÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. (é ÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ�ÒÏÓÔÙÅ.)[÷ÅÒÎÁ ÌÉ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?! | ÷ á × Þ£Í �ÒÏÂÌÅÍÁ? | û℄ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ÉÚ n ÂÉÔÏ×, Á ×Ï×ÓÅ ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ? ëÁË ÜÔÏ �ÒÉÎÑÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÎÁ ÂÌÏËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ k (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å n=k) É ÓÞÉÔÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÏÌÑÉÚ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n , Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ k , É �ÒÉÜÔÏÍ 2k > (n=k)3E 3, ÔÏ ×Ó£ ÈÏÒÏÛÏ.ëÁË ÂÙÔØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2k > n 3E 3(ÍÙ ÂÅÒ£Í k Ó ÚÁ�ÁÓÏÍ, �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ k × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍk = O(log n). úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÏËÒÕÇÌÉÔØ n É �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÄÏ �ÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁk ; �ÒÉ ÜÔÏÍ n ÎÁÄÏ ÏËÒÕÇÌÑÔØ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ, Á �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ | Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ,ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÂÕÄÅÔ �ÏÒÑÄËÁ O(log n), É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ. ⊲248 éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, Ï�ÉÛÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ �ÉËÌÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ�ÒÏ�ÕÓËÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ.�Å�ÅÒØ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë �ÒÉÍÅÒÁÍ, ÇÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ ÏËÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.12.10. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ[multi-ominf℄ïÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÇÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÙ) ÍÙ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ. üÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ × ÇÌÁ×Å 11. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 11.2 ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× x; y; z É ÞÉÓÅÌ �, � É  ÍÙÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉÓØ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÓÌÏ×Ï z , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (z) < �; KS (x |z) < �; KS (y |z) < :ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÚÁÄÁÞÕ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÇÒÁÆÅ ÒÉÓ. 41. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÕÄÁ£ÔÓÑ344



x yz�� x y
òÉÓ. 41. úÁÄÁÞÁ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.[multi-pi10℄ÎÁÊÔÉ ÓÌÏ×Ï z , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ�Ï ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÒÅÂÒÕ, Á �Ï ËÒÁÊÎÉÍ Ò£ÂÒÁÍ �ÅÒÅÄÁÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ x É y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍz . (é ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï, É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x; y; z , ÔÁË ÞÔÏ× ×ÅÒÈÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ.) îÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï z , �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÅ �Ï ÓÒÅÄÎÅÍÕÒÅÂÒÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍKS (x) 6 �+ �; KS (y) 6 �+ ; KS (x; y) 6 �+ � + ;É ×ÓÑ ÇÌÁ×Á 11 ÂÙÌÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ �ÒÉÍÅÒÁÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á z (�ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�).12.11. õ�ÒÏÝÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ �ÒÉ×ÅÄ£Î �ÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÔÏËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ Å£ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ, �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �Ï�ÒÏÝÅ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÌÅÖÉÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÇÒÁÎÉ�Å: ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÕÔØÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÒÉÓ. 42 (Å£ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ í. ÷ØÀÇÉÎ). òÁÚÎÉ�Á Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÕÞÎÉËÁ× ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÎÉÚÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ× (P É A), Á �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÓÌÏ×Ï B ). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÎÁ �ÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ KS (B |A) 6 k É KS (B |A; P ) = 0 (ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.(�ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ ÓÔÁÔØÉ?)12.12. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁäÒÕÇÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ,�ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 43. úÄÅÓØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÎÕÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ×, ÎÏ ÔÅ�ÅÒØ345



PB Ak
òÉÓ. 42. úÁÄÁÞÁ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ.[multi-pi11℄ AA Bp q

òÉÓ. 43. ä×Á ËÁÎÁÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ.[multi-pi12℄ÕÖÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ËÁÎÁÌÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÓÌÏ×Å B �ÒÉ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ �Ï ÌÅ×ÏÍÕËÁÎÁÌÕ.îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÏÔÏËÁÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚÙ, ÔÁËÏ×Ù:KS (A) 6 p + q É KS (A|B ) 6 p . (ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÏÇÏ×ÏÒËÉ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ�Ï�ÒÁ×ËÁÈ.)249 îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒ ÓÌÏ× ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.250 [multi-max-profile℄ ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÓÌÏ× A É B �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Á A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏÓÌÏ×Á), ÔÏ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅKS (A|B ) 6 p �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÄÁÔØ �Ï ÌÅ×ÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÞÁÓÔØ ÓÌÏ×Á A, ÎÅ �Ï�Á×ÛÕÀ × B , ÉÅÝ£ ÓËÏÌØËÏ-ÔÏ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁÔØ �Ï �ÒÁ×ÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ (ÕÓÌÏ×ÉÅ KS (A) 6 p + qÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÓÔÁ × ËÁÎÁÌÅ È×ÁÔÉÔ).℄ïÄÎÁËÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄ-ÎÏÓÔÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× A É B : �ÕÓÔØ ÏÂÁ ÓÌÏ×Á A É BÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n , Á �ÁÒÁ 〈A; B 〉 ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n (É �ÏÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÁ×ÎÙ n). îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ p + q > 2n É p > n ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 44�Å�ÅÒØ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÏÎÑÔØ, �ÒÉ ËÁËÉÈ p É q ÚÁÄÁÞÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ�ÁÒÙ ÓÌÏ× A É B ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ). íÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï A �ÅÌÉËÏÍ �Ï ÌÅ×ÏÍÕËÁÎÁÌÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÉ p = 2n , q = 0 (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Â�ÏÌØÛÉÈ p Éq). íÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï B �ÅÌÉËÏÍ �Ï �ÒÁ×ÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÉp = n , q = 2n (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Â�ÏÌØÛÉÈ p É q). üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÍ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁÍ Ó346
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n 2n2n
òÉÓ. 44. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.[multi-pi13℄×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × (2n; 0) É (n; 2n). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÔ B ÏÔÒÅÚÁÔØ (ÓËÁÖÅÍ, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ) k ÂÉÔÏ×,ÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B ) Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k , �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ�ÒÉ q = 2n − k , p = n + k . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑ Ô£ÍÎÏ-ÓÅÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 45ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁÍ 〈p; q 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.
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n 2n2n G
òÉÓ. 45. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.[multi-pi14℄ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÇÌÁ×Á 11), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ��ÒÏ-ÆÉÌØ� �ÁÒÙ ÓÌÏ× A; B (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈p; q 〉, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÔÏÇÏ, ËÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏ �ÁÒÕ ÓÌÏ× (Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 250, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒ ÓÌÏ× ÜÔÏÔ �ÒÏÆÉÌØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÅÓÔØ �ÁÒÁ ÓÌÏ×,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÆÉÌØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó Ô£ÍÎÏ-ÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ G .îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ B ′, �ÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , �ÁÒÁ 〈KS (A|B ′);KS (B ′)〉 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × O(log n)-ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G , �ÒÉÞ£Í ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × O(log n) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ n , ÎÉ ÏÔ B ′. ïÄÎÁËÏ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ ��ÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B � ÔÒÅÂÕÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕËÁÚÁÔØÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ r É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á B ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (B ′|B ) < r . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ r , ÔÅÍ ÄÁÌØÛÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÈÏÄÉÔØ �ÁÒÁ 〈KS (A|B ′);KS (B ′)〉 ÏÔ G .ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, Ó×ÑÚØ ÔÕÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ. 347



�ÅÏÒÅÍÁ 210. [multi-statisti-1℄ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á A ÉB ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n + O(log n), ÞÔÏ KS (A; B ) = 3n + O(log n), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B ′ �ÁÒÁ
〈KS (A|B ′);KS (B ′)〉 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × O(log n) + O(KS (B ′|B ))-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G .

⊳ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ (ÓÍ. ×ÙÛÅ × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ. íÙ Ï�ÉÛÅÍ ÜÔÕ ÉÇÒÕ, ÕËÁÖÅÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ É ×Ù×ÅÄÅÍ ÏÔÓÀÄÁÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n ; �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÑ ÉÇÒÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ�ÒÁ×Ï ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ÄÌÉÎÙ 2n ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2n ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n , ÕÓÌÏ×ÎÏ ÉÍÅÎÕÑ ÉÈ �n -�ÒÏ-ÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B �.ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ p, q É r (ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ �ÏÚÄÎÅÅ) ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï:
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÄÌÉÎÙ 2n ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2r ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ q , ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÉÍÅÎÕ-ÀÔÓÑ �r -�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B �;
•ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ′ ÄÌÉÎÙ q ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2p ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n , ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÉÍÅÎÕ-ÀÔÓÑ �p-�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′�.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË) ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÇÒÁÅÍ �ÒÏÔÉ× ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r 〉 ÅÓÔØ Ó×ÏÊ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ Ó×ÏÉ ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÑ É �ÏÄÞÉÎÑÀÝÉÊÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑÍ, ÎÏ �ÅÌØ ÉÇÒÙ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÁÑ.ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, × ËÏÍÁÎÄÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÅÓÔØ ÅÝ£ Ä×Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÇÒÏËÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÂÒÁËÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÏÊ 2n (ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 22n−1 ÛÔÕË, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÓÅÈÓÌÏ×), ÎÁÚÙ×ÁÑ ÉÈ ��ÌÏÈÉÍÉ�. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÄÌÉÎÙ 2n ÚÁÂÒÁ-ËÏ×ÁÔØ ÄÏ 2n−2 ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n (Ó×ÏÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ), ÏÂßÑ×ÌÑÑ ÉÈ ��ÌÏÈÉÍÉ ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ B �. (òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÂÕÄÅÔ ÂÒÁËÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÏÊ 2n , ÉÍÅÀÝÉÅÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2n − 1, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÂÒÁËÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKS (A|B ) < n − 2, ÎÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÇÒÙ ÜÔÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ.) íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÇÒÁÎÉ�Õ n − 2(Á ÎÅ, ÓËÁÖÅÍ, n − 1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ�ÁÓ, ÓÍ. ÎÉÖÅ.èÏÄÙ ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ: × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÍÏÖÅÔ ÏÂß-Ñ×ÉÔØ ÎÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉ �ÌÏÈÉÍ (ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ). ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ× ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÇÒÁ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ ×ÎÅÛ-ÎÉÊ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ (ÎÅ ÚÎÁÀÝÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÉÇÒÏËÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ) ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÔÁËÌÉ ÜÔÏ | ÉÇÒÏËÉ ÎÅ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔ Ï ËÏÎ�Å ÉÇÒÙ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ × �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ�ÒÏÔÉ×ÎÉË, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÌÏ× 〈A; B 〉 ÄÌÉÎÙ 2n (ËÁÖÄÏÅ), , × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏ×Ï AÏÂßÑ×ÌÅÎÏ n -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏ×Á B , �ÒÉÞ£Í A É B ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÙ (ÎÅ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ�ÌÏÈÉÍÉ) É A ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B (ÎÅ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ �ÌÏÈÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ B ), ÎÁÊÄ£ÔÓÑÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ 〈p; q; r 〉 É ÓÌÏ×Ï B ′ ÄÌÉÎÙ q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
• B ′ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ r -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ;
• A ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ p-�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′.íÙ ÕËÁÖÅÍ �ÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË 〈p; q; r 〉), Á ÚÁÔÅÍ ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ (ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÏÔÉ×ÏÓÔÏÑÝÅÊ ËÏÍÁÎÄÙ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ × ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ��ÒÏÓÔÏÇÏ� ÉÌÉ��ÌÏÈÏÇÏ� ÓÌÏ×Á, ÍÙ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÏÄÎÉÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ. üÔÏÔ ÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ (ÄÌÑ348



ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ÄÌÉÎÙ 2n) ÏÄÎÏÇÏ n -�ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á A ÄÌÉÎÙ 2n , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÍÅÛÁÌÏÂÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ×ÙÉÇÒÁÔØ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÔ ÎÏ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ).äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:
• ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á A É B (ÅÝ£) ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÙ (ÎÅ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ �ÌÏÈÉÍÉ);
• ÓÌÏ×Ï A (ÅÝ£) ÎÅ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ �ÌÏÈÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ;
• ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Á B ′ ÄÌÉÎÙ q , ËÏÔÏÒÏÅÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ 〈p; q; r 〉-ÉÇÒÏËÏÍ ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ r -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , ÉÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ ÜÔÉÍ ÖÅ ÉÇÒÏËÏÍ p-�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′.ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ? îÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÇÒÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 22n−1 ÎÅÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÈÓÌÏ×. ÷ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å B ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ×Ï ÏÂßÑ×ÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï n -�ÒÏÓÔÙÍÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B , ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂßÑ×ÉÌÉ 2n ÓÌÏ× �ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B . îÏ ÅÓÌÉÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÚÁÂÒÁËÏ×ÁÎÎÙÈ B , ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÌÉ 22n−1 · 2n =23n−1 ÈÏÄÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÑ ÏÄÎÉÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, Á �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÔÁË ÍÎÏÇÏÈÏÄÏ× ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ (ÓÍ. ÄÁÌÅÅ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏ×Ï B ÍÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÍÏÖÅÍ.÷ÙÂÒÁ× B , ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ A. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ 〈p; q; r〉 É �ÏÄÓÞÉ-ÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÎÅ£. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2r ÓÌÏ× B ′ ÄÌÉÎÙ q , ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈr -�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ′ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2p ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n , ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈp-�ÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B ′. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ 2p+r ÓÌÏ× (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË M ), ×ÓÅÇÏ 2p+r · |M |. åÝ£ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÔÓÌÏ×Á, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÅ �ÌÏÈÉÍÉ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ 22n−1 ÛÔÕË), Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏ×Á, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÅ �ÌÏÈÉ-ÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ B (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n−1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÈÏÄ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉ 2p+r · |M |+ 22n−1 + 2n−1 < 22n (∗)�Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× (× ÔÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ) ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÏÔÉ×-ÎÉË. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ |M | ÉÇÒÏËÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r 〉, ÄÅÌÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ22n+r ÈÏÄÏ×, ÏÂßÑ×ÌÑÑ ÓÌÏ×Á r -�ÒÏÓÔÙÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2q+p ÈÏÄÏ×, ÏÂßÑ×ÌÑÑ ÓÌÏ×Áp-�ÒÏÓÔÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÜÔÉÈ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

|M | ·
(2max(2n+r) + 2max(q+p))(ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ × �ÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÉÚ M ). óÀÄÁ ÅÝ£ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ22n−1 ÈÏÄÏ× �ÒÉ ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÏ× �ÌÏÈÉÍÉ É 22n · 2n−2 = 23n−2 ÈÏÄÏ× �ÒÉ ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÏ×�ÌÏÈÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ (ÍÅÎØÛÅ 23n−1) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ

|M | ·
(2max(2n+r) + 2max(q+p))+ 22n−1 + 23n−2 < 23n−1 (∗∗)õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ 2k + 2l ÂÌÉÚËÏ Ë 2max{k;l }, ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (∗) É (∗∗) ÂÕÄÕÔ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ∈ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍp + r < 2n − 3 log n −O(1);2n + r < 3n − 3 log n −O(1);p + q < 3n − 3 log n −O(1):349



(�ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(n 3), É ÍÙ ËÁË ÒÁÚ ×ÙÞÌÉ 3 log n + O(1) ËÁË ×ÅÒÈÎÀÀÏ�ÅÎËÕ ÄÌÑ log |M |). íÙ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ Ñ×ÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × O(1) ÎÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÇÏ-ÄÉÔÓÑ 10. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ËÌÀÞÉÔØ × M ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.üÔÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �ÒÏÔÉ× ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔÄÅÌÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÈÏÄÙ. ïÎÁ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ �ÌÏÈÉÍÉ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 2n , ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ2n −1, ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ �ÌÏÈÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏ×Á B ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÍÅÎÅÅ n − 2, Á ÔÁËÖÅ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ u -�ÒÏÓÔÙÍÉ [ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ℄ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ [ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ℄ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ u . (�ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÉÍ�ÒÁ×ÉÌÏÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ 〈p; q; r〉-ÉÇÒÏË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ∈ M .)úÁ�ÕÓÔÉÍ Ä×Å Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÇÒÁÔØ ÄÒÕÇ �ÒÏÔÉ× ÄÒÕÇÁ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÞÉÓÌÏ n . íÏÍÅÎÔ ÅÇÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ ÓÌÏ× 〈A; B 〉,ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÁÛ ×ÙÉÇÒÙÛ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ.äÌÉÎÁ ÓÌÏ× A É B ÒÁ×ÎÁ 2n; ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 2n+O(1) (ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÁËËÁË ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ �ÌÏÈÉÍÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ BÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× A, ÔÏ KS (A|B ) 6 n+O(log n); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B )ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ n − O(1), ÉÎÁÞÅ ÓÌÏ×Ï A ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ �ÌÏÈÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏB . ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï B ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (B ′|B ) < r É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ B ′ ÒÁ×-ÎÁ q . ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ O(log n)-�ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×ÏB ′ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ É ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á B ′ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ q . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ r ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n , ÓËÁÖÅÍ, r < n=2 (ÉÎÁÞÅ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÅ O(r) × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ). �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÔÒ£È ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ �ÅÒ×ÏÅ, ÌÉÂÏ ÔÒÅÔØÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÔÉ×ÎÉË �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ), �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ 〈p; q〉 �ÏÓÌÅ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ r�Ï�ÁÄÁÅÔ ×�ÒÁ×Ï ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ ÒÉÓ. 46. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ
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òÉÓ. 46. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ p É q .[multi-pi15℄ÒÉÓ. 44, É �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÉÓ. 45.�ÅÏÒÅÍÁ 210 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲ 350



ðÒÉ×ÅÄ£Í ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÍÅÔÏÄ. ïÎÏ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÉÇÒÏ×ÏÍÕ, ÎÏ ÅÓÔØ ×ÁÖÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÉÑ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÇÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÈÏÄÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ×ÓÅ ÈÏÄÙÓÒÁÚÕ ÖÅ É ÂÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÍÙ ×ÙÉÇÒÁÅÍ.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÈÏÄÙ Ñ×ÎÏ, Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÊ ÈÏÄ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏËÁÖÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍ.�ÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ×.ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÔÍÅÞÁÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ Ó ÉÇÒÏ×ÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ×Ë×ÁÄÒÁÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ. ðÕÓÔØ U : B2n × Bn 7→ B2n[ÚÎÁÞÅÎÉÑ U (B;X ) �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ B É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ n -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ B ÓÌÏ×ÁÍ × ÉÇÒÏ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å℄. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï M ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ∈ M ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ Vp;q;r : B2n × Br → BqÉ Wp;q;r : Bq × Bp → B2n :ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅS : B2n−2 → B2n ;Á ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : B2n × Bn−2 log n → B2n :[ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Vp;q;r É Wp;q;r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÈÏÄÁÍ 〈p; q; r〉-ÉÇÒÏËÁ × ËÏÍÁÎÄÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ.éÍÅÎÎÏ, ÓÌÏ×Á Vp;q;r (B;X ) �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÕÔØ r -�ÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏ×Á; ÓÌÏ-×Á Wp;q;r(B ′; X ) �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÕÔØ p-�ÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′ ÓÌÏ×Á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑS É T ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÈÏÄÁÍ Ä×ÕÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÇÒÏËÏ×. éÍÅÎÎÏ, S (X ) ÓÕÔØ �ÌÏÈÉÅ ÓÌÏ×Á× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÎÅ ÂÏÌÅÅ 22n−2 ÛÔÕË, Á T (B;X ) ÓÕÔØ �ÌÏÈÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏ×Á × ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Å ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2n−2 log n ÛÔÕË. çÒÁÎÉ�Ù ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÈÉÈ ÓÌÏ× ÕÍÅÎØÛÅÎÙ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀÓ ÉÇÒÏ×ÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ: ×ÍÅÓÔÏ 2n − 1 ×ÚÑÔÏ 2n − 2, Á ×ÍÅÓÔÏ n − 2 ×ÚÑÔÏ n − 2 log n .üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ × Ï�ÅÎËÁÈ.℄âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U �ÏËÒÙÔÏ ÞÅÔ×£ÒËÏÊ V;W; S; T (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈÓÅÍÅÊÓÔ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á B ∈ B2n É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÓÌÏ×Á A, ÒÁ×ÎÏÇÏ U (B;X ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ X ∈ Bn [ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á B É ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ-×Á A, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ n -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ℄, �ÁÒÁ 〈A; B 〉 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) óÌÏ×Ï B ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S (ÔÏ ÅÓÔØ B = S (Y ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍY ∈ B2n−2). [óÌÏ×Ï B �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÏÂßÑ×ÉÌ �ÌÏÈÉÍ.℄(2) óÌÏ×Ï A ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S (ÔÏ ÅÓÔØ A = S (Y ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍY ∈ B2n−2 ). [óÌÏ×Ï A �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÏÂßÑ×ÉÌ �ÌÏÈÉÍ.℄(3) óÌÏ×Ï A ÒÁ×ÎÏ T (B;Y ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Y ∈ Bn−2 log n . [óÌÏ×Ï A �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÏÂßÑ×ÉÌ�ÌÏÈÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B .℄(4) îÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ 〈p; q; r〉 ∈ M É ÓÌÏ×Ï B ′ ÄÌÉÎÙ q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ351



(Á) B ′ = Vp;q;r(B;Y ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Y ∈ Br [〈p; q; r〉-ÉÇÒÏË ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï B ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ r -�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÌØÎÏ B ℄;(Â) A = Wp;q;r(B ′; Z ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Z ∈ Bp [〈p; q; r〉-ÉÇÒÏË ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ p-�ÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′℄.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÄÁÌÅÅ), ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U , ÎÅ �ÏËÒÙÔÏÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÏÊ V;W; S;T . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÏÅ: ÍÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ, ÓËÏÌØËÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U ÉÍÉ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ(Ô.Å. ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÏËÒÙÔÏÊ), ÕÍÎÏÖÉÍ ÜÔÕ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÞÅÔ×£ÒÏË É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ 1.ðÏÄÓÞ£Ô ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ V;W; S; T . éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 22n−1ÓÌÏ× B ÄÌÉÎÙ 2n , ÎÁÒÕÛÁÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). þÔÏÂÙ U ÂÙÌÏ �ÏËÒÙÔÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ B ËÁÖÄÏÅ ÉÚ 2n ÚÎÁÞÅÎÉÊ A = U (B;X ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ X ÄÌÉÎÙ n ÂÙÌÏ�ÏËÒÙÔÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2){(4). íÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ B É X ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. éÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏU ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÏËÒÙÔÙÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (1=2)22n×2n = (1=2)23n :äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ B É X : ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÓÌÏ×Á A, �ÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2) × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 22n−2ÛÔÕË, �ÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (3) × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2n−2 log n ÛÔÕË, Á ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (4)ÓÌÏ×Á Wp;q;r(Vp;q;r(B;Y ); Z ) × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å 2r × 2p ÛÔÕË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈p; q; r〉 ∈ M .÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 22n−2 + 2n−2 log n + 2r+p · |M |;ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 22n−1 (�ÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×), ÅÓÌÉr + p + log |M | < 2n − 3 (∗)�ÒÉ ×ÓÅÈ 〈p; q; r〉 ∈ M (ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ Ó�ÉÓËÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë M ).ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÅÔ×£ÒÏË V;W; S; T . äÌÑ Vp;q;r (�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r)ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (2q)22n×2r = 2q ·22n+r×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÄÌÑ Wp;q;r (�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r) ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ(22n)2q×2p = 22n ·2q+p×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÄÌÑ S ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (22n )22n−2 = 22n ·22n−2×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÄÌÑ T ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ(22n )22n×2n−2 log n = 2(23n=n)+1×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Å Ï�ÅÎËÉ ×ÏÚ×ÏÄÉÍ × ÓÔÅ�ÅÎØ |M | É �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ× ÄÌÑ V É W × �ÅÌÏÍ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÅÔ×£ÒÏË V;W; S; T ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2q ·22n+r×|M | · 22n ·2q+p×|M | · 22n ·22n−2 · 2(23n=n)+1;352



Á Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔq · 22n+r × |M |+ 2n · 2q+p × |M |+ 2n · 22n−2 + (23n=n) + 1;ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 23n (ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÅÓÌÉ2n + r + log q + log |M | < 3n −O(1) (∗∗)É q + p + log n + log |M | < 3n −O(1): (∗ ∗ ∗)(íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ 2a + 2b ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÏÔ 2max(a;b);Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2n − 2 + log 2n < 3n − O(1) É 23n=n + 1 < 3n − O(1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.)÷ÓÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (∗){(∗ ∗ ∗) ÂÕÄÕÔ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉp + r < 2n − 3 log n − O(1);2n + r < 3n − 4 log n − O(1);p + q < 3n − 4 log n − O(1)ÄÌÑ ×ÓÅÈ 〈p; q; r〉 ÉÚ M , �ÏÓËÏÌØËÕ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |M | = O(n 3).ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÒ£Í ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U , ÎÅ �ÏËÒÙÔÏÅ ÎÉËÁËÏÊÞÅÔ×£ÒËÏÊ V;W; S;T (�ÒÉ ÜÔÏÍ M ).ðÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ n ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ (×ÁÖÎÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ!) �ÅÒ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log n .÷ÏÚØÍ£Í ÜÔÏ U É ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ V;W; S;T , ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÏ (�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ) ÎÅ �Ï-ËÒÙÔÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ {S (·)} (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S ) | ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ2n , ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2n − 2. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ B ∈ B2n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {T (B; ·)}ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ) ÍÅÎÅÅ n − 2 log n .ðÕÓÔØ �ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r ÓÒÅÄÉ Vp;q;r (B; ·) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ) ÍÅÎÅÅ r , Á ÓÒÅÄÉ Wp;q;r(B ′; ·) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ′) ÍÅÎÅÅ p.òÁÚ U ÎÅ �ÏËÒÙÔÏ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ ÓÌÏ× A É B , ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×(1){(4). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (A) = 2n+O(1) (ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2n É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÉÎÁÞÅ ÅÇÏ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ S ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ KS (B ) = 2n + O(1).õÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B ) ÒÁ×ÎÁ n + O(log n): ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÔÁË ËÁËA = U (B;X ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á X ÄÌÉÎÙ n , Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ U ÅÓÔØ O(log n); ÏÎÁ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3). îÁËÏÎÅ�, ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈp, q É r ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Á B ′ ÄÌÉÎÙ q , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (B ′|B ) < r É KS (A|B ′) < p, ÉÎÁÞÅÂÙÌÏ ÂÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4).äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË ÒÁÎØÛÅ (× ÉÇÒÏ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å); ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 210 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ.îÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ É �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ� ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. (÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÅ ÄÁ£Ô �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅ ÖÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)353



á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÏÚØÍ£Í �ÏÌÅ ÉÚ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÌÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ÍÙÈÏÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ×ÙÞÅÔÁÍÉ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÌÅÍ. ðÕÓÔØ 〈A; B 〉 | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ �ÒÑÍÏÊ. �ÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÉÅ, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 210.äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï B ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏKS (B ′|B ) 6 r; KS (B ′) 6 q; KS (A|B ′) 6 p: (∗)íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁ 〈p; q 〉 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × O(r) + O(log n) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á G , ÕÓÔÁÎÏ×É×, ÞÔÏ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÁÒÁ 〈A;B 〉 ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ï�ÅÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈A; B 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (∗) �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ B ′. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ 2q ÓÌÏ× B ′ ÚÁÄÁ£Ô Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á:
• ÔÅ ÓÌÏ×Á A (ÄÌÉÎÙ 2n), �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B ′) 6 p (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï UB ′);
• ÔÅ ÓÌÏ×Á B (ÄÌÉÎÙ 2n), �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (B ′|B ) 6 r (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ VB ′).íÎÏÖÅÓÔ×Ï UB ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÏÞÎÅÅ, O(2p), ÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ï�ÕÓËÁÅÍ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï VB ′ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÜÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔB ′), ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 22n ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ × 2r ÓÌÏ£× (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2r ÓÌÏ× B ′, �ÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ).îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ UB ′ × VB ′ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ×ÓÅÈ �ÁÒ (ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÁÒÁ × ÎÅÇÏ ÎÅ �Ï�ÁÄ£Ô). äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÙÈ �ÁÒ�ÒÉÍÅÎÉÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ) É ×ÙÔÅËÁÀÝÕÀ ÉÚ ÎÅÇÏ Ï�ÅÎËÕ (ÌÅÍÍÁ Ï ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, Ó. 316).îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÊ,ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ): ÅÓÌÉ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�e l × L ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ Ú×£ÚÄÏÞËÉ, É ÎÉ-ËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË É Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÔÏ ÞÉÓÌÏ Ú×£ÚÄÏÞÅË ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
• O(L ) �ÒÉ l 6

√L ;
• O(l√L ) �ÒÉ l >

√L .ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ �ÂÏÌØÛÉÈ� É �ÍÁÌÙÈ� VB ′. îÁÞÎ£Í Ó �ÅÒ-×ÏÇÏ. åÓÌÉ VB ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ√|UB ′|, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÅ 2p=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏËÒÙÔÙÈ�ÁÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2p=2|VB ′| ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B ′. óÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÈ B ′ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2p=222n2r)(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÁ 22n �ÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 2r ÓÌÏ£×).�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÍÁÌÙÍ VB ′. äÌÑ ÎÉÈ UB ′ ×VB ′ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2p) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,É ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ 2q ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ B ′ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ O(2p+q ) ÓÌÏ£×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ p + q < 3n − O(log n) É (p=2) + 2n + r < 3n − O(log n), ÔÏÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÁÒÁ 〈A; B 〉 ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÏ× B ′. (�ÕÔ ÅÝ£ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ n; p; q; r , ÔÏ ÅÓÔØ O(log n) ÂÉÔÏ×ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.) ÷ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË p + 2r < 2n ; ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅÍÎÏÇÏÈÕÖÅ, ÞÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p + r < 2n , ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÎÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÍÙÏÓÔÁ£ÍÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ Ï�ÅÎËÉ O(r), Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ.�ÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 210 ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÔÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ, ÂÏÌØ-ÛÉÎÓÔ×Ï �ÁÒ × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÕÀ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 16.2 �ÁÒÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ).�ÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ, ÈÏÔÑ É ÎÅ × ÓÔÏÌØ ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ É ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ×ÔÏÒÏÇÏ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. íÙ ÓÞÉÔÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U �ÏËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ354



×ÓÅÈ �ÁÒ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÅÞÔÏ ×ÅÒÎÏ; ÏÓÌÁÂÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ U�ÏËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �ÁÒ ÎÅÞÔÏ ×ÅÒÎÏ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÏÇÏ U ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ) Ï�ÅÎËÏÊ. åÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ 2k ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅÂÏÌØÛÅ 1=16, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k−1 ÓÏÂÙÔÉÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ22k · (1=16)2k=2 = 2−k .) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=2 ÎÁ 1=16, Á ×Ó£ ÏÓÔÁÌØÎÏÅËÁË ÒÁÎØÛÅ.(íÏÖÎÏ É ÉÎÁÞÅ: ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× S É T É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅÔÒÏÊËÉ, Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉ�Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ UÄÏÌÑ �ÁÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4), ÍÁÌÁ. üÔÉ ÍÁÌÙÅ ÄÏÌÉ É ÍÁÌÙÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÏÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÚÁÔÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË ÉÚ M .)
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13. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ É ÌÏÇÉËÁ[zur-deutung℄13.1. úÁÄÁÞÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×,Á �ÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ | ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ.óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏÍ ÑÚÙËÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÞÔÏÂÙ Å£ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÁËÔÉËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ-ÓÑ ÌÉÛØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ Å£ ÓÔÏÒÏÎÏÊ,�ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Å£ ÒÅÛÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å£ ÒÅÛÅÎÉÊ:KS (A) = min{KS (x) | x ∈ A}:(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÙÍ +∞).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ {x} ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÁÍÏÇÏ x . äÒÕÇÏÊ �ÒÉ-ÍÅÒ: × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÌÉÓØ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ n . åÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ ÞÅÒÅÚ KS >(n). éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÏ×ÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS >(n) ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ n .åÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ X É Y , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÅÛÉÔØ ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉ X É Y �,Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÅÛÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞ X É Y (ÕËÁÚÁ× �ÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚÄ×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÅÎÁ)�. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ �X É Y � ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÁÒÙ, �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ X , Á ×ÔÏÒÁÑ | ÚÁÄÁÞÉ Y . á ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ �X ÉÌÉ Y �ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÅÎÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ:X ∧ Y = {[x; y ℄ | x ∈ X; y ∈ Y };X ∨ Y = {[0; x ℄ | x ∈ X } ∪ {[1; y ℄ | y ∈ Y }:úÄÅÓØ [x; y ℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÄ �ÁÒÙ ÓÌÏ× 〈x; y〉 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÉ �ÁÒ ÓÌÏ× ÓÌÏ×ÁÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ {x}∧{y} ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ 〈x; y〉, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ
{x} ∨ {y} ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ x É y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). é ×ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÞ X;Y ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ X ∨Y ÒÁ×ÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ X É Y(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)).úÁÄÁÞÁ X ∧Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ ÚÁÄÁÞ X É Y , Á ÚÁÄÁÞÁ X ∨Y | ÄÉÚßÀÎË�ÉÅÊ ÚÁ-ÄÁÞ X É Y . åÓÔØ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÚÁÄÁÞ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÅÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÄÅÀ. íÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÒÅÛÁÀÝÅÍÕ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ä×Á ÓÌÏ×Á, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÅ | ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ356



ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (ÞÔÏ-ÔÏ �ÏÈÏÖÅÅ �ÒÏÉÓÈÏ-ÄÉÔ ÎÁ �ÉÓØÍÅÎÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ). üÔÏÊ ÉÄÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ��ÓÅ×ÄÏÄÉÚßÀÎË�ÉÉ� ÚÁÄÁÞ:X ~∨Y = {[x; y ℄ | x ∈ X ÉÌÉ y ∈ Y }:óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÓÅ×ÄÏÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ O(1),ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ï ÞÅÍ ÍÙ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ �ÏÚÖÅ.251 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (X ~∨Y ) = KS (X ∨ Y ) + O(1).õÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x |y) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ x × y . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁ-ÄÁÞ {x} É {y} �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÅÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ-ÂÙ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀU : �×� → �. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ V : �×� → � ÎÁÊÄÅÔÓÑ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ t : � → � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U (t(p); x) = V (p; x) ÄÌÑ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× p; x . æÕÎË�ÉÑ U ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ. âÕÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÄÁÌÅÅU (p; x) ËÁË [p℄(x).éÔÁË, �ÏÌÏÖÉÍX → Y = {p | ∀x (x ∈ X ⇒ [p℄(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É [p℄(x) ∈ Y )}:îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.4 ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, KS (x |> n), ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ, ËÁËÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÁÅÔ x , �ÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ x . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ KS (x |> n) =KS ({m ∈ N | m > n} → {x}). äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ {x} → {y} ÒÁ×ÎÁÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ y �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ x (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)).îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÇÌÁ×Ù Ï �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ÓÅÔÑÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ËÁË Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ.á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) ∧ (y → x) (ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÓËÏÂËÉ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ×) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ x × y , Á ×ÔÏÒÁÑ |y × x . íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (y |x) É KS (x |y) (ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x; y))).äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → z) ∧ (y → z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ x × z , Á ×ÔÏÒÁÑ | y × z . íÙ [Õ×Ù, �ÏËÁ ÞÔÏ ÎÅ!℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ,ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÕÓÌÏ×ÎÙÈÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (z |x) É KS (z |y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(logKS (x; y; z))).252 îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ a → (b → ).[õËÁÚÁÎÉÅ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ (a ∧ b) →  .℄253 [pr3℄ îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ a ∧ (b → ) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).[ïÔ×ÅÔ: KS (a) + KS ( |a; b).℄254 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x ∨ y) → (x ~∨y) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÏÄÎÁËÏÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (x ~∨y) → (x ∨ y) ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y . [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ357



(x ~∨y) → (x ∨ y). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ ÓÌÏ× (u; v) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó p, ÅÓÌÉÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× w ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÂÏÉÍ ÓÌÏ×ÁÍ [u;w ℄, [w; v ℄ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ u ∨ v . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó p �ÁÒÙ u = x ÉÌÉv = y .℄255 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ((x ~∨y) → (x ∨ y)) → (x ~∨y)ÅÓÔØ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y .ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂßÑÓÎÑÀÔ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÄÉÚßÀÎË�ÉÅÊ É �ÓÅ×ÄÏÄÉÚß-ÀÎË�ÉÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ x ~∨x É x ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÈÏÔÑÏÎÉ É ÉÍÅÀÔ �ÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x ~∨x) → x ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÇÏ x .éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÉ X É X → Y �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÉÚÁÄÁÞÁ Y �ÒÏÓÔÁ: KS (Y ) 6 KS (X ) + KS (X → Y ):üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÅÒÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logKS (X )) (É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(logKS (X → Y ))),Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁKS (y) 6 KS (x) + KS (y |x);×ÅÒÎÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y ÔÁËÖÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. é ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÄÌÑ ÓÌÏ×, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÉÌÅÎÏ:KS (X ∧ Y ) 6 KS (X ) + KS (X → Y ):ïÄÎÁËÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÖÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑÓÌÏ×).256 ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× X;Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (X ∧Y ) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ KS (X )+KS (X → Y ). [õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , Á × ËÁÞÅÓÔ×Å Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n .℄ï�ÅÒÁ�ÉÉ ∧;∨;→, ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ [21℄ ÉëÌÉÎÉ [20℄ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÉÎÔÕÉ�ÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (IPC). ðÕÓÔØA(p; q; : : : ) | �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏ Ó×ÑÚËÁÍÉ ∧;∨;→. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÓÌÏ× X;Y; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ A(X;Y : : : ), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÜÔÕÆÏÒÍÕÌÕ ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�Å�ÅÒØ ÂÕÄÅÔ ×�ÏÌÎÅ ÕÍÅÓÔÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÎÁÛÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌ: × ×ÙÂÏÒÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ x; y → [x; y ℄, × ×ÙÂÏÒÅÇÌÁ×ÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ U (p; x) É, ÎÁËÏÎÅ�, × ×ÙÂÏÒÅ ÓÌÏ× 0; 1 �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÉ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÓÞÉÔÁÎÎÙÅ �ÒÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×Ù-ÂÏÒÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. �ÏÞÎÅÅ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ A(p; q; : : : )�ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á X;Y; : : : �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÕÓÔØ A′(X;Y; : : : ) ÉA′′(X;Y; : : : ) Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÉÅÆÕÎË�ÉÉ [x; y ℄′, [x; y ℄′′, ÒÁÚÎÙÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ U ′ É U ′′, É, ÎÁËÏÎÅ�, ÒÁÚ-ÎÙÅ �ÁÒÙ ÓÌÏ× a ′; b ′ É a′′; b ′′ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÚÁ-ÄÁÞ A′(X;Y; : : : ) É A′′(X;Y; : : : ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ. äÏËÁÚÁÔØ358



ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. �ÏÞÎÅÅ, �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×Å×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ: f A12 �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A′(X;Y; : : : ) × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A′′(X;Y; : : : ), Á f A21 ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A′′(X;Y; : : : ) | ×ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A′(X;Y; : : : ). äÌÑ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÅ ÆÕÎË-�ÉÉ | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ ÆÏÒÍÕÌ BÉ C , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ f A12 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï s�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ×ÉÄÅ [u; v ℄′, ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë u É Ë v ÆÕÎË�ÉÉ f A12 É f B12, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ; �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó�ÁÒÉ×ÁÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÔÏÒÏÊ Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ. æÕÎË-�ÉÑ f A21 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÅÓÔØ ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ ÆÏÒÍÕÌ B É C , ÔÏ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ A ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ B É C ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉÆÏÒÍÕÌÁ A ÒÁ×ÎÁ B → C , ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f A12 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ V (s; b) = f C12(U ′(s; f B21(b))). åÓÌÉ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉB ′(X;Y; : : : ) → C ′(X;Y; : : : ), Á b ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ B ′′(X;Y; : : : ), ÔÏ V (s; b) ÂÕÄÅÔÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ó ′′(X;Y; : : : ). ðÏÓËÏÌØËÕ U ′′ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ t : � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ U ′′(t(s); b) = V (s; b).æÕÎË�ÉÑ t É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f A12 ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ A.257 ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ.åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(p; q : : : ) ×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÎÔÕÉ�ÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÔÏÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(X;Y; : : : ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ X;Y; : : : . âÏÌÅÅÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏËÁ s , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ A(X;Y; : : : )ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X;Y; : : : . üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉÎÅ ×Ù×ÏÄÁ × IPC. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ p → (q → p) (ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ IPC) ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ |��ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ x × �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ, �ÅÞÁÔÁÅÔ x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ�.258 äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ × IPC ÆÏÒÍÕÌÙ A(p; q : : : ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏËÁs , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ A(X;Y; : : : ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X;Y; : : : .÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(p; q; : : : ) ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ × IPC, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉA(X;Y; : : : ) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 211. [th-int℄ ðÕÓÔØ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �(t1; : : : ; tk ) ÓÏ Ó×ÑÚËÁÍÉ
∧;∨;→ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ × IPC. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ " É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X n1 ; : : : ; X nk , ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X n1 ; : : : ; X nk ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "n �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈn . üÔÏ | ÇÌÁ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁ×Ù. íÙ ÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÂÅÚ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ × IPC ÆÏÒÍÕÌÁÈ. ÷ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉ-ËÁÀÔ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × (ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÅ × IPC) �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ, ËÁË × ÕÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ�ÒÉÍÅÒÁÈ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ Ó ÌÏÇÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÁ ((p → q) → p) → p:359



üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÚÁËÏÎÏÍ ðÉÒÓÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ (�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ éó-�éîá �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ éó�éîá/ìïöø ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), ÎÏ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÎÔÕÉ-�ÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → x) → x(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÓËÏÂËÉ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ×) ÅÓÔØ O(log n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ×x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÌÀÂÕÀ ÎÅ-×Ù×ÏÄÉÍÕÀ × IPC ÆÏÒÍÕÌÕ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅn , ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "n . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÚÁËÏÎÁðÉÒÓÁ. �Ï ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → X ) → X ÍÁÌÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑ-ÍÉ X;Y , ÅÓÌÉ X;Y | ÌÀÂÙÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ X;Y ,ÅÓÌÉ X;Y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 212. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → x) → x ÅÓÔØ O(log n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; yÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n .
⊳ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï n É ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (x →y) → x ÎÁÈÏÄÉÔ x . üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ s | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → x .ðÕÓÔØ S = Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n . äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ� : S → S ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ l� , ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ(u; v) ∈ S ×S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s℄(l� ) = u ÄÌÑ ×ÓÅÈ � : S → S ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(u) = v .éÓÈÏÄÎÁÑ �ÁÒÁ (x; y) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó s . éÍÅÑ s É n , ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅÓ s �ÁÒÙ É ×ÙÄÁÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ u �ÅÒ×ÏÊ �ÏÑ×É×ÛÅÊÓÑ �ÁÒÙ (u; v). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ u = x . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ � , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ � (x) = y É� (u) = v , É �ÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÎÁ ×ÈÏÄÅ l� ×ÙÄÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×Á u É x . ⊲ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ �ÒÏÂÅÌ. áÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÎÅÑ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ l� ,ÉÍÅÑ ÆÕÎË�ÉÀ � (ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÌÏ×ÏÍ, ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÍ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ � É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ n ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Sn × Sn ). ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ � 7→ l� (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÆÕÎË-�ÉÀ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÌÏ×Ï) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀV (�; u) = �(u). ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÀ-ÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ t ÉÚ � × � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U (t(�); u) = V (�; u) = � (u).åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÇÒÁÍÍÙ l� ×ÙÂÒÁÔØ t(� ), ÔÏ t É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.259 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ O(log n) ÎÁO(log k), ÇÄÅ k | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ x; y . [õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÌÏ× x; yË ÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ. ÷ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ S ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k , Á �ÒÏÇÒÁÍÍÁ l�ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁË: ÎÁ ×ÈÏÄÅ u ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔ �ÅÒ×ÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ,�ÒÉÍÅÎÑÅÔ Ë ÎÅÍÕ � É �ÒÉÍÅÎÑÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ Ë �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÕÓÑ ÓÌÏ×Õ.℄éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á KS (Y ) 6 KS (X )+KS (X → Y )+O(logKS (X )) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ K (x) 6 K ((x → y) → x)) +O(log n) (ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y). éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏÂÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ A(p; q) É B (p; q) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× x; y ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(x; y)ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ B (x; y), ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ A(x; y) → B (x; y)×ÅÌÉËÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ x; y (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y). ÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ:(x → y) → y É x ∨ y . éÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ O(log n), ÞÔÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ360



ÄÏËÁÖÅÍ, ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏÒÁ×ÎÁ n , ÞÔÏ ÍÙ ÔÏÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ.îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y .�ÅÏÒÅÍÁ 213. [th-nested-impl℄ óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÚÁÄÁÞÉ x ∨ y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y).
⊳ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y ÄÁÅÔÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y , É ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y .ðÅÒ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ [0; x ℄ ÉÌÉ [1; y ℄, ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ,ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) × y . åÓÌÉ ÎÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÏ×Ï [1; y ℄,ÔÏ ÍÙ ×ÙÄÁÅÍ ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ: ÎÅ ÞÉÔÁÑ ×ÈÏÄÁ, �ÅÞÁÔÁÔØ y . åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Ï[0; x ℄, ÔÏ ÍÙ ×ÙÄÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ: �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y)Ë x , �ÏÌÕÞÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ y , É �ÅÞÁÔÁÅÍ ÅÇÏ.�Å�ÅÒØ �ÒÅÄßÑ×ÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y , ÞÉÓÌÕ nÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÂÉÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y .ðÕÓÔØ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : S → S ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ l� , ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ l� ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ. îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ(u; v) ∈ S × S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s℄(l� ) = v ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ � (u) = v .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÁÒÁ (x; y) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó s. îÏ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÄÒÕÇÉÅ �ÁÒÙ, ÓÏ-ÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó s . ïÄÎÁËÏ Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s �ÁÒ (u ′; v ′) É (u ′′; v ′′) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ�ÅÒ×ÙÅ ÉÌÉ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ � , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ u ′ × v ′, Á u ′′ × v ′′. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l� ÄÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏv ′ É v ′′, ËÏÔÏÒÙÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s �ÁÒ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ s É n . úÁ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ (u; v) | �ÅÒ×ÁÑ �ÏÑ×É×ÛÁÑÓÑ �ÁÒÁ. åÓÌÉ u = x , ÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ xÉ ×ÙÄÁ£Í ÅÇÏ. éÎÁÞÅ v = y É ÍÙ ×ÙÄÁÅÍ y . äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ,ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ⊲260 ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → z (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y). [õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ z ∨ (x ∧ (y → z)). üÔÏ ÍÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.℄[òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ×Ó�ÏÍÏ-ÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉóÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄßÑ×ÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) × z . òÅÛÅÎÉÑÖÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï z É �ÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ x É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÅÊ y × z . åÓÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï z , ÔÏ ÍÙ ×ÙÄÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÅ ÞÉÔÁÑ ÄÁÎÎÏÊ ÎÁÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÅÞÁÔÁÔØ z . åÓÌÉ ÖÅÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï x É �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ y× z , ÔÏ ÍÙ ×ÙÄÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ361



ÚÁÄÁÞÉ (x → y) Ë x , �ÏÌÕÞÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ y . úÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ y ×z Ë ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ y .�Å�ÅÒØ �ÒÅÄßÑ×ÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÉÓÌÕ n ÉÅÝÅ ÏÄÎÏÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÂÉÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ðÕÓÔØ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → z . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n . äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : S → S ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ l� ,×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÏÊËÕ (u; v; w) ∈ S ×S ×S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ[s ℄(l� ) = w ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ � (u) = v .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÒÏÊËÁ (x; y; z) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó s . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s ÔÒÏÅËÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ s É n . úÁ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ ÅÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ (u; v; w) |�ÅÒ×ÁÑ �ÏÑ×É×ÛÁÑÓÑ ÔÒÏÊËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: w = z . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ z É ×ÙÄÁ£Í ÅÇÏ.÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: w 6= z . ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÔÉ x É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉy → z . óÌÏ×Ï x ÒÁ×ÎÏ u . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ u ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ x , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ � , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ x × y , a u × v . ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÔÒÏÊËÉ (x; y; z) É (u; v;w)ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó s, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l� ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ w É z . á ÜÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ w 6= z .îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË, ÉÍÅÑ y , ÎÁÊÔÉ z . óÌÏ×Ï x ÍÙ ÕÖÅ ÎÁÛÌÉ. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÔÒÏÊËÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÁÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ x , Á ×ÔÏÒÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ y (ÔÁËÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ (x; y; z)). íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ É ÅÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÁÑ Ó s ÔÒÏÊËÁ ×ÉÄÁ (x; y; w), ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ,ÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l� , ÇÄÅ � | ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ x × y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁ×ÁÔØÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×Á z É w .äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.℄�ÅÏÒÅÍÁ 214. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÒÁ×ÎÁ min(K (x |y); K (y |x))(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y .) ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ x; yÓÌÕÞÁÊÎÙÅ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ n .
⊳ ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔKS (y |x) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)): ÉÍÅÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p, �ÅÒÅÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÝÕÀ x × y , Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅÒÅÛÅÎÉÅ s ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y , ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ y ËÁË [s ℄(p).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÔÁËÖÅ K (x |y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÑ ÔÒÏÊËÕ,ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ n , ÌÀÂÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ y × x , É ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ s ÚÁÄÁÞÉ(x → y) → y , ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ x ÉÌÉ y . ðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅÂÏÌØÛÅ n . ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ (u; v) ∈ S × S ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊÓ s , ÅÓÌÉ [s ℄(l� ) = v ÄÌÑ ×ÓÅÈ � : S → S ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(u) = v .îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s �ÁÒ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÅÒ×ÙÅ ÉÌÉ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒ ÒÁ×ÎÙx , ÌÉÂÏ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒ ÒÁ×ÎÙ y (ÌÉÂÏ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ). äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó s �ÁÒÙ (u ′; v ′), (u ′′; v ′′) Õ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ u ′ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ x , Á Õ ×ÔÏÒÏÊ | ×ÔÏÒÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ v ′′ ÏÔÌÉÞÎÁ362



ÏÔ y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ É �ÁÒÕ (x; y), ÔÁËÖÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó s . �ÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈÔÒÅÈ �ÁÒ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ �ÅÒ×ÙÅ É ×ÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ: ÅÓÌÉ v ′ 6= y , ÔÏ ÔÁËÉÍÉ�ÁÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ (x; y) É (u ′; v ′); ÅÓÌÉ u ′′ 6= x , ÔÏ ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ (x; y) É (u ′′; v ′′); ÎÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉv ′ = y É u ′′ = x , ÔÏ ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ (u ′; v ′) É (u ′′; v ′′).éÍÅÑ n , p É s ÎÁÊÄÅÍ �ÅÒ×ÕÀ �ÁÒÕ (u; v), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó s. úÁÔÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÏÉÓËÄÒÕÇÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s �ÁÒ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ v . ëÁË ÔÏÌØËÏÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó s �ÁÒÕ (u ′; v ′) ÉÌÉ ÖÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ [p℄(v) = u , ÍÙÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ x ÉÌÉ y : ÅÓÌÉ v ′ 6= v ÔÏ x = u , Á ÅÓÌÉu ′ 6= u , ÔÏ y = v . ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ [p℄(v) = u) ÍÙ ÚÎÁÅÍ x , �ÏÓËÏÌØËÕ x = u . ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÌÏ×Ï x ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ Ó u , ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØÓ v , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ u = [p ℄(v) = [p℄(y) = x . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ: ×ÅÄØ ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó s �ÁÒ, ËÒÏÍÅ (u; v), ÔÏ �ÁÒÁ(u; v) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (x; y), Á ÚÎÁÞÉÔ [p ℄(v) = u .ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ min{K (y |x); K (x |y)}. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p, ÒÅÛÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕ((x → y) → y) → (x ∨ y). éÍÅÑ p ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÁÒÕ �ÒÏÇÒÁÍÍ (r1; r2), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ r1ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ×ÙÄÁÅÔ y , ÌÉÂÏ r2 ÎÁ ×ÈÏÄÅ y ×ÙÄÁÅÔ x (ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ).íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ s ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y �ÒÏÇÒÁÍÍÁp ×ÙÄÁÅÔ ÌÉÂÏ �ÁÒÕ [0; x ℄, ÌÉÂÏ �ÁÒÕ [1; y ℄. âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ A;B �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× N.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ i É ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× u; v Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ qi (u; v):�ÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ s ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ÅÅ ÎÁ ×ÈÏÄÅ u É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ A É B ;ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ v , ÔÏ ×ÙÄÁÔØ v É ÚÁËÏÎÞÉÔØ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ i ∈ A, ÔÏ ÔÁËÖÅ ×ÙÄÁÔØ v É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ; ÎÁËÏÎÅ�,ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ i ∈ B É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ s ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÔÏ ×ÙÄÁÔØ [s ℄(u) É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ(ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ s ÎÅ ÒÁ×ÅÎ v). ðÅÒ×ÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÍÏÇÕÔ ÏÂÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØÓÑ, ÎÁÛÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÎÁ-ÒÕÖÉÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ. (ðÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÍÏÇÕÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØÓÑ ÏÂÅ, ÎÏ ×ÙÈÏÄ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ × ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×.) åÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ u → v , ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁÓÔ v . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔ-ÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë u ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ v . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ×ÓÅÈ i; u; v �ÒÏÇÒÁÍÍÁ qi (u; v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (u → v) → v . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÇÌÁ×-ÎÏÓÔØÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ U , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i; u; v 7→ qi (u; v)×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.ðÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÇÒÁÍÍ ×ÉÄÁ qi (u; v) ÓÏÓÔÏÑÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ i �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔA, ÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ qi (u; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y �ÒÉ ×ÓÅÈ u . á ÅÓÌÉ i�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B , ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ qi (x; v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y�ÒÉ ×ÓÅÈ v . ðÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÁÅÔ ÎÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÉÍÅÑ p É y ÉÓËÁÔØ x ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ A É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p ËÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ×ÉÄÁqi (u; y), ÇÄÅ i ∈ A, Á u | ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ p Ë ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÏÌÖÎÏÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ [0; x ℄ ÉÌÉ [1; y ℄. åÓÌÉ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ i; u ÎÁÍ �Ï×ÅÚÅÔ,É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ [0; x ℄, ÔÏ ÍÙ ÕÚÎÁÅÍ x (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ �Ï×ÅÚÌÏ, ÍÙ �ÏÊÍÅÍ, Õ×ÉÄÅ×,ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ 0).óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÑ p É x , ÉÓËÁÔØ y : ÎÁ363



ÜÔÏÔ ÒÁÚ �ÏÉÓË ÂÕÄÅÔ ÕÓ�ÅÛÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ∈ B É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á v�ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qi (x; v) ×ÙÄÁÅÔ �ÁÒÕ ÓÏ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ 1.ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÁÍ �Ï×ÅÚÅÔ, ÔÏÅÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ i ∈ A É u , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qi (u; y) ×ÙÄÁÅÔ [0; x ℄ ÉÌÉÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ i ∈ B É v , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qi (x; v) ×ÙÄÁÅÔ [1; y ℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ× ËÁÞÅÓÔ×Å u ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÌÏ×Ï x , Á × ËÁÞÅÓÔ×Å v ÓÌÏ×Ï y . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÏÂÝÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ i �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qi (x; y) ×ÙÄÁÅÔ [0; x ℄ ÉÌÉ [1; y ℄, �ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ qi (x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{i ∈ N | [p℄(qi (x; y)) = [1; y ℄}ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÄÅÌÑÔØ A ÏÔ B . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁÛÅÇÏ ×ÅÚÅÎÉÑ. ⊲úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÒÅÄßÑ×ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ(((x → y) → y) → (x ∨ y)) → ((x → y)~∨(y → x))ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n .÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 211 ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÅ ((x → y) →y) → (x ∨ y).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ k > 2 ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍu1; : : : ; uk . ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÁÎÙ Ä×Á ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á I; J ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× {1; : : : ; k}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ((X → Y ) → Y ) → Z;ÇÄÅ X ÅÓÔØ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ× ui , i ∈ I , (ÔÏ ÅÓÔØ, �Ï�ÒÏÓÔÕ ËÏÒÔÅÖ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚÜÔÉÈ ÓÌÏ×), Y | ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ× ui , j ∈ J , Á Z | ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ ×ÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ×u1; : : : ; uk . îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ k = 2, I = {1}, J = {2} ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÉÚÕÞÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ((u1 → u2) → u2) → (u1 ∨ u2).�ÅÏÒÅÍÁ 215. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → Y ) → Z ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏ× ui �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ u1; : : : ; uk (ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ u1; : : : ; uk).

⊳ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ k ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ p, ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ ((X → Y ) → Y ) → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ i 6 k , ÞÔÏ i -ÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ �Ï p, ËÏÒÔÅÖÕ ÓÌÏ× u1; : : : ; uk Ó �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ui É �Ï n ÎÁÈÏÄÉÔ ui . îÁÍÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ Z ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ �ÁÒ 〈i; ui 〉, ÇÄÅ i 6 k ,Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ Y ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÖÅ �ÁÒ �ÒÉ i ∈ J .ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ p ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → Y ) → Z . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉË ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ q ÚÁÄÁÞÉ (X → Y ) → Y �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ×ÙÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÁÒÕ ×ÉÄÁ
〈i; ui 〉. âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ T : N×N → N. ðÕÓÔØ j ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏÉ �ÕÓÔØ v = 〈v1; : : : ; vk 〉 ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÔÅÖ ÓÌÏ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÒÔÅÖÁ364



u = 〈u1; : : : ; uk 〉 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. ðÏ j É v ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ�ÒÏÇÒÁÍÍÕ qj (v), Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ(X → Y ) → Y;�ÒÉ ÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ × i -ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É T (j; j ) = i ÉÌÉ ×Ï×ÓÅÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ (× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ×ÁÖÎÏ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ T (j; j ) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ ÏÎÏ).þÔÏÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÚÁÞÅÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ui �Ï ÄÁÎÎÙÍ p; n É ËÏÒÔÅÖÕ u Ó �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÍ ui ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË. íÙ�ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÒÔÅÖÉ v , ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ËÏÒÔÅÖÁ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × i -ÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, É �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ j . åÓÌÉ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ T (j; j ) = iÉ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qj (v) ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ i , ÔÏ ÍÙÕÚÎÁ�ÅÍ ui . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ qj (v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ(X → Y ) → Y , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ p Ë �ÒÏÇÒÁÍÍÅ qj (v) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ ÉÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y .íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ i 6 k ÎÁÍ �Ï×ÅÚ£Ô É ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ. �Ï ÅÓÔØ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ v; j , ÞÔÏ T (j; j ) = i É �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ �ÁÒÙ [p℄(qj (v)) ÒÁ×ÎÁ i . äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å v ×ÏÚØÍ£Í ÉÓÈÏÄÎÙÊ ËÏÒÔÅÖ u (�ÅÒÅÂÏÒ ÒÁÚÎÙÈ v ÎÁÍ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏÎÅÏÂÈÏÄÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÔÅÖÁ u ÍÙ �ÅÌÉËÏÍ ÎÅ ÚÎÁÅÍ). ðÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÁ ÒÁÂÏÔÙ p ÎÁ ×ÈÏÄÅ qj (u) �ÒÉ ×ÓÅÈ j ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 1; : : : ; k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ j × �ÅÒ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ �ÁÒÙ [p℄(qj (u)). ðÕÓÔØl ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ T , ÔÏ ÅÓÔØ T (l; j ) =(�ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ [p℄(qj (u))). �ÏÇÄÁ �ÒÉ j = l �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ �ÁÒÙ [p℄(qj (u) ÂÕÄÅÔÒÁ×ÎÁ T (j; j ).ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ qj (v). ðÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ �ÒÏÇÒÁÍÍÕs , ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÅÅ ÎÁ ×ÈÏÄÅ VI , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ËÏÒÔÅÖÁ v Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ I ,É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ T (j; j ). ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Ó ËÁËÉÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁËÏÎÞÁÔÓÑ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È.(1) åÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÉÄÁ 〈i; vi 〉, ÇÄÅi ∈ J , ÔÏ ×ÙÄÁ£Í [i; vi ℄ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ s ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ X → Y ,Á ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ Y . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ u É v ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ × i -ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ,ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. á ÉÎÁÞÅ VI = X É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ s �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y .(2) åÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ T (j; j ) ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÏÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ i ∈ J , ÁÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ s ÎÁ ×ÈÏÄÅ VI ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÔÏ ×ÙÄÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙs É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ. åÓÌÉ s ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ X → Y , É ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, i -ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y , �ÏÓËÏÌØËÕVI = X .(3) îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ T (j; j ) ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÏÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ i , ÇÄÅ i ∈ I , ÔÏ ×ÙÄÁÅÍ�ÁÒÕ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ 〈l; vl 〉, ÇÄÅ l ∈ J É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ. ÷ÙÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔY , ÅÓÌÉ ËÏÒÔÅÖÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÅÚÄÅ ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, i -ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ⊲�Å�ÅÒØ ÅÝ£ ÏÂÏÂÝÉÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÕÓÔØ Ï�ÑÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÒÔÅÖ ÓÌÏ× u = u1; : : : ; uk .ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× {1; : : : ; k}: Il ∩ Jl = ∅; Il ; Jl ⊂ {1; : : : ; k}:365



äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l 6 N Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÄÁÞÉ Xl É Yl , ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÔÏ ÅÓÔØ, Xl ÅÓÔØ ËÏÎßÀÎË�ÉÑÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ× uj ÄÌÑ j ∈ Il , Á Yl | ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ× ul ÄÌÑ j ∈ Jl . é �ÕÓÔØ Z |ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ ×ÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏ× u1; : : : ; uk . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ
(((X1 → Y1) → Y1) ∧ · · · ∧ ((XN → YN ) → YN ))→ Z:�ÅÏÒÅÍÁ 216. [th-rit-impl℄ CÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÉÚ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏ× ui �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ u1; : : : ; uk(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ u1; : : : ; uk).

⊳ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ l 6 N , ËÁÖÄÏÇÏ j ∈ N É ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÔÅÖÁ v = v1; : : : ; vk , ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔ ËÏÒ-ÔÅÖÁ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕqlj (v), Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ(Xl → Yl ) → Yl ;ÅÓÌÉ T (j; j ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏ ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÇÄÅ ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÉÌÉ ÅÓÌÉv = u (× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÁÖÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ É ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ T (j; j )).ðÒÉ ÌÀÂÏÍ i 6 k ÍÏÖÎÏ Ï�ÑÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ui , ÅÓÌÉ ÄÁÎÁÌÀÂÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ
(((X1 → Y1) → Y1) ∧ · · · ∧ ((XN → YN ) → YN ))→ Z;Á ÔÁËÖÅ ÄÁÎÙ n É ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÒÔÅÖÁ u , ËÒÏÍÅ i -ÏÇÏ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë ËÏÒÔÅÖÕ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ �ÒÏÇÒÁÍÍ q1j (v), : : : , qNj (v). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å v �ÒÏÂÕÅÍ ×ÓÅ ËÏÒÔÅÖÉ, ÏÔÌÉÞÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÏÔ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × i -ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å j ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ÞÔÏ T (j; j ) = i . åÓÌÉ ÎÁÍ �Ï×ÅÚ£Ô É ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ v; j �ÒÏÇÒÁÍÍÁ pÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ É ×ÙÄÁÓÔ i , ÔÏ ÍÙ ÎÁÊÄ£Í ui . �ÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ i 6 k , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÉÅ v; j ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, �ÒÉÞÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å v ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ ÓÁÍ ËÏÒÔÅÖ u . ⊲ðÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ
(((P1 → Q1) → Q1) ∧ · · · ∧ ((PN → QN ) → QN ))→ R;ÇÄÅ R ÅÓÔØ ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s1; : : : ; sk , Pl | ËÏÎßÀÎË�ÉÉ, Á Ql | ÄÉÚßÀÎË�ÉÉËÁËÉÈ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÒÉÞ£Í Pl É Ql ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ l .ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙ × IPC (ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÅÌÅÊ ëÒÉ�ËÅ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 217. [th-medvedev℄ äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÏÊ × IPC �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙA(t1; : : : ; tm) ÓÏ Ó×ÑÚËÁÍÉ ∧;∨;→ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÏ k , ÆÏÒÍÕÌÙ T1; : : : ; Tm Ó �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÍÉ s1; : : : ; sk É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ J (s1; : : : ; sk ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁA(T1; : : : ; Tm) → J×Ù×ÏÄÉÍÁ × IPC. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ T1; : : : ; Tm ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ Ó×ÑÚËÉ ∧;∨.366



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÉ. éÎÔÅÒÅ-ÓÕÀÝÅÇÏÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ Ë ÒÁÂÏÔÅ [9℄, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ �ÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁËÏÎÅ� ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 211.
⊳ ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÏ k , ÆÏÒÍÕÌÙ T1; : : : ; Tm Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉs1; : : : ; sk É Ó×ÑÚËÁÍÉ ∧;∨ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ J (s1; : : : ; sk ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏÆÏÒÍÕÌÁ A(T1; : : : ; Tm) → J×Ù×ÏÄÉÍÁ × IPC.÷ÏÚØÍÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á u1; : : : ; uk ÄÌÉÎÙ n= (ËÏÎÓÔÁÎÔÕ  �ÏÄÂÅÒÅÍ�ÏÚÖÅ) É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓÌÏ×ÁÍ, ×ÍÅÓÔÏ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÆÏÒÍÕÌÙ T1; : : : ; Tm . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× X1; : : : ; Xm . æÏÒÍÕÌÁ A(T1; : : : ; Tm) → J×Ù×ÏÄÉÍÁ × IPC, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉA(X1; : : : ; Xm) → J (u1; : : : ; uk)ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 216 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ J (u1; : : : ; uk ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅn=−O(log n). ðÏÜÔÏÍÕ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(X1; : : : ; Xm) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=−O(log n),ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ n=(2) �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n .ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÎÑÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × X1; : : : ; Xm ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ n�ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n . ìÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ× X1; : : : ; Xm ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× u1; : : : ; uk Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ v; w 7→ [v;w ℄ É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ Ó ÎÕÌÅÍ ÉÌÉÅÄÉÎÉ�ÅÊ. åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á [v; w ℄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÄÌÉÎ v; w , ÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ Ó�ÁÒÉ×Á-ÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ, �ÏÜÔÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ⊲äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 217. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅËÏÎÔÒÍÏÄÅÌÉ ëÒÉ�ËÅ Õ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÙÈ × IPC ÆÏÒÍÕÌ.�ÅÏÒÅÍÁ 218. ðÕÓÔØ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �(t1; : : : ; tk ) ÓÏ Ó×ÑÚËÁÍÉ ∧;∨;→ ÎÅ×Ù-×ÏÄÉÍÁ × IPC. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× X n1 ; : : : ; X nk , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌÅÅ O(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X n1 ; : : : ; X nk ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n �ÒÉ ×ÓÅÈÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n .òÁÚÎÉ�Á Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 211 × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (Á ÎÅ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ× × ÎÉÈ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.
⊳ ðÕÓÔØ 〈K;6〉 | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ëÒÉ�ËÅ, × ËÏÒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÏÖÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁ�(t1; : : : ; tk ). ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË �Ï ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX1; : : : ; Xk .ïÔÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÉÎ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ-ÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÌÉÓØ (ÓËÁÖÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ×ÄÅÓÑÔÅÒÏ) ÉÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÂÙÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n . âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ367



ÄÌÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÍÉÒÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ K ÔÁË, ÞÔÏÂÙËÁÖÄÏÍÕ ÍÉÒÕ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÉÎ, �ÒÉÞÅÍ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÄÌÉÎÁ ÄÏÓÔÁÌÁÓØËÏÒÎÀ. é ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÉÎ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÉÒÕ, ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ. âÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÌÉÎÙ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÙÅ Ë ÍÉÒÕ u , ÄÌÉÎÁÍÉ ÉÚ ÍÉÒÁ u , ÓÌÏ×Á ÜÔÉÈ ÄÌÉÎ, ÓÌÏ×ÁÍÉÉÚ ÍÉÒÁ u . �Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Xi , �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ ×ÍÅÓÔÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ti . ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ×. ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÍÉÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ti . ÷ÔÏÒÏÅ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÍÏÅ C , ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i É ÒÁ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ �ÁÒ ×ÉÄÁ 〈x; y〉, ÇÄÅ x É y ÓÌÕÞÁÊÎÙÅÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÉÒÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Ï ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÓÑÔÏÊ ÞÁÓÔÉÄÌÉÎÙ. óÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÕÓÔÏÅ.åÓÌÉ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ C ×ÍÅÓÔÏ �ÁÒÙ 〈x; y 〉 ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÒÁÔØÅÅ ËÏÄ [x; y ℄, Á �ÒÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÎÁÞÁÌÏ, ÞÔÏÂÙÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÏÇÏ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÓÍÅÛÉ×ÁÌÉÓØ:C = {[x; y ℄ | x; y ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÉÒÏ×};Xi = {0x | ti ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ v; Á x ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÍÉÒÁ v} ∪ {1y | y ∈ C}:ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÍÉÒÏ× ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÉÎÙ, �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÉÚ Xi ÍÏÖÎÏ�ÏÎÑÔØ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÍÉÒÏ× ×ÚÑÌÉÓØ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÓÌÏ×Á.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ 	 ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t1; : : : ; tk , ÞÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ 	(X1; : : : ; Xk ) �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ X	, ËÏÔÏÒÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÕ, ÞÔÏ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X	 ÅÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÍÉÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÝÅ ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÏ C (ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Xi ). �ÏÞÎÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ 	(X1; : : : ; Xk) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ X	 ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ 	 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f; g ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 	(X1; : : : ; Xk ) × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X	, Á ×ÔÏÒÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X	 × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 	(X1; : : : ; Xk ).åÓÌÉ 	 ÅÓÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	(X1; : : : ; Xk ) É X	 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ X	 Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄÚÁÄÁÞÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:(Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X	 ∨ X� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X	∨�,(Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X	 ∧ X� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X	∧�,(×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X	 → X� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X	→�.ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÅÝÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U;V ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ U ′; V ′, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∨ V ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U ′ ∨V ′ (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ). üÔÉÓ×ÏÊÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, É ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ (Á), (Â) É (×).(Á) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X	∨� ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× X	 É X�, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÌÀÂÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ X	 ∨ X� ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ X	∨�. ÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ368



ÎÁÍ ÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ X	 É X�, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁËÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÎ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (ÉÌÉ ÏÂÏÉÍ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX	 ∨ X�.(Â) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X	∧� ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× X	 É X�, Á X	∧� ÅÓÔØ ÉÈ ÄÅËÁÒ-ÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÉÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ [x; x ℄. ÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: �ÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ [x; y ℄ÉÚ ÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X	 É X�. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× x; y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C , ÔÏÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÕÓÔØ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C ,ÔÏ ÅÓÔØ x; y | ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÍÉÒÏ× u; v , × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 	 É�. �ÏÇÄÁ ÜÔÉ ÍÉÒÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.(1) üÔÉ ÍÉÒÙ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ. �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÄÁÅÍ �ÁÒÕ [x; y ℄, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C , Á ÚÎÁÞÉÔ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ X	 É X�.(2) íÉÒÙ u; v ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, u �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ v . �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÉÓÔÉÎ-ÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ 	 ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÁËÖÅ × ÍÉÒÅ v , Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÏ×Ï y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ X	É X�.(×) üÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚX	→� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X	 → X� É, ÏÂÒÁÔÎÏ, �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚX	 → X� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X	→�. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÓÌÏ×Ï x ÉÚ X	→�. îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ X	 → X�.ðÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÎÁÍ ÎÁÄÏ, ÉÍÅÑ x É ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÉÚ X	, ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÌÏ×Ï ÉÚ X�. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× x; y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C , ÍÙ ×ÙÄÁÅÍ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï. ðÕÓÔØÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C . �ÏÇÄÁ x | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ u , ×ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 → �, Á ÓÌÏ×Ï y | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v , ×ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 (É ÜÔÉ ÍÉÒÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ, ÉÚÕÞÉ× ÄÌÉÎÙ x; y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.(1) åÓÌÉ ÍÉÒ v �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÒÕ u , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 ÉÓÔÉÎÎÁ É × ÍÉÒÅ u , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÉ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ u (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ 	 → � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ u).úÎÁÞÉÔ ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X�.(2) åÓÌÉ ÍÉÒ u �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÒÕ v , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ v , �ÏÓËÏÌØËÕ × ÎÅÍÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 É ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ 	 → � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ u . úÎÁÞÉÔ ÓÌÏ×Ï y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X�.(3) åÓÌÉ ÍÉÒÙ u É v ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ �ÁÒÁ [x; y ℄ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É X�.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ X	 → X� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÜÌÅÍÅÎÔ X	→�. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ r , �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ X	 × ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÌÏ×Ï ÉÚ X�.åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 → � ÉÓÔÉÎÎÁ × ËÏÒÎÅ, ÔÏ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X	→� É ÍÙ×ÙÄÁÅÍ ÅÇÏ.ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 → � ÌÏÖÎÁ × ËÏÒÎÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÒ u , × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁÆÏÒÍÕÌÁ 	, ÎÏ ÌÏÖÎÁ �. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ l ÉÚ ÍÉÒÁ u , ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÕÀÄÌÉÎÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ r . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ l�ÒÏÇÒÁÍÍÁ r ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ É ×ÙÄÁÓÔ ÓÌÏ×Ï ÉÚ X�. îÏ Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÅ ÓÌÏ×ÁÓÌÕÞÁÊÎÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ r ËÏ ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍÄÌÉÎÙ l . åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï s �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2l=2 ÒÁÚ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÙÈÏÄÁ r , ÔÏ ÍÙÎÁÛÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ l ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ369



2l=2, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓÌÏ×Ï s �ÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÓÌÏ×Å.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X� ⊂ X	→�.ïÂßÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×. ðÕÓÔØ x ÌÀÂÏÅ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ l , Á s ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ r ÎÁ ×ÈÏÄÅ x . óÌÏÖÎÏÓÔØ s ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ x É r , É �ÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2l . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, s �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ X�, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ×ÉÄ 0t ÉÌÉ 1[y; z ℄, ÇÄÅ t; y; z ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÄÌÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ t; y; z ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ l . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÉÎÁ t ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ l , ÔÁË ËÁË ÓÌÏ×Ï t �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ �, É ÜÔÏÔÍÉÒ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ u (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � ÌÏÖÎÁ × u). úÎÁÞÉÔ ÄÌÉÎÁ t ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=10. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÓÌÏ×Á y É z ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÉÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÉÒÁÈ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=10. åÓÌÉ ÂÙ É ÄÒÕÇÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÏÖÅ ÂÙÌÁ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÂÏÌØÛÅ l=10, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ r ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÈÏÄÁÈÉÍÅÌÏ ÂÙ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2l=2. á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÌÏ ÂÙÂÏÌÅÅ 2l=2 �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×.ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ó£-ÔÁËÉ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× y; z ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ l , ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÇÁÒÁÎ-ÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÓÌÏ×Á Ó ÔÁËÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ìÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï s ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ 2l=2 �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×, ÌÉÂÏ ×ÅÒÎÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. îÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2l=2 ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ l �ÒÏÇÒÁÍÍÁ rÎÁ ×ÈÏÄÅ x ×ÙÄÁÅÔ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ 1[y; z ℄ (ÉÌÉ 1[z; y ℄), ÇÄÅ ÄÌÉÎÁ z ÒÁ×ÎÁ l . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ yÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÇÏ Ó u . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× x , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ r ×ÙÄÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ 1[y; z ℄ (ÉÌÉ 1[z; y ℄) ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÁÚÎÁÞÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ r ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ X�. á ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ y Éz ÓÌÕÞÁÊÎÙ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍ ÍÉÒÁÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÓÌÏ×Ï z �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ u(ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ l ), ÓÌÏ×Ï y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÍÕ Ó u .ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ r ËÏ ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ l ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï s ÉÌÉÔÁËÏÅ y . åÓÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ É ÎÁÊÄÅÎÏ ÓÌÏ×Ï s Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×,ÔÏ ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X� ⊂ X	→�.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÉÚ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v , ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÇÏ Ó u . åÓÌÉ × ÍÉÒÅ v ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 → �, ÔÏ ÓÌÏ×Ïy É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ. éÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÒ u1 ×ÙÛÅ ÍÉÒÁ v , × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 	,ÎÏ ÌÏÖÎÁ �, É ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÉÒÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÉÂÏ ÍÙÎÁÊÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ X�, ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v1, ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÇÏ Ó ÍÉÒÏÍ u1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÒ v1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉÖÅ v (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙÉ ÎÉÖÅ u1). úÎÁÞÉÔ ÍÉÒ v1 ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó ÍÉÒÏÍ v (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÁÛÌÉ �ÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ ÓÌÏ× × ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÉÒÁÈ É ÍÏÖÅÍ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ), ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÛÅ ÎÅÇÏ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ (ÍÉÒ v1 ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÛÅ ÍÉÒÁ v), ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ 	 → � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÉÒÅ v1, ÔÏ ÍÏÖÎÏÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ. á ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÉÒÁ v1. òÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÍÙÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÅÌØ ËÏÎÅÞÎÁ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÉÒÏ×.éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ �(X1; : : : ; Xk ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X�. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÌÏÖÎÁ × ËÏÒÎÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×× X� ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n , ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X1; : : : ; Xk) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n .ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÎÑÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Xi ÍÅÎØÛÅ O(n). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÍÏÄÅÌØ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÒ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ (ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÍÉÒ, ËÏÔÏÒÙÊÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, É × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ; ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ × ËÏÒ-370



ÎÅ ÜÔÏÔ ÍÉÒ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ). �ÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ 2n �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ É �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÜÔÏÍÕ ÍÉÒÕ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÓÅÍ Xi . ⊲íÙ Ï�ÅÎÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÌÏ-ÇÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ∧;∨;→. íÏÇÌÏ ÓÏÚÄÁÔØÓÑ ÏÛÉÂÏÞÎÏÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× {x}; {y}; : : : Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× x; y; : : : , ÉÈ �ÁÒ, ÔÒÏÅË É Ô.Ä. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. úÁÄÁÞÁ(x → z) ∧ (y → z) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÕÓÌÏ×-ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (z |x), KS (z |y)) ÕÖÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d ) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÞÅÔ×£ÒËÉÓÌÏ× ~an ; ~bn ; ~n ; ~dn É �an ; �bn ; �n ; �dn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ,ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ~an ; ~bn ; ~n ; ~dn ÂÌÉÚËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ �an ; �bn ; �n ; �dn , É ÔÏ ÖÅÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ a; b; ; d , ÔÒÏÅË É ÓÁÍÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ.261 [pr1℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b; ; d ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á K ((a → ) ∧ (b → d )) 6 K ( |a) + K (d |b);K ((a → ) ∧ (b → d )) 6 K (d |b; ) + K ();K ((a → ) ∧ (b → d )) 6 K ( |a; d ) + K (d );K ((a → ) ∧ (b → d )) > K (b; ; d |a)− K (b|a; );K ((a → ) ∧ (b → d )) > K (a; ; d |b)− K (a|b; d ):262 îÁÊÄÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÅÔ×£ÒÏË ÓÌÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔ n ÄÌÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d ) ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261�ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ o(n). [õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ a = d É b = , ÇÄÅ a; b | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n .℄�ÅÏÒÅÍÁ 219. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ " É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÔ×£ÒÏË ÓÌÏ×~an ; ~bn ; ~n ; ~dn É �an ; �bn ; �n ; �dn ÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÏÔ n) ÄÌÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (~an →~n ) ∧ (~bn → ~dn) ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "n �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (�an → �n) ∧ (�bn → �dn).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ~an ; ~bn ; ~n ; ~dn ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �an ; �bn ; �n ; �dn ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(log n) É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ, ÔÒÏÅË É ÓÁÍÉÈ ÞÅÔ×£ÒÏË.
⊳çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.óÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÞÅÔ×£ÒËÉ ~an ; ~bn ; ~n ; ~dn ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÁÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261, ÄÁÀÝÉÅ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d ),ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍÉ | ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ"n . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÎÅÍ Ó �ÏÉÓËÁ ÔÁËÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ. á ÚÁÔÅÍ ÍÙ �ÏÄÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ Ó ÔÅÍÉÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÅÓÔØ o(n).âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ �ÏÍÏÇÌÁ ÎÁÊÔÉ �ÒÉÍÅÒÙÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÏÌÅ ÉÚ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ, �ÒÑÍÙÅ É �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÜÔÉÍ371



�ÏÌÅÍ. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 23n ÔÏÞÅË. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ 24n (�ÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÅÔ-ÓÑ �ÁÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË | 26n ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ 22n Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÁË ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÔÏÞÅË). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ�ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ 23n (�ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ | 29n ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, Á �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁ-ÖÄÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 22n ÔÏÞÅË, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 26n ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å
〈~a; ~b〉 ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ, ~ ÂÕÄÅÔ ÉÈ ÔÏÞËÏÊ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, Á ~d | �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑÜÔÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÏÂÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261 ÒÁ×ÎÙ n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KS ((~a → ~) ∧ (~b → ~d )) > 1:5n(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).ðÕÓÔØ  ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (~a → ~)∧(~b → ~d ), ÔÏ ÅÓÔØ  | ÜÔÏ �ÁÒÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ 〈�;�〉,�ÅÒ×ÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ~a × ~ , Á ×ÔÏÒÁÑ ~b × ~d . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ a; b ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ � �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ a × ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕa É b , Á �ÒÏÇÒÁÍÍÁ � �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ b × �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ a É b . ðÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �, �É n ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ S . �ÁË ËÁË �ÁÒÁ 〈~a; ~b〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S , ÍÙ ÍÏÖÅÍÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ 7n 6 K (~a; ~b) 6 K () + log |S |(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log log |S |)). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ× S ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(25:5n ). üÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ f | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞ-ËÕ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, Á g | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÁÒ �ÒÑÍÙÈ 〈a; b〉ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ f (a) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ b , Á �ÌÏÓËÏÓÔØ g(b) ÓÏÄÅÒÖÉÔ a. �ÏÇÄÁ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌÅÅ O(25:5n) �ÁÒ.

⊳ óÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÁÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÔØ Ë ÈÉÔÒÏÓÔÑÍ. äÌÑËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 22n �ÒÑÍÙÈ a × �ÌÏÓËÏÓÔÉ g(b), �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÝÎÏÓÔØS ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 22n ÒÁÚ, �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ 24n , ÞÔÏ ÄÁ£Ô ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ
|S | 6 26n . �ÁËÕÀ ÖÅ Ï�ÅÎËÕ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ a �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÒÑÍÙÈ b, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ f (a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ b ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÞËÕ f (a), Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ a ÄÏÌÖÎÁÌÅÖÁÔØ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ g(b). îÁÛ �ÌÁÎ ÔÁËÏ×: ÍÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ,�ÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ × S × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ b �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 21:5n �ÒÑÍÙÈ a. ðÒÉÜÔÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ f (a) ∈ b . (íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ | �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × S × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ a �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 21:5n�ÒÑÍÙÈ b .)òÁÚÏÂØ£Í S ÎÁ ÓÌÏÉ, �ÏÍÅÓÔÉ× × ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ �ÁÒÙ 〈a; b〉 Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ g(b).÷ÓÅ �ÁÒÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÓÁÍ ÓÌÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ. éÔÁË, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ d É Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ × S ,ÌÅÖÁÝÉÈ × ÓÌÏÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ d .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ  ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ d É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ a × �ÌÏÓËÏÓÔÉ d Ó f (a) =  , Á ÞÅÒÅÚ B ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ b , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ372



ÔÏÞËÕ  , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g(b) = d (ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ , Á�ÒÑÍÁÑ b ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ d ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÏÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
∑ |A ||B | 6

√
∑ |A |2 ∑ |B |2:ïÂÅ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÌÅÇËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÑÓÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. áÉÍÅÎÎÏ, ∑ |A |2 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ a′; a ′′ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ d ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f (a′) = f (a′′). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ  ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏ-ÂÙÔÉÊ f (a′) =  É f (a′′) = . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÒÁ×ÎÙÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ A Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÙÈ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ d , �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÕ22n . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f (a′) = f (a ′′) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 2−n(�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ a′ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f (a′) = f (a ′′) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ a ′′ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ f (a′), ÞÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ 2−n). ðÏÜÔÏÍÕ

∑ |A |2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ (22n )2 · 2−n = 23n :÷ÓÅ ÜÔÉ �ÏÄÓÞÅÔÙ ×ÅÒÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.÷ÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ∑ |B |2 Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Õ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ b ′; b ′′ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Md , ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ b , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ g(b) = d (×ÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ d ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË b ′ É b ′′ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ �Ï ×ÓÅÍ  ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ  �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ b ′ É b ′′. óÏÂÙÔÉÑ  ∈ b ′ É  ∈ b ′′ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ É ÒÁ×ÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ B Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÙÈ × Md . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ
∑ |B |2 ÒÁ×ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Õ b ′ É b ′′ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉMd . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ,ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (ÞÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=|Md |), ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1 + 2n=|Md |. ðÏÜÔÏÍÕ

∑ |B |2 6 |Md |2(1 + 2n=|Md |) = |Md |2 + |Md |2n :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ × ÓÌÏÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ d , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ√
∑ |A |2 ∑ |B |2, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ

√23n (|Md |2 + |Md |2n)(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ). ðÒÏÓÔÙÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ21:5n (|Md |+ 2n )ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �Ï ×ÓÅÍ d :
|S | 6 21:5n ∑d (|Md |+ 2n ) = 21:5n (∑d |Md |+∑d 2n):373



óÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ Md ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÍÍÁÍÏÝÎÏÓÔÅÊ Md ÒÁ×ÎÁ ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÙÈ 24n . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ d �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ 23n , �ÏÜÔÏÍÕ ×ÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ 24n . ìÅÍÍÁ,Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (~a → ~) ∧ (~b → ~d ), ÄÏËÁÚÁÎÁ. ⊲äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ
〈�a; �b; �; �d 〉 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ É Õ 〈~a; ~b; ~; ~d 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ(�a → �) ∧ (�b → �d ) �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ n .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 7n É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 7 ÂÌÏËÏ× u; v; w; p; q; r; sÄÌÉÎÙ n . ðÏÌÏÖÉÍ �a = uvws, �b = pqrs , � = ups , �d = vqs. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ÏÂÅÉÈ ÞÅÔ×£ÒÏË, ÉÈ �ÁÒ É Ô. Ä. ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÒÁ×ÎÙ:K (a) = K (b) = 4n; K () = K (d ) = 3n;K (a; b) = 7n; K (a; ) = K (a; d ) = K (b; ) = K (b; d ) = K (; d ) = 5n;K (a; ; d ) = K (b; ; d ) = 6n; K (a; b; ) = K (a; b; d ) = K (a; b; ; d ) = 7n:ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (�a → �) ∧ (�b → �d ) �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ n , �ÏÓËÏÌØËÕ, ÚÎÁÑ �ÏÂÉ-ÔÏ×ÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÌÏ× p É v (�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2), ÍÏÖÎÏ �a �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × � , Á �b × �d . ⊲

⊳÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.æÉËÓÉÒÕÅÍ n . íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÅÔ×£ÒËÕ ÓÌÏ× 〈~a; ~b; ~; ~d 〉 ÄÌÉÎÙ n , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÙ n , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅ �ÁÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÉÈ, | �ÒÉÍÅÒÎÏ 2n , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ | �ÒÉÍÅÒÎÏ 3n .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÅÔ×£ÒÏË ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . îÁ-ÚÏ×£Í ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ 〈a; b; 〉 ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ d , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔ×£ÒËÁ 〈a; b; ; d 〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q . �Ï ÅÓÔØ, ÏÎÏÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ 〈a; b; 〉 7→ d . íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÞÅÔ×£ÒÏË 〈a; b; ; d 〉 × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅQ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → )∧ (b → d ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n −O(log n). úÁÔÅÍ, �ÏÄÓÞÅÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍÎÅ�ÕÓÔÏÔÕ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ðÒÏÓÔÙÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ �Ï n ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÔÁËÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÏÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÒÑÄËÁ O(log n).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å 〈~a; ~b; ~; ~d 〉 ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. åÅ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ 3n , ËÁË ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ 〈~a; ~b; ~〉 ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ�ÒÉÍÅÒÎÏ 3n , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙ É ×ÓÅ �ÁÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ~a; ~b; ~ ,É ÓÁÍÉ ~a; ~b; ~ .óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (~a → ~) ∧ (~b → ~d ) ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n − O(log n). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ Q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ n . ðÏÕÓÌÏ×ÉÀ, ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ Q . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÔÒÏÊËÁ 〈~b; ~; ~d 〉 ÓÌÕÞÁÊÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (~a → ~) ∧ (~b → ~d ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊKS (~) + KS ( ~d |~b; ~) 6 2n . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÙn , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ~d ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �ÁÒÙ 〈~b; ~〉. á �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÁÍÁ �ÁÒÁ 〈~b; ~〉 ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏÓÌÕÞÁÊÎÁ É ÔÒÏÊËÁ 〈~b; ~; ~d 〉. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÜÔÏÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÔÒÏÅË 〈~a; ~b; ~d 〉 É 〈~a; ~; ~d 〉. ëÁË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ�ÏÚÄÎÅÅ. 374



ðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , É �ÕÓÔØ M ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ S × S . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÞÅÔ×£ÒËÕ
〈a; b; ; d 〉 ∈ S 4, ÅÓÌÉ f (a) =  É g(b) = d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ 〈f; g 〉 ∈ M . õ�ÏÍÑÎÕÔÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ M ÉÚ S × SÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ 2k ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÍÅÎÅÅ "|Q | ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ Q. þÉÓÌÁ k; " ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ�ÏÚÄÎÅÅ. þÉÓÌÏ k ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ 2n , Á ÞÉÓÌÏ " ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÒÑÄÏË O(1=n). üÔÏÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÞÅÔ×£ÒÏË 〈a; b; ; d 〉 × Q ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ(a → ) ∧ (b → d ) ÂÏÌØÛÅ k . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d )Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ 〈p; q〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [p℄(a) =  , [q ℄(b) = d . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ�ÒÏÇÒÁÍÍ 〈p; q〉 ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ k ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÌÀÂÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ a 7→ [p℄(a) Éb 7→ [q ℄(b) ÎÁ ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M �ÁÒ ÆÕÎË�ÉÊ. åÇÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 2k . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ "|Q | ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ Q .á �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ M ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÞÅÔ×£ÒËÉ 〈a; b; ; d 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ(a → ) ∧ (b → d ) ÍÅÎØÛÅ k .�Å�ÅÒØ �ÏÄÂÅÒ£Í ÔÁËÉÅ " = O(1=n) É k = n−O(log n), ÞÔÏ ÎÁÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ�ÕÓÔÏ. äÌÑÜÔÏÇÏ Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.óÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊ-ËÉ 〈a; b; 〉 ÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍ Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï d ÄÌÉÎÙ n É�ÏÍÅÝÁÅÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÞÅÔ×£ÒËÕ × Q .óÎÁÞÁÌÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÉÚ 2k ÆÕÎË�ÉÊ É Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÏÎÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ "|Q | ÞÅÔ×£ÒÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚÏ×£Í ÔÒÏÊËÕ 〈a; b; 〉 �ÌÏÈÏÊ, ÅÓÌÉ�ÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÁÒÙ 〈f; g〉 ÉÚ M ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f (a) =  ÂÏÌØÛÅ n · 2−n (ÜÔÏÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ b). ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÏ×£Í ÔÒÏÊËÕ ÈÏÒÏÛÅÊ. ðÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ×ÙÂÏÒÅ ÔÒÏÊËÉ 〈a; b; 〉 ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ f (a) =  (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ �ÁÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ M ) ÒÁ×ÎÏ 2−n . ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ þÅÂÙÛ£×ÁÄÏÌÑ ÔÒÏÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ n ·2−n , ÍÅÎØÛÅ 1=n . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÌÏÈÉÈÔÒÏÅË ÍÅÎÅÅ (1=n)23n , Á ÈÏÒÏÛÉÈ ÂÏÌÅÅ (1− 1=n)23n .äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÒÏÊËÉ 〈a; b; 〉 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏd ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÞÅÔ×£ÒËÕ 〈a; b; ; d 〉 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=n . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ M ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÞÅÔ×£ÒËÕ 〈a; b; ; d 〉, ÔÏ d �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ g(b), ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÁÒÁ 〈f; g 〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M É f (a) =  .üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2−n · |M | = 2k−n+log n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ�ÏÌÏÖÉÔØ k = 2n − 2 log n , ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ (1=n)-ÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n .�Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ þÅÒÎÏ×Á: ÅÓÌÉ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ p, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < " 6 p(1 − p) ÄÏÌÑÕÓ�ÅÛÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ p+" Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−2−"2N=(2p). íÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ �ÒÉ " = p=2: ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ ×ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊÂÏÌØÛÅ 3p=2, ÍÅÎØÛÅ 2−pN=8. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ
〈a; b; 〉, ÔÁË ÞÔÏ 23n−1 6 N 6 23n . éÓ�ÙÔÁÎÉÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 〈a; b; 〉 ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ×ÙÂÏÒÅ d , Á ÕÓ�ÅÈÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÞÅÔ×£ÒËÁ 〈a; b; ; d 〉 ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M .÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p = 1=n . ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á QÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − 2−
(N=n) ÄÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3=(2n)-ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÈÏÒÏÛÉÈ ÔÒÏÅËÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÁ ÉÚ Q ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ M . ÷Ó�ÏÍÎÉ× ÅÝÅ, ÞÔÏ × Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ375



ÂÏÌÅÅ |Q |=n ÞÅÔ×£ÒÏË, Ó �ÌÏÈÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ 〈a; b; 〉 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2−
(N=n) ÄÏÌÑ ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÞÅÔ×£ÒÏË × Q ÂÏÌØÛÅ 5=(2n).ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÁÖÅ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× M ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÊ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ M ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n × ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n (ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 2n2n ), ×ÏÚ×Å-ÄÅÎÎÏÍÕ × ÓÔÅ�ÅÎØ 2k (ÔÁËÏ×Á ÍÏÝÎÏÓÔØ M ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ22n2n2k = 22n+k+logn+1:óÒÁ×ÎÉÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÞÅÔ×£-ÒÏË ÂÏÌØÛÅ 5=(2n). ðÒÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÖÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ −
(N=n) ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ 2n+k+log n+1 �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ N > 23n−1, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ k = n − 2 log n −  , ÇÄÅ  ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ Q ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ ÔÒÏÅË 〈~a; ~b; ~d 〉, 〈~a; ~; ~d 〉 (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ 〈~a; ~b; ~; ~d 〉 ÉÚ Q). óÁÍÏÅ�ÒÏÓÔÏÅ | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ 〈~b; ~; ~d 〉.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ Q ÓÌÏÖÎÏÊ ÂÙÌÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏÚÁÄÁÞÁ (a → ) ∧ (b → d ), ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ( → b) ∧ (a → d ) É(b → a)∧ ( → d ). á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÕÓÉÌÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÏÓØQ , �ÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÅÝÅ É Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ: �ÒÉ ÌÀÂÏÍM ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ Q , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f () = b , g(a) = d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ 〈f; g 〉 ÉÚ MÎÅ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ "|Q|, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ�ÁÒÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ× f (b) = a, g() = d . ðÒÏ×ÅÄÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØ-ÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ Ä×ÕÈ ÎÏ×ÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÁËÖÅ ÎÉÞÔÏÖÎÏ ÍÁÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÉÞÔÏÖÎÏ ÍÁÌÁ.äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕÓ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ É Õ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ K ((a →)∧ (b → d )) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2n . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 3n ,ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n . üÔÏ ÂÕÄÕÔ a, b É  ; ÚÁÔÅÍ �ÏÌÏÖÉÍ d = a⊕b⊕ . úÎÁÑa ⊕  , ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï a ÎÁÊÔÉ  , Á �Ï b ÎÁÊÔÉ d , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ K ((a → )∧ (b → d )) = n(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)). ⊲263 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (p ∨ q) → (r ∨ s) ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓÌÏÖÎÏÓÔÉ p; q; r; s , ÉÈ �ÁÒ, ÔÒÏÅË, É ÞÅÔ×£ÒËÉ. [íÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ p = a, q = b , r = a ,s = bd , ÇÄÅ a; b; ; d ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÅÔ×£ÒÏË, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ(ÓËÁÖÅÍ, × �ÅÒ×ÏÍ). óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÅÔ×£ÒÏË×ÚÑÔØ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ p; q; r; s, ÉÈ �ÁÒ, ÔÒÏÅË, É ÞÅÔ×£ÒËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ.℄ðÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ | × ÎÅÍ �ÅÒ×ÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÁ ÚÁÄÁÎÁ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ, ÞÅÍ × ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. úÁÔÏ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d ) ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÈÎÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ2n . äÌÑ ÞÅÔ×£ÒÏË ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ2n , ÏÄÎÁËÏ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÌÉÛØ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ 1:5n ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÚÁÄÁÞÉ (a → ) ∧ (b → d ). íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÕÀ Ï�ÅÎËÕ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.376



14. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁðÏÌÎÏÔÁ É ÎÅ�ÏÌÎÏÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (íÕÞÎÉË É �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÉ) ÞÁÓÔÏÔÙ × ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É 0′-�ÏÌÕÍÅÒÁ?15. óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÙ, ÆÉÌÏÓÏÆÉÑÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ �Ï ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÍÅÒÁÍ, ÄÅÆÅËÔ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÏÓÔÉÛÔÒÁÆ �Ï ÷Ï×ËÕ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÍÅÒÁÍ, ÄÁ£Ô ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ (÷ØÀÇÉÎ, çÁÞ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÍÅÒÁÍ (ú×ÏÎËÉÎ-ìÅ×ÉÎ? Ó×ÑÚØ ÓÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØÀ?)
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16. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ[statist℄16.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.[finite-random-defiieny℄ïÂÝÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÚÁÄÁÞÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ÎÕÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ �ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, ÉÈ ÏÂßÑÓ-ÎÑÀÝÕÀ (ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÎÉÍÉ).ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (�Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉË�). íÙ ×ËÌÀÞÉÌÉ ÅÇÏ, ÉÏÎÏ ×ÙÄÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÂÉÔÏ× (=ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 21 000 000 − 1). þÔÏÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÓÔÒÏÅÎÉÉ �Þ£ÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ�, ÚÎÁÑ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, Õ×Ù, �ÒÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ. ÷ÏÔ ÅÓÌÉÂÙ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÄÁÎÎÙÅ ÏÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×, ÉÌÉ ÍÏÇÌÉ×ËÌÀÞÁÔØ ÎÁÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ (É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ), ÔÏÇÄÁ ÄÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ. (úÁÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÓÉÔÕÁ�ÉÉÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ É ÎÅ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÒÅÄËÉ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ.) éÌÉ,ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÍÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉ�ÏÔÅÚ, | ÔÏÇÄÁÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ �ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. á ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÓËÁÖÅÛØ | ×ÅÄØ ×ÓÅ 21 000 000 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÙ (ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ).�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÎÏÇÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÖÕÝÉÅÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍÉ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÎÁÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ×ÙÄÁÌÏ ÍÉÌÌÉÏÎ ÎÕÌÅÊ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÏÎÏ ÔÏÌØËÏÉ ÕÍÅÅÔ ÞÔÏ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÎÕÌÉ. á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÙÄÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÂÅ-ÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ �ÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊÍÏÎÅÔÙ. é ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÔÁËÉÈ ÄÏÇÁÄÏË.÷ �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ (ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ) ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÇÉ-�ÏÔÅÚÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï É ÍÏÇÌÏ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÛÁÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÕËÁÚÙ×ÁÌÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÏÄÎÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÏ×Á 00 : : : 0. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉËËÁË ÒÁÚ É �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ {x}).÷ÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÒ (ÓÌÏ×Ï ÂÅÚ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉ-ÎÅ) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÁÊÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉË ÍÏÇ ×ÙÄÁÔØÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÔÏ ÅÓÔØ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ 1 000 000.íÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ É �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ 500 000 ÂÉÔÏ×ÎÁÛÅÇÏ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÄÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ 500 000 �ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×� (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 500 000). ÷ÉÄÉÍÏ, ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏ×Á: Þ£Ò-ÎÙÊ ÑÝÉË ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÄÁ£Ô 500 000 ÎÕÌÅÊ, Á �ÏÔÏÍ ÕÖÅ 500 000 ÓÌÕÞÁÊÎÏ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 1 000 000, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÅÊ (ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 2500 000). 378



ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ×ÓÅÈ ÎÁÛÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÏ×Á. îÁÍ ÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n . íÙ�ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ� ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x .ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ:
• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÙÌÏ �ÒÏÓÔÙÍ (ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÁÌÁ);
• ÓÌÏ×Ï x ÂÙÌÏ ÂÙ �ÔÉ�ÉÞÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.ëÁË ÕÔÏÞÎÉÔØ ÜÔÉ �ÏÖÅÌÁÎÉÑ? þÔÏÂÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Ó�ÉÓÏË (ÚÁÒÁÎÅÅ ÄÏÇÏ×ÏÒÉ×ÛÉÓØ Ï �ÏÒÑÄ-ËÅ | ÓËÁÖÅÍ, × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ), ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ÚÁËÏÄÉÒÕÅÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍÉ ×ÏÚØÍ£Í ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á. (òÁÚÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ).ðÏÎÑÔÉÅ �ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ� ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ KS (x |A) ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ log2N + O(1), �Ï-ÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A.âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë log2N (�Ï-ÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Í�ÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó N ), É ÔÉ�ÉÞÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÔÅÌÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÚ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË. îÁÚÏ×£Í (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ O(1)) ×ÅÌÉÞÉÎÕ d (x |A) = log2 |A| − KS (x |A)ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x ∈ A, ÈÏÔÑ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ×ÓÅÇÄÁ; �ÒÉ x =∈ A ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ d (x |A) = +∞, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ A �ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÎÅ�ÒÉÇÏÄÎÁ�ÄÌÑ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á x).��É�ÉÞÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅ x ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ d (x |A) ÍÁÌÁ.264 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A ÉÍÅÅÔ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ k , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−k .(÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ �ÒÏÓÔÏ ËÁË ÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ × ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å A. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÅÒÎÙÍ, ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ Ó×ÅÒÈÕÏÔ log2 |A| × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÅÆÅËÔÁ, ÎÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÜÔÉÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.)úÁÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ d (ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ÍÙÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÎÅ£, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÍÏÖÅÍÓËÁÚÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ �ÒÅÄÅÌÁ). üÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ KS�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ Ó×ÅÒÈÕ.265 ðÕÓÔØ Æ(x |A) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,�ÒÉÞ£Í: (a) ÆÕÎË�ÉÑ Æ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ; (Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ kÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Æ(x |A) > k , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−k . �ÏÇÄÁ Æ(x |A) 6 d (x |A)+O(1). 379



óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 19 ÎÁ Ó. 41) ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË. íÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅÍÎÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ËÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ �ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙ� (ÒÁÚÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÉÚÍÅÒÅ-ÎÉÑ ÄÅÆÅËÔÁ). åÓÌÉ ÍÙ ×ÓÅ ÉÈ ÏÔÎÏÒÍÉÒÕÅÍ �Ï ÄÏÌÅ ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×,ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ k -ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ 2−k , Á ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙÎÅÔÉ�ÉÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÓ�ÏÓÏÂÏ× ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÏÎ ÏÂÎÁÒÕ-ÖÉ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÆÅËÔÏ×, ÞÅÍ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ).266 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË dP (x |A) = log2 |A| − KP (x |A), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÅÊ Æ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (x É A), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ(1=|A|)∑x∈A 2Æ(x |A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. [õËÁÚÁ-ÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÆÅËÔ d (x |A) ÍÁÌ.÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ x) ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ? üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÒÁÚÄÅÌÅ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÚÎÁÔÏËÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÚÁËÏÎÎÏ Õ�ÒÅËÎÕÔØ ÎÁÓ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÇÉ�Ï-ÔÅÚ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ(ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ | Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P ËÁË − log2 P (x)−KS (x |P ) (ÓÞÉ-ÔÁÑ ÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÈ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P (x) = 0: ÄÌÑ ÔÁËÉÈ x ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ P ÓÏ×ÓÅÍÎÅ�ÒÉÇÏÄÎÏ).äÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ1=|A|) ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÖÎÉÍ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÏÔÌÉÞÉÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:267 [measure-stohasti℄ ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÁÊÄÅÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÆÅËÔ x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k +O(log(l + n)) , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x , ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÆÅËÔ x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ l + O(log(l + n)). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P , ÏËÒÕÇÌ£ÎÎÁÑ ×ÎÉÚ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ.ðÏÌÏÖÉÍ A = {y | P (y) > p}.℄ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ (É ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÎÉÈ) × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÉÓÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÏ�ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØËÁË ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (Ó�ÉÓËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×), Á ÎÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). åÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ,ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ: ÌÀÂÏÊ ÏÂßÅËÔ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ O(2n ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×É ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n), ÎÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÓÔÏÉÔ ÓÞÉÔÁÔØ SnÈÏÒÏÛÉÍ �ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅÍ� ÄÌÑ x .áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÍÅÒÁÍÉ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ËÁË ËÏ-380



ÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (ÅÓÌÉ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ) ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÒ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÉÈ ÓÎÉÚÕ | ÉÂÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÚÑÔØ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÕÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÕ.16.2. óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ[statist-stohasti℄ âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÈÏÒÏÛÅÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ�: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÓÌÏ×Ï x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A) 6 � É d (x |A) 6 �.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n É �ÏÌÏ-ÖÉÍ � É � ÒÁ×ÎÙÍÉ O(log n) ÉÌÉ o(n) (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ËÁË É �ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÍÁÌÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÏÂßÑÓÎÑÅÍÙÈ ÓÌÏ×). âÕÄÕÔ ÌÉ �ÒÉ ÔÁËÉÈ � É � ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ (�ÎÅÏÂßÑÓÎÉÍÙÅ�) ÏÂßÅËÔÙ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 220. [nonstohasti-existene℄ ðÒÉ 2�+� < n−O(log n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×ÁÄÌÉÎÙ n , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.(�ÏÞÎÅÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ  , ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n É ÄÌÑ ×ÓÅÈ� É � Ó 2�+ � < n −  log n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉ-ÞÅÓËÉÍÉ.)
⊳ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �. óÌÏÖÎÏÓÔØÔÁËÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �+O(log�) = �+O(log n) (ÓÍ. Ó. 32). äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ �ÏÒÑÄËÁ O(log n), ÎÁÄÅÑÓØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÖÅ �ÒÉ×ÙË É ÌÅÇËÏÉÓ�ÒÁ×ÉÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÉÓÏË ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �.ïÔÂÅÒ£Í × ÜÔÏÍ Ó�ÉÓËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2�+� ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊÓ�ÉÓÏË ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ � É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2� ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÁ 2�+�. ÷ÓÅÇÏ ×ÎÉÈ 22�+� < 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÓËÁÖÅÍ, × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ (�ÏÍÉÍÏ ÞÉÓÌÁ n) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ t) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ tÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÂÏÌØÛÅ 2�+�, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ ÉÓËÌÀÞÉÌÉ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. �ÏÇÄÁd (t |A) = log |A| − KS (t |A) > (�+ �)− KS (t) > (�+ �)− � > �.(÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ÎÕÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁ�ÁÓ ÒÁÚÍÅÒÁ  log n �ÒÉ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÍ  , ÞÔÏÂÙ ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏÂÁ×ËÉ �ÏÒÑÄËÁ O(log n).) ⊲ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 221. [nonstohasti-nonexistene℄ åÓÌÉ �+ � > n +O(log n), ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×ÁÄÌÉÎÙ n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.
⊳ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÎÁ 2� ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÁ 2�. ⊲ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÒÅÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÂÌÉÖÅ Ë ÜÔÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ, ÞÅÍ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ×ÅÒÈÎÅÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 282 ÎÁ Ó. 399).[future-stohasti-improvement℄381



åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ Ó�ÒÏÓÉÔØ, ËÁËÕÀ ÄÏÌÀ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . úÁÒÁÎÅÅÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÏÌÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−�, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n , ÓÌÏ×Á Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ � ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÏÌÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2−�.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ 2� + � ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n , ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ 220, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ × Î£Í ÚÁ�ÁÓ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ � Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2�+�+h É ÚÁÔÅÍ ×ÚÑÔØ�ÅÒ×ÙÅ 2h ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ �ÏËÒÙÔÙÈ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ; ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ, ÅÓÌÉ2�+ � + h < n . óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �+ h É �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÄÅÆÅËÔ ×ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2�+�+h ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ �. ðÒÏ×ÅÄÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÁËËÕÒÁÔÎÏ (ÎÅ ÚÁÂÙ×ÁÑ Ï ÞÌÅÎÁÈ �ÏÒÑÄËÁ O(log n)), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 222. óÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÄÏÌÑ ÎÅ-(�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ2−2�−�−O(log n).íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÄÏÌÅÊ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏ×Á �ÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ), Á ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÉÈ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ).æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÕÓÔØ m(x) | Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x (× ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×Ù 4,ÒÁ×ÎÁÑ 2−KP (x)+O(1)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ m(x) �Ï ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ(�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 223. åÓÌÉ 2�+� < n −O(log n) É � < �−O(log n), ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ2−�+O(log n).
⊳ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 220; × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁÍ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÅÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ � É �ÏÔÏÍÕ ÕÖÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏÇÏ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 2−�(ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ O(log n)).äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ m(x) �Ï ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ n . ðÏ-ÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ !, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÕÓÔØ w | ÅÇÏ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÓÎÉÚÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2−� (�ÅÒ×ÙÅ � ÂÉÔÏ× ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ).÷ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÓÕÍÍÅ ! = ∑{m(x) | l (x) = n} �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ; ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �ÒÅ×ÙÓÑÔ w .÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÅÒÕ P Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ � (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÓÌÏ×Õ wÄÌÉÎÙ �). íÅÒÁ P ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2−� (ÓÕÍÍÁÒÎÏ�Ï ×ÓÅÍ ÓÌÏ×ÁÍ).úÁÄÁÞÁ 267 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ(Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ) Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ O(log n) × �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÕÍÍÁÒÎÁÑ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÆÅËÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ÂÏÌØÛÅ �,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−�. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× x ÍÙ ÉÍÅÅÍ

− logP (x)− KS (x |P ) > �:óÌÏÖÎÏÓÔØ P ÎÅ ÂÏÌØÛÅ � É �ÏÔÏÍÕ KS (x) �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ KS (x |P ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ �, ÏÔËÕÄÁ
− logP (x)− KS (x) > � − �:382



ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ �ÏÒÑÄËÁ O(log n) ÍÙ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÁ �ÒÅÆÉËÓÎÕÀ:
− logP (x)− KP (x) > � − �:÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ �ÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏlog(m(x)=P (x)) > � − �:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ) ÂÏÌØÛÅ �. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ � < � Ó ÚÁ�ÁÓÏÍ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ËÏÍ�ÅÎÓÁ�ÉÉ ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÏÛÉÂÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (x) < m(x)=2, ÉÌÉ (m(x)−P (x)) > m(x)=2.÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m(x) − P (x) �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÏÂÝÅ x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−� �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÍÅÒÙ P , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ m(x) �Ï ÓÌÏ×ÁÍ ÄÅÆÅËÔÁ ÂÏÌØÛÅ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ PÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2−�+O(log n), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ⊲ðÏÎÑÔÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ �ÏÎÑÔÉÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. �ÕÔ ÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÏÇÉÑ,ÎÏ É �ÒÑÍÁÑ Ó×ÑÚØ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.268 [infinite-finite-stohasti℄ ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕ-ÞÁÊÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ì£ÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÅÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (O(log n); O(log n))-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÍÅÒÁÍÉ.℄÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ × ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-ÔÉÎ-ì£ÆÁ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÁÌÏÊÄÌÉÎÙ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØ.℄16.3. ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ[two-part-desriptions℄íÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ É × ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ. îÁÞÎ£Í Ó ÔÁËÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÕËÁÚÁ×:

• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A;
• �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏ×Á x × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ, ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÇÏ).éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (x) 6 K (A) + log |A| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (Ï�ÑÔØ ÖÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).ïÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï x ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ �Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÈ� Ï�ÉÓÁÎÉÊ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈÌÕÞÛÅ, ËÁËÉÅ ÈÕÖÅ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÁËÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ: ÅÓÌÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÉÌÉ ÎÁÊÔÉÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x), ÔÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ.îÏ ËÁË ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÍÅÎØÛÉÍ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ? ïÄÎÁÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ | ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ É �ÒÅÄ�Ï-ÞÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ. (ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÜÔÏÔ �ÒÉÎ�É� ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Minimal DesriptionLength priniple, ÉÌÉ MDL.) 383



óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÞÁÓÔÑÍÉ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, �ÅÒÅÍÅÝÁÑ Å£ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ × �ÅÒ×ÕÀ(ÕÍÅÎØÛÁÑ ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ ÓÞ£Ô Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 224. [desription-shift℄ ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï x Ék < log |A|. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
|A′| 6 |A|=2k É KS (A′) 6 KS (A) + k + O(log k).

⊳ úÁ�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ)É ÒÁÚÏÂØ£Í ÉÈ ÎÁ 2k ÞÁÓÔÅÊ (�ÅÒ×ÙÅ |A|=2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ É Ô.Ä.; ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÏÇÏ×ÏÒËÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁ�ÅÌÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å A′ ×ÏÚØÍ£Í ÞÁÓÔØ, ×ËÏÔÏÒÕÀ �Ï�ÁÌÏ ÓÌÏ×Ï x . þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ Å£, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ A, ÞÉÓÌÏ k É ÎÏÍÅÒ ÞÁÓÔÉ,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÂÉÔÏ×. ⊲üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÉÎËÏÊ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Px ×ÓÅÈ �ÁÒ 〈k; l 〉, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∋ x ÓKS (A) 6 k É log |A| 6 l . éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅ£ (Ó Â�ÏÌØÛÉÍÉ k) É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÏÔ ÎÅ£ (Ó Â�ÏÌØÛÉÍÉ l ).�ÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï-×ÎÉÚ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ
〈k;−k〉 (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ Ä×ÕÈÞÁÓÔ-ÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ (ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ) ÄÌÉÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÎÏ ÎÅÎÁÏÂÏÒÏÔ).óÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË (×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). ÷ ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ 〈0; l (x)〉, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ×ÓÅÈÓÌÏ× ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ É x . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ 〈0;KS (x)〉, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑA = {x}. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Px ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ËÒÉ×ÏÊ, ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ×ÔÏÒÏÊ, �ÒÉÞ£ÍÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÔ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË k + l 6 KS (x) (�ÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) É ×ÓÀÄÕ ÉÄ£Ô ×ÎÉÚ�ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45◦ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 224 (ÒÉÓ. 47).

KS (x)
l (x)KS (x) Px

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ

òÉÓ. 47. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Px .[mdl.1.eps℄ 384



ðÒÉ ×ÚÇÌÑÄÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙ? íÏÖÅÔ ÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ Px �ÒÏÊÔÉ �Ï �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ? íÏÖÅÔ,ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ×ÚÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÎÅÄÏ-ÓÔÁÀÝÉÅ (ÄÏ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ÎÕÌÉ; ÔÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å A ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓÌÏ×, ÎÁ ËÏÎ�Å ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÜÔÉ ÓÁÍÙÅ ÎÕÌÉ. îÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ×Ï-�ÒÏÓ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ÉÄÔÉ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45◦ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÎ�Á, ÇÄÅ ËÒÕÔÏ Ó�ÕÓËÁÔØÓÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ
〈KS (x); l (x)−KS (x)〉 Ë ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ (× ÔÏÞËÅ 〈KS (x); 0〉). îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÌÉÛØ Ä×Á ×ÉÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ l (x) (É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 224), É ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï {x}.269 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏ×Ï x ÎÅ ÂÕÄÅÔ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉ �;�,ÍÁÌÙÈ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó k É n−k , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á PxÂÌÉÚËÁ Ë �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ.

KS (x)
l (x)KS (x) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ
òÉÓ. 48. ä×Å ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ.[mdl.2.eps℄ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑ (ÏÎÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 48),ÎÏ É ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ: ÌÀÂÁÑ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÁÑ) ËÒÉ×ÁÑ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á-ÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 225. [stat-any-urve℄ ðÕÓÔØ k 6 n É �ÕÓÔØ n = t0 > t1 > : : : > tk = 0 |�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ-×Ï x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k + O(log n) + O(m) É ÄÌÉÎÙ n + O(log n) + O(m), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Px ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T = {〈i; j 〉 | (i < k) ⇒ (j > ti )} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁO(log n) + O(m).(çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ", ÅÓÌÉ P ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Q É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

⊳ íÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈÓÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÏÔ ÖÅ �ÒÉ£Í, ÞÔÏ ÉÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 220. 385



äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 0 ÄÏ k ÓÏÓÔÁ×ÉÍ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i ÉÒÁÚÍÅÒÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2ti ; ÏÂßÅÄÉÎÉ× ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ i ), �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Si , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 2i+ti ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï n ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ O(log n) × Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÉÎ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.) ðÏÓËÏÌØËÕ ti ÕÂÙ×ÁÀÔ(ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁËÌÏÎÕ 45◦ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ), ÔÏ i + ti ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ i , É �ÏÔÏÍÕÌÀÂÏÅ ÉÚ Si ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2t0 = 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ Si ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ), É �ÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n (ÔÏÞÎÅÅ, n +O(log n)) ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Si . ðÅÒ×ÏÅ(× ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ x .ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Px ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ËÒÉ×ÏÊ ti (ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å T ). ïÓÔÁ£ÔÓÑ Ï�Å-ÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x É �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Px �ÒÉÌÅÇÁÅÔ Ë ËÒÉ×ÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ TÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Px).÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ k Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ k +O(log k) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ kÉ ÓÁÍÕÀ ÄÏÌÇÏÉÇÒÁÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k , ÓÍ. Ó. 32); �ÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t0; t1; : : : ; tk , ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m .îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ: ÍÅÎØÛÅ k ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i 6 k ÓÌÏ×Ï x ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AÓÌÏÖÎÏÓÔÉ i (ÉÌÉ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ) É ÒÁÚÍÅÒÁ 2ti (ÉÌÉ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ). éÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �Ï�ÙÔÏË�.÷ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÚØÍ£Í �ÅÒ×ÙÅ 2ti ÓÌÏ× ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å A É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎ£Í�ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ j É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2tj �ÒÉ ×ÓÅÈ j =0; : : : ; k . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ó�ÉÓÏË ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ j -Ó�ÉÓËÏÍ.÷ ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØÓÑ �ÏÄÌÅÖÁÝÉÅ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÀ ÓÌÏ×Á | ÜÌÅÍÅÎÔÙ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×Ï ×ÓÅÈ Ó�ÉÓËÁÈ; �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÏÍÅÎÔÎÏÍÕ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÀ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÓÌÏ×. ðÏËÁ ÎÅ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ A ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ(�ÏËÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÏËÒÏÅÔ �ÅÌÉËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A), ÍÙ ÍÏÖÅÍÎÅ ÂÅÓ�ÏËÏÉÔØÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÏÅ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A. ëÁËÔÏÌØËÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ A ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ, �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ A, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏ×ÏÇÏËÁÎÄÉÄÁÔÁ �ÅÒ×ÙÅ 2ti ÎÅ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ (ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ) ÓÌÏ× ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÍÙ Ó�ÏËÏÊÎÏ ÖÄ£Í ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÅ ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ(ÎÅ �Ï�ÁÄÕÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Si ); ËÏÇÄÁ É ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ A, ×ÚÑ× �ÅÒ×ÙÅ 2ti�ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.òÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, É ÔÅËÕÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A ÎÁ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÁÛÅ ÓÌÏ×Ï x . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x , ×Ï�ÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t0; : : : ; tk (É ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×, ÒÁ×ÎÕÀ �ÒÉÍÅÒÎÏ n), ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ m + O(log n)ÂÉÔÏ× ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÁÎ-ÄÉÄÁÔÏ× ÎÁ ÒÏÌØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ (ÓËÏÌØËÏËÁÎÄÉÄÁÔÏ× �ÅÒÅÄ ÎÉÍ �ÒÉÛÌÏÓØ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ 2i ; ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×(× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ) ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ i .386



éÔÁË, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A × Ó×ÑÚÉ Ó �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×× Ó�ÉÓËÁÈ? ïÔÄÅÌØÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÂÏÌØÛÏÇÏÒÁÚÍÅÒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × j -Ó�ÉÓËÉ Ó j 6 i . �ÁËÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÍÏÇÌÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅO(2i ) ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË × j -Ó�ÉÓËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2j ) ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÛØÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, × ÔÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÉÈÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅ ÓÌÕÞÁÌÏÓØ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ A ÂÙÌÉ �ÏËÒÙÔÙ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ j -Ó�ÉÓËÏ× �ÒÉ j > i . ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÏÂÝÅÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ j -Ó�ÉÓËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2j · 2tj ; �ÏÓËÏÌØËÕ tj + j 6 ti + i ÉËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ j ÎÅ×ÅÌÉËÏ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ O(2ti+i ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É�ÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ |A| = 2ti ÏÓÔÁ£ÔÓÑ 2i ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, �ÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x), ÓÌÏ×Ï x ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕ-ÇÉÅ �ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ�; ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Px (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï). üÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ-ÓÑ, �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ� (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ É ÎÅ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÄÌÉÎÙ, Á �ÅÌÕÀ ËÒÉ×ÕÀ).ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÓÌÏ× �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ×ÌÏÖÅÎÎÕÀ �Å�ÏÞËÕÍÎÏÖÅÓÔ× S0 ⊂ S1 ⊂ S2 ⊂ : : :, ÇÄÅ Si | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ i . ÷ ÜÔÏÊ�Å�ÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Si �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï i É ÓÏÄÅÒÖÁÔ O(2i ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.�Å�ÅÒØ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Si;j ,ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Si;j ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x , ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A Ó KS (A) <i É log |A| < j . (�ÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ x .) íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Si;j , ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �Ï ÏÂÏÉÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ (Si;j ÒÁÓÔ£Ô Ó ÒÏÓÔÏÍ i É Ó ÒÏÓÔÏÍ j ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 224 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÁÂÌÉ�Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: Si;j ⊂ Si+k;j−k . (ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÍÙ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï�ÒÁ×ËÁÍÉ: ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Si;j ⊂ Si+k+O(log k);j−k .)þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ �ÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ�, �ÏÌÅÚÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Si;j . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ É ÓÞÉÔÁÔØ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ S É S ′)ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Si;j ⊂ S ′i+O(log n);j+O(log n) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ n = i + j ).çÏ×ÏÒÑ Ï ��ÅÒÅÞÎÅ� × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÙÄÁ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ); ÄÌÉÎÏÊ �ÅÒÅÞÎÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ×(Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ (×) ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÓÌÏ×Á ÎÅ �ÏÏÄÉÎÏÞËÅ, Á ��ÏÒ�ÉÑÍÉ� �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ�ÏÒ�ÉÉ Ë �ÏÒ�ÉÉ).�ÅÏÒÅÍÁ 226. [two-part-versions℄ óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏ×Á x ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × Ï�É-ÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁ×ËÏÊ Ë �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ):(a) ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Si;j (ÉÍÅÅÔ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅ);(Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) �ÅÒÅÞÅÎØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2i+j , × ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Ï x × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ 2j ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÇÏ× ÏÔ ËÏÎ�Á;(×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) �ÅÒÅÞÅÎØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2i+j , ×ËÌÀÞÁ-ÀÝÉÊ × ÓÅÂÑ x , × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Á ×ÙÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 2i �ÏÒ�ÉÊ;(Ç) × ÌÀÂÏÍ �ÅÒÅÞÎÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÍ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2i+j (É ÔÏÌØËÏ ÉÈ)�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, ÓÌÏ×Ï x ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÚÁ 2j ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÇÏ× ÏÔ ËÏÎ�Á.387



⊳ ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (a). âÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2i ÉÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2j . ëÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ × �ÅÒÅÞÅÎØ ×ÓÅ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2i �ÏÒ�ÉÊ Ó 2j (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ËÁÖÄÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2i+j ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (×).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÞÎÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÔÁË ËÁË ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ i É j . éÔÁË,(a)⇒(×).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ (Â), ÎÁÄÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ É ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ �ÏÓÌÅËÁÖÄÏÊ �ÏÒ�ÉÉ 2j �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÅÝ£ ÎÅ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 2i+j , ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (a)⇒(Â).îÁ�ÒÏÔÉ×, ÉÚ (Â) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (Á), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ ÎÁÒÅÚÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒÅÞÎÑ ÎÁÞÁÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2j ; �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2i ÞÁÓÔÅÊ É ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÎÁÒÅÚÁÎÎÙÍÉÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2j ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x ×ÏÊÄ£Ô × ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÓ×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i (�ÌÀÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁ×ËÁ,×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ × ÓÅÂÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÞÎÑ).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ (Á) ÉÚ (×), �ÒÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÎÏ×ÏÊ �ÏÒ�ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒÅÞÎÑÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ Å£ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÉÚ 2j ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ (ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÎÅ�ÏÌÎÏÊ, ÞÁÓÔÉ ×ËÁÖÄÏÊ �ÏÒ�ÉÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÒ�ÉÉ �ÒÏ�ÁÄÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2j ÍÅÓÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ �ÏÔÅÒÑÎÎÙÈ ÍÅÓÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2i+j É ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ 2i , Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÅ i .éÔÁË, Ó×ÏÊÓÔ×Á (Á){(×) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ (Ç). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ (Ç) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ (Â), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ (Ç).éÔÁË, �ÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÂÏÌÅÅ i , �ÒÉÞ£Í log |A| 6 j . ÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É x , ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j + O(log(i + j )); �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï�ÒÁ×ËÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÏ�ÕÓËÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÎÁÄÅÑÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÙËÛÉÊ Ë ÜÔÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ×ÎÅÓ£ÔÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ).ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÅÒÅÞÅÎØ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ × ÓÅÂÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j (É ÔÏÌØËÏ ÉÈ). íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x �ÏÑ×ÉÔÓÑ× ÜÔÏÍ �ÅÒÅÞÎÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ �ÏÚÄÎÏ (�ÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÂÕÄÕÔ ÅÝ£ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2j ÓÌÏ×). úÎÁÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �ÅÒÅÞÅÎØ, �ÏËÁ × Î£Í ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÁÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A.ðÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÞÁÓÔØ �ÅÒÅÞÎÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ A É ÓÁÍ �ÅÒÅÞÅÎØ, ËÏÔÏÒÙÊ�ÒÏÓÔ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÅ (�Ï �ÏÒÑÄËÕ) 2j ÓÌÏ× ×ÎÅ B : ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ B(i ÂÉÔÏ×) É Ó×ÏÉÍ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (j ÂÉÔÏ×) É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j ;ÜÔÏ É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÅ 2j ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒÅÞÎÑ, ÓÔÏÑÝÉÅ × Î£Í �ÏÓÌÅ x . ⊲270 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Á �ÒÏÓÔÙÈ (ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)) �ÅÒÅÞÎÑ ÓÌÏ×ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ x ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÓÌÏ× �ÏÓÌÅ x × ÏÂÏÉÈ �ÅÒÅÞÎÑÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n).íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ××ÅÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ n , ÉÚÍÅÒÑÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ËÏÎ�Á Ó�ÉÓËÁ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊÔÁÂÌÉ�Ù Si;j ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Si;j ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉi + j = n (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ | �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ iÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ j | ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ388



�Ï�ÒÁ×ÏË). óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n É ÄÌÉÎÙ n) ÓÔÏÑÔ × ÎÁÞÁ-ÌÅ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÉÍÅÑ (n ∗0)-Ï�ÉÓÁÎÉÑ; × ËÏÎ�Å Å£ ÓÔÏÑÔ (ÎÅÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ) ÓÌÏ×Á,ÉÍÅÀÝÉÅ ÌÉÛØ (0 ∗ n)-Ï�ÉÓÁÎÉÑ.271 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n , ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÁÍÏÍ ËÏÎ�Å Ó�ÉÓËÁ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÉÔ poly(n) ÓÌÏ×), ��ÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù�:ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n) ÄÒÕÇ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÁ.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ B (n+O(log n)) É BB (n+O(log n)), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ× ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 (Ó. 32).åÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ n ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ËÏÎ�Á Ó�ÉÓËÁ ÍÅÒÏÊ �ÉÚ-×ÒÁÝ£ÎÎÏÓÔÉ� ÓÌÏ×Á: ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÉÚ×ÒÁÝ£ÎÎÏÓÔØ, ÁÓÌÏ×Á Õ ËÏÎ�Á Ó�ÉÓËÁ (ÔÉ�Á B (n)) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ (ÂÌÉÚËÕÀ Ë n). îÏ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕÄ×Á ×ÁÖÎÙÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á.
• �ÉÚ×ÒÁÝ£ÎÎÏÓÔØ� ÓÌÏ× x É y ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ KS (x |y) ≈ 0 ÉKS (y |x) ≈ 0. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ y ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ó�ÉÓËÁ.)ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á x É y �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ, ÜÔÏÕÖÅ ÎÅ ÔÁË (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ).
• �ÉÚ×ÒÁÝ£ÎÎÏÓÔØ� ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n (Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÅÇÏ ÍÅÓÔÏÍ × �ÅÒÅÞÎÅ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n) ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ Õ�ÁÓÔØ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï x× �ÅÒÅÞÎÅ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ′ �ÒÉ n ′ > n . �ÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊÓÌÏ×Á x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ n ′ 7→ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ ËÏÎ�Á �ÅÒÅÞÎÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÙÛÅ n ′. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÜÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px , ÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÄÒÕÇÉÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i + j = n ′ ÚÁÈÏÄÑÔ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Px).272 ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Á x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ t .äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ Si;j , ÔÏ y ∈ Si+O(log(i+j )+t);j+O(log(i+j )+t).273 ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ KS ′(x |y) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ y × x . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x |y) 6 KS ′(x |y) Ó ÌÏÇÁÒÉÆ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á x É y ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x |y) ≈ 0 ÉK ′(x |y) ≈ n .274 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS ′(x |y) 6 n É KS ′(y |x) 6 t , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑÂÉÅË�ÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 2t + O(log t), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ x × y . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÕÀÂÉÅË�ÉÀ �Ï ÞÁÓÔÑÍ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ.℄÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 15 (Ó. 32), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÄÅÌÑÌÁ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ×ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÏ×Á (×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÄÒÕÇÁ); ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ �ÏÎÑÌÉ �ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ� ÜÔÉÈ ÓÌÏ× | ÜÔÏ �ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅ-ÓËÉÅ� (=ÓÔÏÑÝÉÅ Õ ËÏÎ�Á Ó�ÉÓËÁ) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÍ ÓÌÏ×Á. óÒÅÄÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ, ÏÔÍÅÔÉÍ,ÅÓÔØ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÁ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. �ÁËÏ×Á, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ-�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ kn ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n (�ÕÎËÔ (Â) × ÔÅÏÒÅÍÅ 15) ÉÌÉ ÞÉÓÌÁ mn ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ.ëÓÔÁÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 226 ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ kn (ÉÌÉ mn ) �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ n , ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:389



275 [omega-words-onnetions℄ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n ′ < n ÓÌÏ×Ï kn ′ (ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅÄÏ×Á-ÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ �ÓÌÏ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ kn ′) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) �ÅÒ×ÙÍ n ′ ÂÉÔÁÍ ÓÌÏ×Á kn . äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏ× mn É mn ′. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ kn �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÉÅÓ�ÉÓËÁ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2s �ÒÏ�ÕÓËÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÉÀÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ B (n − s). ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÚÎÁÑ ÔÁËÏÊ Ó�ÉÓÏË, ÍÙ ÄÏÖÉÄÁÅÍÓÑ T ÛÁÇÏ×,�ÏËÁ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n �ÏÑ×ÑÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ. ìÀ-ÂÏÅ ÞÉÓÌÏ t > T ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − s , ÉÎÁÞÅ �Ï ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó�ÉÓÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n−s, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n , ËÒÏÍÅ2s , É �ÅÒ×ÙÅ 2s ÓÌÏ× ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ �ÒÉ×ÏÄÉÌÉ ÂÙ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ:ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n , ×ÙÄÁ×ÁÑ ÉÈ �ÏÒ�ÉÑÍÉ �Ï 2s ÛÔÕË; ÚÎÁÑB (n − s), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÎÙÈ �ÏÒ�ÉÊ (ÛÁÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÌ-ÎÁÑ �ÏÒ�ÉÑ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ B (n − s), �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ �ÏÌÎÙÈ �ÏÒ�ÉÊ ÉÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n − s) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÙÊ Ó�ÉÓÏË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ �ÏÒ�ÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ mn .℄óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 29 (Ó. 44). �ÁÍ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ É Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 227. [improving-desriptions-1℄ ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2kÍÎÏÖÅÓÔ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ (i ∗ (j − k))-Ï�ÉÓÁÎÉÅÉ ÄÁÖÅ ((i − k) ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅ.÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÄÁ O(log(i + j +k)), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÑÔØ Ë �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ Ï�ÉÓÁÎÉÊ. óÌÏ×Ï �ÄÁÖÅ� ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÏÔÅÏÒÅÍÅ 224, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ (i − k) ∗ j �ÅÒÅÊÔÉ Ë i ∗ (j − k).
⊳ ðÅÒ×ÏÅ (ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÎÙÈ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 226. âÕÄÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÂÏÌÅÅ i É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2j É ÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x �ÏËÒÙÔÙ ÉÍÉ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2k .�ÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2i+j=2k = 2i+j−k , É ÏÎÉ ×ÙÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 2i �ÏÒ�ÉÊ(ËÁÖÄÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÊ �ÏÒ�ÉÉ). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (×)ÔÅÏÒÅÍÙ 226.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÞÉÓÌÏ �ÏÒ�ÉÊ ÄÏ2i−k . ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i ÉÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2j , ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÒÁÝÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ��ÏÌÎÏ�ÅÎÎÙÅ� ÜÌÅÍÅÎÔÙ,�ÏËÒÙÔÙÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2k , ÎÏ É ÎÁ �ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×� | ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �ÏËÒÙÔÙÅ Ó ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅÊËÒÁÔÎÏÓÔØÀ (2k−1). ëÁË ÔÏÌØËÏ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÊ × �ÅÒÅÞÅÎØ,ÍÙ ×ËÌÀÞÁÅÍ × ÜÔÏÔ �ÅÒÅÞÅÎØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ, ÎÏ ÚÁÏÄÎÏ ÕÖ É ×ÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕÍÏÍÅÎÔÕ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× (ËÒÏÍÅ ÕÖÅ ×ËÌÀÞ£ÎÎÙÈ × �ÅÒÅÞÅÎØ). ïÔ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ËÌÀÞ£Î-ÎÙÈ × �ÅÒÅÞÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ (ÞÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ ÎÁÛÅÊÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ). úÁÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÒ�ÉÊ ÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ: ×ÅÄØ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ×ËÌÀÞÁÅÔ × �ÅÒÅÞÅÎØ ×ÓÅÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×, É ÞÔÏÂÙ �ÏÑ×ÉÌÓÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÙÊ �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ, ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k−1 ÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÉ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅÏÔ 2k−1 ÄÏ 2k ). üÔÏ É ÄÁ£Ô ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÒ�ÉÊ. ⊲�ÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:390



�ÅÏÒÅÍÁ 228. [improving-desriptions-2℄ åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅ A, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|x) > k , ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ É (i ∗(j−k))-Ï�ÉÓÁÎÉÅ É ÄÁÖÅ ((i−k)∗j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅ.(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ × ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ.)
⊳ ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ ÓÌÏ×Ï x , Á ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× i É j (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏ×), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á x . ðÏÜÔÏÍÕÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÉÈ ÞÉÓÌÁ, É ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ A Ó ÂÏÌØÛÉÍ KS (A|x), ÔÏ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊÍÎÏÇÏ É ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. ⊲üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒ£Í Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó �ÒÅÄÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �Á-ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x), ÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ �ÒÏÓÔÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x . þÔÏ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ × Ï�ÉÓÁ-ÎÉÉ ÅÓÔØ �ÌÉÛÎÑÑ� (ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÁÑ × x) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÔÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ. . .16.4. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÉ�ÏÔÅÚ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ A , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÉÓÔÏÞÎÉËÅ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x . á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ A (ÎÏ ÍÙÎÅ ÚÎÁÅÍ × ËÁËÏÍ). ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÄÙÓËÉ×ÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ ÄÌÑ x , ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ A .ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÏ× ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÕÈÕÄÛÅÎÉÅÍ Ï�ÅÎÏË) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× A , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ.(1) óÅÍÅÊÓÔ×Ï A �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÅÞÁÔÁÀÝÉÊ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ Ó�ÉÓËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ A ; Ó�ÉÓÏË ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏÎÁÞÉÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÖÅ ÚÁËÏÎÞÅÎ Ó�ÉÓÏË �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.(2) äÌÑ ×ÓÅÈ n ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n .(3) äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∈ A ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n É  < |A| ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n ÉÚ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ p(n)|A|= ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ A , �ÒÉÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ�ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ  .äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PAx ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈i; j 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ÉÍÅÅÔ (i ∗j )-Ï�ÉÓÁÎÉÅ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ A . íÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ×ÓÅÇÄÁ ×ËÌÀÞÅÎÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏPx ; ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A , ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx . äÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á A , ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ PAx = Px .ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1){(3). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏPAx ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Px . á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙn ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
• íÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÏÔ �ÁÒÙ 〈0; n〉 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(log n).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙn , Á ÚÎÁÞÉÔ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÅÔ O(log n) ∗ n -Ï�ÉÓÁÎÉÅ × A .391



• íÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÏÔ �ÁÒÙ 〈KS (x); 0〉 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3), �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë  = 1 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n × ËÁÞÅÓÔ×Å A, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ (KS (x) + O(1)) ∗ 0-Ï�ÉÓÁÎÉÅ.
• éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 224: 〈i; j 〉 ∈ PAx ⇒ 〈i + k + O(log n); j − k〉 ∈ PAx (ÄÌÑ×ÓÅÈ k 6 j ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ x ÉÍÅÅÔ i ∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ A ∈ A . ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏn , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A É k . âÕÄÅÍ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á A ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁÎÅ ÎÁÊÄÅÍ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÉÚ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p(n)2k ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ |A|2−k ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ (ÚÄÅÓØ p | �ÏÌÉÎÏÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3)). óÌÏÖÎÏÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ x , ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ i + k + O(log n + log k), �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÎÁÑ A, n , k É ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈA. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k 6 n , �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ i + k + O(log n) ∗ (j − k)-Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ x .ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ O(log k) ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× èÜÍÍÉÎÇÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ

{x | l (x) = l (y); d (x; y) 6 r}, ÇÄÅ y | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ �ÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ),r | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÛÁÒÁ, Á d (x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ x É y ÒÁÚÌÉÞÎÙ). îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÛÁÒÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ) ÓÌÏ×Á y É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d ÓÌÏ×Ï xÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ y ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ d ÂÉÔÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏÍÅÒÁ ÉÚÍÅÎÅÎÎÙÈ ÂÉÔÏ××ÙÂÉÒÁÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. (óÌÏ×Ï y ÂÙÌÏ �ÅÒÅÄÁÎÏ �Ï ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ �ÅÒÅÄÁÞÉ, ÕÒÏ×ÅÎØÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ.)276 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r 6 n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØpoly(n)2n=V ÛÁÒÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r , ÇÄÅ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r .[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ N ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ r . äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Áx ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÏËÒÙÔÏ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÒÁ×ÎÁ (1 −V 2−n )N < e−V 2−nN . åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ N = n ln 2 · 2n=V , ÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ2−n . úÎÁÞÉÔ �ÒÉ ÔÁËÏÍ N ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÕÄÅÔ�ÏËÒÙÔÏ, ÍÅÎØÛÅ 1.℄277 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× èÜÍÍÉÎÇÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1){(3).[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÛÁÒ A ÒÁÄÉÕÓÁ a É ÞÉÓÌÏ  < |A|. îÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ A ÛÁÒÁÍÉÍÏÝÎÏÓÔÉ  ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ Ä×ÕÍÑÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ n=2, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a 6 n=2. ÷ÙÂÅÒÅÍÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ b 6 n=2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ b ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ , É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ�ÏËÒÙÔÉÅ A ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b. íÏÝÎÏÓÔÉ ÛÁÒÏ× èÜÍÍÉÎÇÁ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑÎÁ 1, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × n + 1 ÒÁÚ, �ÏÜÔÏÍÕ V > =(n + 1) É ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏËÒÙÔØ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ poly(n)|A|=V ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b .ðÏËÒÏÅÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ b ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ A ÏÄÎÉÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ b (ÓÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ). ïÓÔÁÔÏË ÛÁÒÁ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅÒÙ: ËÁÖÄÁÑ ÓÆÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ d ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ A, ÇÄÅ d ∈ {b + 1; b + 2; : : : ; a}ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÆÅÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n , �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ �ÏËÒÙ×ÁÔØ ÓÆÅÒÕ SÒÁÄÉÕÓÁ d ∈ (b; n=2℄ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ poly(n)|S |=V ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b.392



äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ f , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ b + f (1− 2b=n) = d ,ÏËÒÕÇÌÅÎÎÙÍ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁb Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f ÏÔ �ÅÎÔÒÁ S . îÅ ÍÅÎÅÅ 1= poly(n)-ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏÔÁËÏÇÏ ÛÁÒÁ B �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x É y �ÅÎÔÒÙ S É B ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÓÌÏ×Å y ÎÅËÏÔÏÒÕÀ b=n -ÕÀ ÞÁÓÔØ ÂÉÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ x ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó y , É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ b=n -ÕÀ ÞÁÓÔØ ÂÉÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ x ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ y , É ÉÚÍÅÎÉÍ ×ÓÅ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ. ìÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉb ÏÔ y É ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f − (b=n)f + (n − f )(b=n) = d ÏÔ x . ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁ-ËÉÈ ÓÌÏ× ÒÁ×ÎÏ ( ff (b=n))( n−f(n−f )(b=n)), ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n ÒÁ×ÎÏ2fh(b=n;1−b=n)+(n−f )h(b=n;1−b=n) = 2nh(b=n;1−b=n), ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁ×ÎÏ V (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). éÔÁË,ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁ b Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f ÏÔ x �ÒÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ V= poly(n)ÔÏÞÅË ÉÚ S . ðÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÛÁÒÁ B ËÁÖÄÏÅ z ∈ S ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÛÁÎÓÙ ÂÙÔØ �ÏËÒÙ-ÔÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ z ∈ S �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÛÁÒÏÍ B , ÎÅ ÍÅÎØÛÅ V=(|S | poly(n)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ Ó ÂÏÌØÛÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ poly(n)|S |=V ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ b Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉf ÏÔ x �ÏËÒÏÀÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ S .℄278 ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× èÜÍÍÉÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px (ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ PAx ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ Px ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "n). [õËÁÚÁÎÉÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ � É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ �n .äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ N = 2n=V ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ �n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÌÏ× ÉÚ E . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ N ÓÌÏ× y1; : : : ; yN . ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ yi �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÛÁÒ A ÒÁÄÉÕÓÁ �n , ÅÓÔØ V 2−n . úÎÁÞÉÔ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÒÁÚÎÙÈ yi �Ï�ÁÌÉ × A, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á n -ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× I ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× {1; : : : ; N }, �ÏÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ(V 2−n )n �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ÛÁÒ A ×ÓÅÈ yi ÄÌÑ i ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× I . ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑÓ×ÅÒÈÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (Nn ) ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ N n=n ! < (N=2)n , �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀÏ�ÅÎËÕ (N=2)n(V 2−n )n = 2−n . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ �n ÒÁ×ÎÏ 2n , ÚÎÁÞÉÔ Ó �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á y1; : : : ; yN ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÕÖÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏE . îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕn , Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n). ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E (ÔÏ ÅÓÔØÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï x , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x) > log |E |). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÛÁÒÁ A ÒÁÄÉÕÓÁ �n ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x , ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KS (x) − O(log n), �ÏÓËÏÌØËÕ, ÚÎÁÑ ÛÁÒ A É ÎÏÍÅÒ x ×A ∩ E , ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ x . ðÏÜÔÏÍÕ x ÎÅ ÉÍÅÅÔ i ∗ logV -Ï�ÉÓÁÎÉÊ × A ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÍÅÎØÛÉÈlog |E | −O(log n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x ÉÍÅÅÔ O(log n) ∗ log |E |-Ï�ÉÓÁÎÉÅ (ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏE ). åÓÌÉ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ V 6 |E | �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n . á ÚÎÁÞÉÔ, PxÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 〈log |E | − logV; logV 〉, Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ PAx ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔÔÏÞËÉ 〈log |E | − logV; logV 〉 ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ (logV )=3.℄279 ï�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ÄÌÑ x É A ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. çÒÁÎÉ�ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á PAx ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ KS (A) = n − logV , log |A| 6 logV É�ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ KS (A)+log |A| = n , logV 6 log |A| 6 n , ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ× 45◦ Ë ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.℄ 393



ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1){(3). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 225Ó ÎÅÍÎÏÇÏ ÈÕÄÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ: O(log n) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ O(√n log n).�ÅÏÒÅÍÁ 229. ðÕÓÔØ k 6 n É �ÕÓÔØ n = t0 > t1 > : : : > tk = 0 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k +O(√n log n) + O(m) É ÄÌÉÎÙ n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PAx ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁT = {〈i; j 〉 | (i < k) ⇒ (j > ti )} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(√n log n) + O(m).
⊳ ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 225, ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÒÁÔØ x , Á �ÏÔÏÍÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ 〈i; j 〉 ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å T ÕËÁÚÁÔØ ÅÇÏ (i+O(√n log n))∗j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ. îÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑÓÔÒÏÉÔØ x ×ÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ (i + O(√n log n)) ∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ.óÎÁÞÁÌÁ ÕÍÅÎØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ 〈i; j 〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ÷ÙÂÅ-ÒÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T �ÁÒÙ 〈il ; jl 〉, ÉÄÕÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÄÌÉÎÙ √n log n�Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. á ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ∈ {0; 1; : : : ; N = √n= log n}, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍjl = l√n log n É �ÏÌÏÖÉÍ il ÒÁ×ÎÙÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ i , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 〈i; jl 〉 ∈ T . äÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ (il −O(√n log n)) ∗ jl -Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÉÚ

A ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ l = 0; 1; : : : ; N , É ÉÍÅÀÝÅÅ (il +O(√n log n)) ∗ jl -Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏl = 0; 1; : : : ; N . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ j , ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄÁ jl , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ l , ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ j ∈ [jl ; jl+1℄. çÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á PAx × j -ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÕÄÁÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ ÎÁ O(√n log n) ÏÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ × jl -ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑÕÄÁÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(√n log n) ÏÔ ÔÏÞËÉ 〈il ; jl 〉, Á ÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(√n log n)ÏÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ T × j -ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. éÚ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ� ÍÎÏÖÅÓÔ× PAx É T ÓÌÅÄÕÅÔÂÌÉÚÏÓÔØ É ÓÁÍÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ Æ = O(√n log n) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l = 0; 1; : : : ; N ÂÕÄÅÍ�ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ×ÓÅ (il − Æ) ∗ jl -Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÚ A . ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ G ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÎÅ �ÏËÒÙÔÙÈ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕÏ�ÉÓÁÎÉÊ. íÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ Æ ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ G ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �Ï-ÌÏ×ÉÎÙ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n . îÁÛÁ �ÅÌØ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G ÂÙÌÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A0; : : : ; AN ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2j0; : : : ; 2jN , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ: (1) �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑA0; : : : ; AN ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ∩A0 ∩ · · · ∩AN ÂÙÌÏ ÎÅ �ÕÓÔÏ, É (2) ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ AlÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ 2il+O(√n log n) (ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ). �ÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅÓÌÏ×Ï ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ∩ A0 ∩ · · · ∩ AN �ÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G . ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ xÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ (il − Æ) ∗ jl -Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÉÚ A . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ×ÅÒÓÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁAl ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÎÁÑ n , l É ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ Al , Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ il + O(√n log n).äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏG ∩ A0 ∩ · · · ∩ AN ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ �ÕÓÔÙÍ, ÎÏ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ×ÉÄÁG∩Al ∩· · ·∩AN ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ. ðÏÒÏÇ �l , ÎÉÖÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ Ï�ÕÓËÁÔØÓÑÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ∩ Al ∩ · · · ∩ AN , ÍÙ �ÏÄÂÅÒÅÍ �ÏÚÄÎÅÅ. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ�ÏÒÏÇ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �N ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ 1/2, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å AN ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , É AN ÎÉËÏÇÄÁ ÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ �ÒÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ (il −Æ)∗ jl -Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ s ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ∩ As ∩ · · · ∩ AN ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ �s ,ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ s , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ, É ÏÂÎÏ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA1; : : : ; As ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. 394



úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÌÉÎÏÍ p(n) ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3) É �ÏÌÏÖÉÍ � = p(n). ðÏËÒÏÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏAs+1 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �2js+1−js ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2js É ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ G ∩ As+1 ∩ · · · ∩ AN . üÔÏ É ÂÕÄÅÔÎÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï As . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ As−1 ËÁË ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ �ÏËÒÙÔÉÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á As , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ G ∩As ∩· · ·∩AN , ÉÔ.Ä. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ t 6 s ÍÏÝÎÏÓÔØ G ∩At ∩ · · · ∩AN ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ × �s+1−t2js+1−jt ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ G ∩As+1 ∩ · · ·∩AN . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ�l = �l−N 2jl−1. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ∩ Al ∩ · · · ∩ AN ÂÕÄÅÔ ÎÅÍÅÎØÛÅ �l ÄÌÑ ×ÓÅÈ l = 0; 1; : : : ; N . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ∩A0 ∩ · · · ∩AN ÎÉËÏÇÄÁÎÅ ÓÔÁÎÅÔ �ÕÓÔÙÍ.ïÄÎÁËÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÒÏÇÁ �l ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Al ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ 2il+O(√n log n) ÒÁÚ. ÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G . ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÏÒÏÇ �l ÄÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �l = (2�)l−N 2jl−1, ÔÏ �ÏÓÌÅËÁÖÄÏÇÏ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ Al ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ∩ Al ∩ · · · ∩ AN ÂÕÄÅÔ ×Ä×ÏÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ�l . ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ �ÏÒÏÇ �l ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÊÄÅÎ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔØG ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ �l .ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÅ Al ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ ×ÙÚ×ÁÎÏ ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÊÄÅÎ �ÏÒÏÇ �s�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s > l , ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÏÒÏÇÏ× �s �ÒÉs > l . íÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁÍÉ �ÏÒÏÇÁ �s ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á G ÕÍÅÎØÛÁÌÁÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ �s , ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �l . õÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉG ÎÁ �l ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÚ×ÁÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÇÏ \ÂÏÌØÛÏÇÏ" ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ A (ÂÏÌØÛÉÍÉÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ 2jl ), ÌÉÂÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ÍÅÌËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2jl ). ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÏÌØÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ∑s>l 2is−Æ, Á ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× × ÍÅÌËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
∑s6l 2is+js−Æ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÏÒÏÇÁ �s (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > l ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÓ×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ

∑s>l 2is−Æ + ∑s6l 2is+js−Æ=�l 6 N 2il−Æ +N 2il+jl−Æ=�l= N 2il−Æ +N 2il+jl−Æ+N log(2�)−jl+1 = N 2il−Æ + N 2il−Æ+√n= log n ·O(log n):ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÊ Al �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÜÔÕ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × N ÒÁÚ,É �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ×ÙÂÏÒÏÍ Æ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2il . ⊲280 (1) ðÕÓÔØ x ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n , Á r ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ n=2. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ KS r (x) ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ (�ÒÏÓÔÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ x , ÉÏÔÌÉÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × r �ÏÚÉ�ÉÑÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS r (x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏO(log n) ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ i , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ÉÍÅÅÔ i ∗ logV (r)-Ï�ÉÓÁÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑÛÁÒÏÍ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÇÄÅ V (r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r .(2) ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÆÕÎË�ÉÉ KS r (x), ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ r , Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ O(√n log n). [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ÄÌÉÎÙ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ KS 0(x) = KS (x),KS n(x) = O(log n) É0 6 KS a(x)− KS b(x) 6 log(V (b)=V (a)) + O(log n)ÄÌÑ ×ÓÅÈ a < b 6 n=2. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k 6 n É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ t : {0; 1; : : : ; n} → NÓÌÏÖÎÏÓÔÉ m ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ t(0) = k , t(n) = 0 É 0 6 t(a)− t(b) 6 log(V (b)= logV (a)) ÄÌÑ395



×ÓÅÈ a < b 6 n=2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k+O(√n log n)+O(m) ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ KS a(x) = t(a) + O(√n log n) + O(m).℄�ÅÏÒÅÍÁ 226 ÄÁ×ÁÌÁ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ i ∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ Ï�ÉÓÁÎÉÊ). îÅÑÓÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×
A . á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁ ÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÁ 227 �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×.�ÅÏÒÅÍÁ 230. [improving-desriptions-1-gen℄ ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ A , Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ (i ∗j )-Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ (i −k)∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ × A (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, i ∗ (j −k)-Ï�ÉÓÁÎÉÅ,ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ (3)).÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÄÁ O(log(n + i +j + k)), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÑÔØ Ë �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ Ï�ÉÓÁÎÉÊ.

⊳ âÕÄÅÍ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ×ÓÅ (i ∗ j )-Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÉÚ A , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅÂÏÌÅÅ 2j É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i . æÉËÓÉÒÕÅÍ n É ÂÕÄÅÍ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ, ÓÔÒÅÍÑÓØ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï x ÄÌÉÎÙn , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k Ï�ÉÓÁÎÉÊ (ÓÒÅÄÉ ÕÖÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Á ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ 2i−kp(n; k; i; j ), ÇÄÅ p | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ p ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÔÂÏÒÁ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ �Ï ÄÁÎÎÙÍ n; i; j; k , ÅÅËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ O(log(n + k + i + j )).)óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏËÉÈÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÁÅÔ 2i ÈÏÄÏ×. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁ ÜÔÉÍ ÈÏÄÕ ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÏÔÂÉÒÁÅÔÏÎ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ ÎÅÔ. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÈÏÄÁËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÅ×ÙÓÉÔ 2i−k+1(n + 1) ln 2 ÉÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï x , �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉÇÒÏËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÀ ÉÍÅÅÔ �ÅÒ×ÙÊ É ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ: �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏÈÏÄÁ A �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p = 2−k (n + 1) ln 2. þÔÏÂÙ�ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÂÙÇÒÙ×ÁÅÔ Ó �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.óÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏ p2i = 2i−k (n + 1) ln 2. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÓÔ-×Õ þÅÂÙÛÅ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×Ä×ÏÅ �ÒÅ×ÙÓÉÔ Ó×ÏÅÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÍÅÎØÛÅ 1/2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÁ�ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ (�ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ x , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ396



�ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1/2.îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2−n−1. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï t , ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ��ÏÓÌÅÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÄÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÌÏ×Ï x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ t ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ �ÅÒ×ÏÇÏÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×" ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (1 − p)t(ÜÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rt ). äÌÑ t = 0 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Rt+1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Rt ÎÅÂÏÌØÛÅ 1− p.ðÕÓÔØ z = (z1; z2; : : : ; zs) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ s ÈÏÄÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏ-ËÁ (zi = 1, ÅÓÌÉ i -oe ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÏÔÂÉÒÁÅÔÓÑ, É zi = 0, ÉÎÁÞÅ). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ s-ÏÇÏ ÈÏÄÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÌÏ×Ï x ×�ÅÒ×ÙÅÏËÁÚÁÌÏÓØ �ÏËÒÙÔÏ t ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ É ÎÅ �ÏËÒÙÔÏ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× (ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ s-ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É zs = 0).îÅÕÄÁÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ É ËÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÈÏÄÏ××ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÓÏÂÙÔÉÀ Rt ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÂÙÔÉÑ \ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÄÅÌÁÌÁ ÈÏÄÙ z = (z1; z2; : : : ; zs)"ÄÌÑ ÎÅÕÄÁÞÎÙÈ z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ Rt . úÎÁÞÉÔ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Rt+1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË ÓÄÅÌÁÌ ÈÏÄÙ z" ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1−p. üÔÁ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÈÏÄÙ z1; : : : ; zs É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅÈÏÄÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÄÁÓÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x , Á ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏËÎÅ ÏÔÂÅÒÅÔ ÅÇÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ1− p ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �ÒÅÄÙÓÔÏÒÉÉ ÉÇÒÙ, Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ 1− pÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÈÏÄÙ z1; : : : ; zs É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅÈÏÄÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÄÁÓÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÏÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1− p.ðÒÉ t = 2k ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ(1− p)t = (1− 2−k (n + 1) ln 2)2k < e−2−k (n+1) ln 2·2k = 2−n−1:ëÏÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÉÇÒÕ, ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ-�Õ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× 2i−k+1(n + 1) ln 2 ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ 2i−k i 2n ln 2 É ÒÁÚÒÅÛÉÍ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÕ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÅÒ-×ÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÈÏÄÁÈ). õËÁÖÅÍ Ñ×ÎÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ×ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ i ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ1; 2; : : : ; i .óÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÏÍÅÒ s �ÒÏÓÙ�ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÈÏÄÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÔÅÎ 2s .ðÒÏÓÎÕ×ÛÉÓØ, ÏÎÁ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï S , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ 2s ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒ×ÏÇÏÉÇÒÏËÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙÔÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k=i ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ S . úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ S ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ TÏËÁÚÁÌÉÓØ �ÏËÒÙÔÙ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÂÅÒÅÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÉÚ S , �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ T , ÚÁÔÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÓÔÁÔËÁ É Ô.Ä.), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÏÔÏÂÒÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅin2s−k ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ T �ÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 2k=i ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ S . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ S �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ |T |2k−s=i ÓÌÏ× ÉÚ397



T (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ 〈x; A〉, ÇÄÅ x ∈ A ∈ S É x ∈ T , ÎÅ ÍÅÎØÛÅ |T |2k=i , �ÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ S ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ × |T |2k−s=i �ÁÒÁÈ). úÎÁÞÉÔ, É ÖÁÄÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÅÒÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ |T |2k−s=i ÓÌÏ× ÉÚ T . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ É Ë ÏÓÔÁÔËÕ T : ×ÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÖÁÄÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ, �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k−s=i -ÏÊ ÄÏÌÉ ÏÓÔÁÔËÁ T . ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× T ,ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÙÍÉ �ÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÁ in2s−k ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
|T |(1− 2k−s=i )in2s−k ln 2 < 2ne (−2k−s=i )in2s−k ln 2 = 1;ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ�ÏËÒÙÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ. (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, �ÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ in2s−k ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ S Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÏÀÔ T . îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÔÁÌÁ ÂÙ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÏÊ.)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ s, ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ in2i−s2s−k ln 2 = in2i−k ln 2, ÞÔÏ ÄÁÅÔ × �ÅÌÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i 2n2i−k ln 2 ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÛÅÇÏ ÈÏÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2k ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, �ÏËÒÙÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÏÂÒÁÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÏÄ ÎÏÍÅÒ t É ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÏËÒÙÔÏÅ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÈÏÄÁ ÓÌÏ×Ï x . òÁÚÌÏÖÉÍ t ×Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ: t = 2s1 + 2s2 + : : : , ÇÄÅ s1 > s2 > : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ x ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ s1; s2; : : : , ËÒÁÔÎÏÓÔØ x ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ 2s1ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÎØÛÅ 2k=i , ËÒÁÔÎÏÓÔØ x ÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ 2s2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÖÅ ÍÅÎØÛÅ 2k=i ÉÔ.Ä. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ t ÓÌÏ×Ï x �ÏËÒÙÔÏ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ i · 2k=i = 2k ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ�ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ. ⊲ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÉ�ÏÔÅÚ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÕ�ÒÏÝÅÎÉÉ ÇÉ�ÏÔÅÚ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÌÉÛÎÀÀ� ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 231. [improving-desriptions-2-gen℄ ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. åÓ-ÌÉ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÅÔ i ∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ A ∈ A , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|x) > k , ÔÏ x ÉÍÅÅÔ É(i − k) ∗ j -Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÉÚ A (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, i ∗ (j − k)-Ï�ÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï AÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ (3)).(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ × ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ.)16.5. äÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉíÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ Ä×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÓÌÏ×Ï x :(Á) ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ d (x |A) = log |A|−KS (x |A) É (Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ log |A|+KS (A)−KS (x),ËÏÔÏÒÁÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÄÌÉÎÁ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á x Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ. üÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÆÅËÔÏÍÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ A Ï ÓÌÏ×Å x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Æ(x |A)ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ Ä×Å ÜÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ? îÁÞÎ£Í Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 232. [two-defets℄ äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÄÅÆÅËÔÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (Ó ÌÏÇÁ-ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ): d (x |A) 6 Æ(x |A) + O(log l (x)):398



⊳ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏlog |A| − KS (x |A) 6 log |A|+ KS (A)− KS (x) + O(log l (x)):ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ log |A| ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏKS (x) 6 KS (A) + KS (x |A) + O(log l (x));�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÇÏ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ 〈x; A〉 É �ÏÔÏÍÕ ÎÅÍÅÎØÛÅ KS (x). ⊲ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅË-ÔÏÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ KS (x;A) − KS (x), ÔÏ ÅÓÔØ KS (A|x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log l (x) +logKS (A)), ÞÔÏ ÅÓÔØ O(log l (x)), ÅÓÌÉ KS (A) = O(KS (x)). (âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ: ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ × ÏÂßÑÓÎÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÏÂßÑÓÎÑ-ÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ?)ìÅÇËÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØ-ÛÅ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÕB , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , É ÄÏÂÁ×ÉÍ × B ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï y ÄÌÉÎÙ n − 1, ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ x . �ÏÇÄÁ KS (B |x) �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ n , É ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÌÉÚÏË Ë ÎÕÌÀ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÏ-×Á y), �ÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ n . ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ��ÌÏÈÁ� Ó ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÊ ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ñ×ÎÏ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y , ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÎÁÂÌÀ-ÄÁÅÍÏÍÕ x ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ; ÕÄÁÌÅÎÉÅ y �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÂÙ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, �ÒÉÂÌÉÚÉ× ÄÅÆÅËÔÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ Ë ÄÅÆÅËÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ).äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ 228 ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅÇÄÁ: ÅÓ-ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ B , ÏÂßÑÓÎÑÀÝÅÊ ÓÌÏ×Ï x , ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ Æ(x |B ) ÂÏÌØÛÅÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ d (x |B ) (ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ KS (B |x), ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÒÕ-ÇÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ A (ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ B ), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ Æ(x |A)ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d (x |B ).ðÏÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÎÁÊÔÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ A Ó KS (A) 6 � Éd (x |A) 6 �, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÚÁÄÁ×ÁÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ (ÓÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ A Ó KS (A) 6 � ÉÆ(x |A) 6 �.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x) ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 225) �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, �ÒÉ ËÁËÉÈ � É � ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ: ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÌÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ (�;KS (x)− �+ �) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Px .281 ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÏÎÏ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ).282 [improved-nonstohasti℄ ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ (Ó. 381) ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �+ � < n −O(log n), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ(�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.[íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÌÕÞÛÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÄÏÌÀ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×?℄283 äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Qx , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÁÒ 〈�;�〉, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×Ï x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�;�)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á QxÑ×ÌÑÅÔÓÑ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ×ÅÄÕÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 〈0; l (x)〉 ×399



ÔÏÞËÕ 〈KS (x); 0〉, É ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.284 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÄÁÎÎÏÇÏ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÄÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÒÅÄÉ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ �, ÎÏ Å£ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Å£ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁ , ÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á PxÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ ÏÔ �−  ÄÏ � (ÓÞÉÔÁÑ �Ï ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ) ÉÄ£Ô �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45◦.[õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 228.℄285 ðÕÓÔØ A | ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÑÍ (1){(3). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ \ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ AÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ � Ó d (x |A) 6 �", \ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ � Ó Æ(x |A) 6 �" É \ÔÏÞËÁ 〈�;KS (x) − � + �〉 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ PAx " ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).286 [p270℄ ðÕÓÔØ A �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÏÅ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÏÊ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ \ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ A Ód (x |A) 6 �" É \ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ A Ó Æ(x |A) 6 �" ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀO(l (p) + logKS (A) + log n + log log |A|)).16.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x . åÍÕ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Px�ÁÒ (�;�), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ÉÍÅÅÔ (� ∗�)-Ï�ÉÓÁÎÉÅ. �ÁËÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ËÁË ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ�, ÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ-×Á x . éÎÔÅÒÅÓÎÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÜÔÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÉ�ÏÔÅÚ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑÌÀÂÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ �ÒÏÉÓÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 226.ðÕÓÔØ l | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ KS (x). �ÏÇÄÁ �ÅÒÅÞÅÎØ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÂÏÌÅÅ l ÓÏÄÅÒÖÉÔ x . æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÞÅÎØ (�ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÔÉÓÌÏ×Á �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ) ðÕÓÔØ Nl | ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× × �ÅÒÅÞÎÅ. úÁ�ÉÛÅÍ Nl × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ:Nl = 2s1 + 2s2 + : : :+ 2st ; ÇÄÅ s1 > s2 > : : : > st :÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ É �ÅÒÅÞÅÎØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÇÒÕ��Ù × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ 2s1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÚÁÔÅÍ 2s2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÌÏ×Ï x�Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. üÔÕ ÞÁÓÔØ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÍÙ É ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÏ�ÉÓÁÎÉÊ (�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ l > KS (x) | Ó×Ï£ Ï�ÉÓÁÎÉÅ).óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÏÂÅÝÁÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ (×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px ; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÓÑËÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á x × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ).�ÅÏÒÅÍÁ 233. [boundary-desription℄ ðÕÓÔØ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÓÌÏ×Ï x �Ï�ÁÌÏ ×ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ 2s. �ÏÇÄÁ ÜÔÁ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ((l − s) ∗ s)-Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ É ÔÏÞËÁ (l − s; s)ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÁ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ((l−s+O(log l ))∗s)-Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ × O(log l )-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù).400



⊳ þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÞÁÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Å£ ÒÁÚÍÅÒ, Á ÔÁËÖÅ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ�ÅÒÅÄ ÎÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ s, l É ×ÓÅ ÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ Nl , ËÒÏÍÅ s �ÏÓÌÅÄÎÉÈ (ÔÏ ÅÓÔØl − s ÂÉÔÏ×). åÝ£ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÁÍ �ÅÒÅÞÅÎØ, ÎÏ ÏÎ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ l − s +O(log l ), Á ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÏ 2s , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.åÓÌÉ ÂÙ ÔÏÞËÁ (l − s; s) ÎÅ ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px , Á ×ÈÏÄÉÌÁ ÂÙ × Px×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï x ÉÍÅÌÏ ÂÙÚÁÍÅÔÎÏ ÌÕÞÛÉÅ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÞÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ É Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 226 (�ÕÎËÔ (Ç))ÓÌÏ×Ï x �ÏÑ×ÌÑÌÏÓØ ÂÙ × �ÅÒÅÞÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ 2s ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÏ ËÏÎ�Á (ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÞÁÓÔÉ). ⊲óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÅÇÏÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ. ðÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ× ÉÚ A ÒÁ×ÎÁ l . ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÏÂØ£ÍÓÌÏ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ l (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Nl ) ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉÄ×ÏÊËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÂÉÔÁÍ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ Nl . ðÕÓÔØ B | ÞÁÓÔØ, ×ËÏÔÏÒÕÀ �Ï�ÁÌÏ ÓÌÏ×Ï x , É �ÕÓÔØ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ 2s .�ÅÏÒÅÍÁ 234. [desription-universal℄ çÉ�ÏÔÅÚÁ B (ËÁË ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á x) ÎÅÈÕÖÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ A Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ:(Á) KS (B ) 6 KS (A); (Â) Æ(x |B ) 6 Æ(x |A) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log l )). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,(×) KS (B |A) = O(log l ) (ÇÉ�ÏÔÅÚÁ B �ÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A.
⊳ úÎÁÑ A É ÚÎÁÞÅÎÉÅ l , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ, ËÏÇÄÁ × �ÅÒÅÞÎÅ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ l �ÏÑ×ÑÔÓÑ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ �ÏÑ×ÉÔÓÑ É ÓÌÏ×Ï x(×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ 2s), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2s) ÓÌÏ×(ÉÚ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ Nl Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ O(2s) ÉÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÍ ÚÎÁÅÍ ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÅ l−s ÅÇÏ ÂÉÔÏ× Ó ÏÛÉÂËÏÊ O(1). á �Ï ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÁÔÁËÖÅ l É s) ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ B . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, KS (B |A) = O(log l ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×)(Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É (Á)) ÄÏËÁÚÁÎÏ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ KS (A) = � É log |A| = �, ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÉÍÅÀÔ (�∗�)-Ï�ÉÓÁÎÉÅ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �+�+O( logl ), ÔÁË ÞÔÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ l ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �+�+O(log l ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ((l − s) ∗ s)-Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ, ÔÁË ÞÔÏÅÇÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (É �ÏÔÏÍÕ ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ A. ⊲ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÇÉ�ÏÔÅÚ A É B × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 49: ÔÏÞËÁÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ A, Á ÓÅÒÙÍ �×ÅÔÏÍ �ÏËÁÚÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ�ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ B .þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ A ÓÁÍÁ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÇÒÁÎÉ�ÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px)? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ B × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÞÔÏÉ A? ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÔ: ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÒÉÓ. 49). (÷ÎÕÔÒÉ ÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ A ÂÙÌÁ ÂÙ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ Px .)íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÅÝ£ É ÔÁË: ÅÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px ËÁË ËÒÉ×ÕÀ,ÉÄÕÝÕÀ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ×�ÒÁ×Ï-×ÎÉÚ (�ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45◦) É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ, ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �Ï-×ÏÒÏÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÙÍ, ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ401



�A� B
òÉÓ. 49. ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ A É Å£ �Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ� B[mdl.3.eps℄ÉÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ A ÓÅÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ B , �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Px × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÇÉ�ÏÔÅÚÁÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ËÁËÜÔÏ ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, �ÏÞÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏ×Á x : ÇÉ�ÏÔÅÚÁ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÕ ÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÞÔÏÉ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á Nl ÄÌÉÎÙ l − s. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 275 (Ó. 390), ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏ×Ï Nl−s ÉÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 93, Ó. 146) ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÞÉÓÌÁ þÅÊÔÉÎÁ 
.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ (�Ï ÍÅÒÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï ÇÒÁÎÉ�Å Px ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×Ó£ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÂÉÔÏ× ÞÉÓÌÁ 
, ÄÏÈÏÄÑ ÄÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ x É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ × Ó�ÉÓËÅ ÓÌÏ× ÜÔÏÊ (É ÍÅÎØÛÅÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. �ÁË ÞÔÏ (ËÁË ÜÔÏ ÎÉ�ÒÉÓËÏÒÂÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ) ÇÉ�ÏÔÅÚÙÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅ Ï x (ËÁË ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ), Á Ï ÞÉÓÌÅ 
(ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔ x ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ).åÝ£ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÁÓÔØÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÌÉÛØ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÁÍ, Á ÎÅ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÁÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Px . üÔÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ x |ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÕ ÖÅ �ÅÒ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ, ÞÔÏ Õ x , É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n , ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÕ ÖÅ×ÔÏÒÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ, ÞÔÏ Õ x . ïÂÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÉÍÅÀÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ,ÏÄÎÁËÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÚÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ. (üÔÏ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÉ�ÏÔÅÚÙ B , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÕÞÛÅ ÏÂÅÉÈ, ÍÏÖÅÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n .)16.7. îÅÍÎÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ[mdl-philosophy℄úÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÕËÒÁÛÉ×ÁÔØ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÎÁÕËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔ ×ÎÅÛÎÉÊ ÍÉÒ × ÌÉ�Å ÓÌÏ×Á x É ÓÔÒÏÉÔÏ Î£Í ÒÁÚÎÙÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, �ÙÔÁÑÓØ ÏÔÏÂÒÁÔØ �ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÏÔ-ÂÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ (ÉÚÍÅÒÑÅÍÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A;ÞÅÍ ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÅÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ �ÒÏÝÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÅ), Á ÔÁËÖÅ Å£ �ËÏÎËÒÅÔ-ÎÏÓÔØ�, ÉÌÉ �ÏÂßÑÓÎÑÀÝÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ� (ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A; ÞÅÍÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÔÅÍ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÅ). ðÏÄ ÜÔÏ ÄÅÌÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ �ÏÄ×ÅÓÔÉÆÉÌÏÓÏÆÓËÕÀ ÂÁÚÕ × ÌÉ�Å ËÌÁÓÓÉËÁ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ïËËÁÍÁ É ÅÇÏ ÂÒÉÔ×Ù, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ402



ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ. åÝ£ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÅÆÅËÔÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ A ÂÙÌ ÍÁÌ (�ÎÅÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÎÅÏÂßÑÓÎ£ÎÎÙÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ�).íÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ É ÂÏÌÅÅ �ÒÁÇÍÁÔÉÞÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÁÕËÉ ÓÖÁÔÉÉ ÆÁÊÌÏ×: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á x ÅÓÔØ ÎÉÖÎÑÑÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÅÇÏ ÓÖÁÔÉÑ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ-ËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒ ÔÅÍÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÏÎÁ Ë ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ�Å �ÏÄÈÏÄÉÔ (ÄÌÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÏÊËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÆÁÊÌÏ×).üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÖÁÔÉÀ ÂÅÚ �ÏÔÅÒØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁÈÏ-ÄÑÔ Ó�ÏÓÏÂÙ ÓÖÁÔÉÑ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ� ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÔÅÒÑÅÔÓÑ É ÚÁ ÓÞ£ÔÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅÅ ÓÖÁÔÉÅ.ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÔØ ÓÔÁÒÁÑ ÇÒÁÍÍÏÆÏÎÎÁÑ �ÌÁÓÔÉÎËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ ÄÏÌÇÏÇÏ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×�ÙÌØÎÏÍ ÞÕÌÁÎÅ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ �ÁÒÁ�ÉÎÙ (× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÄÏÒÏÖËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÚÁ�ÉÓØ).ãÁÒÁ�ÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÁÒÁÚÉÔÎÙÍ �ÉËÁÍ ÎÁ ÏÓ�ÉÌÌÏÇÒÁÍÍÅ ÓÉÇÎÁÌÁ (ÇÒÁÆÉ-ËÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ú×ÕËÏ×ÏÇÏ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ�ÏÄ×ÅÒÇÌÁÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ÉÓËÁÖÅÎÉÀ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÌØÎÏ ×ÏÚÒÏÓÌÁ, ÅÓÌÉ �Á-ÒÁ�ÉÎ ÍÎÏÇÏ. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÄÁÔØ ÌÉÛØ ÏÂÝÅÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÏÔ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ�ÌÁÓÔÉÎËÉ, ÔÏ ÎÁÍ ÎÅ×ÁÖÎÏ, ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÁÒÁ�ÉÎÙ, Á ×ÁÖÅÎ ÌÉÛØ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÄÅÆÅËÔÏ×.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁ �ÌÁÓÔÉÎËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÏÌØ-ÛÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ�ÉÓÅÊ Ó �ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á �ÁÒÁ�ÉÎÁÍÉ�. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ä×ÕÞÁÓÔÎÏÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÚÁÄÁ£Í ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÓËÁÖÅÍ, ÕËÁÚÁ× ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÎÅÉÓËÁÖ£ÎÎÕÀ ÚÁ-�ÉÓØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÛÕÍÁ), Á ÚÁÔÅÍ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ �ÁÒÁ�ÉÎÙ). åÓÌÉ �ÒÉ ÓÖÁÔÉÉ ÍÙ ÕÔÒÁÔÉÍ ×ÔÏÒÕÀÞÁÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÉ× ÌÉÛØ �ÅÒ×ÕÀ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁ�ÉÓØ, ÇÄÅÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÓÉÇÎÁÌ ÂÕÄÅÔ ÎÁÌÏÖÅÎ ÛÕÍ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÁÍÉ, ÎÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÊ. íÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌØ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔ ÜÔÏÊ �ÏÄÍÅÎÙ. á ÅÓÌÉÕÄÁÓÔÓÑ ÛÕÍ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÞÉÓÔÉ×� ÚÁ�ÉÓØ, ÜÔÏ ÅÝ£ ÌÕÞÛÅ (ÅÓÌÉ ÎÁÓÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÕÚÙËÁ, Á ÎÅ ÎÏÓÔÁÌØÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÞÁÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÒÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÍÍÏÆÏÎÁ).ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ 286. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï x ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ ÎÁÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ ÛÕÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁÍ r ÓÌÏ×Ï x ÂÙÌÏ ×ÙÂÒÁÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ× ÛÁÒÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ y . öÅÌÁÑ ÕÄÁÌÉÔØ ÛÕÍ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÛÁÒ èÜÍÍÉÎÇÁÒÁÄÉÕÓÁ r , ÄÁÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ËÏÒÏÔËÏÅ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ x (ÔÏ ÅÓÔØ, ÛÁÒ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ). äÏ�ÕÓÔÉÍ ÎÁÍ ÜÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ É ÍÙ × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÛÌÉ ÛÁÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ x × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÛÁÒÅÍÁÌ, Á ÚÎÁÞÉÔ �Ï ÚÁÄÁÞÅ 286 (�ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÛÁÒÏ×èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r) ÍÁÌ ÂÕÄÅÔ É ÄÅÆÅËÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ x × ÎÁÊÄÅÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ÛÁÒÅ. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÁÊÄÅÎÎÏÍ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ x ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÅÚÎÏÊ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÅÎÔÒ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÉÝÅÎÎÏÊ ÏÔ ÛÕÍÁ ×ÅÒÓÉÅÊx (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÏÔ ÔÏÇÏ ÛÕÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ÂÙÌ × y).äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: × ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, �ÅÓÞÁÎÏÊ ÇÒÑÄÙ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÒÁÚ-ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ �ÅÓÞÉÎÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ, É �ÏÔÏÍÕÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ ×ÅÌÉËÁ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÚÒÉÔÅÌÑ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ �ÔÉ�ÉÞ-ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÊ, ÇÄÅ �ÅÓÞÁÎÁÑ ÇÒÑÄÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÅÓÔÅ É403



ÓÌÏÖÅÎÁ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ �ÅÓËÁ, ÈÏÔÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ �ÅÓÞÉÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ × ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. åÓÌÉ�ÒÉ ÓÖÁÔÉÉ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, Á �ÒÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ�ÏÓÔÒÏÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉ�ÉÞÎÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ÂÕÄÅÔ ÎÅÚÁÍÅÔÎÁ.îÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ | ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÁÎÁÌÏÇÉÑ, �ÒÉÞ£Í ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌ£ËÁÑ,É ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈÞÁÓÔÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ��ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ�. (èÏÔÑ ÂÙ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÙËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÄÏË-ÓÁÌØÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÇÉ�ÏÔÅÚ ÏÔ ÓÌÏ×Á x , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ.)
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éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑíÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (×ËÌÀÞÁÑÎÕÌØ) | N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ Q, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÎÅÞÎÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ),ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ m=2n �ÒÉ �ÅÌÙÈ m É n . ÞþÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |A|.åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ Ñ×ÎÏ, log x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ2 (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ln x | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ).÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ⌊x⌋ ÄÌÑ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ x (ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ x), Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ⌈x⌉ ÄÌÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÇÏ x .ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÁ�ÉÓØ f 6 g + O(1) (ÇÄÅ f É g | ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ  , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f 6 g +  �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ f 6 g + O(h) (�ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ h) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f 6 g + h.úÁ�ÉÓØ f = g + O(h) (�ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ h) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ  É �ÒÉ ×ÓÅÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f − g | 6 h.þÅÒÅÚ B ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {0; 1}. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÁÌÆÁ×ÉÔÁ) A ÞÅÒÅÚ An ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÄÌÉÎÙn , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á A (ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A). þÅÒÅÚ A∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ×ÓÅÈ ÄÌÉÎ (×ËÌÀÞÁÑ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï � ÄÌÉÎÙ 0), ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, � = B∗. äÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l (x).þÅÒÅÚ ab ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ ÓÌÏ× a É b , ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÓÌÏ×Á bÓ�ÒÁ×Á Ë ÓÌÏ×Õ a. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ, ÉÌÉ �ÒÅÆÉËÓÏÍ, ÓÌÏ×Á b, ÅÓÌÉb = ax ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎ�ÏÍ, ÉÌÉ ÓÕÆÆÉËÓÏÍ, ÓÌÏ×Á b ,ÅÓÌÉ b = xa ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á b , ÅÓÌÉb = xay ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ× x É y (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÎ�Á bÉÌÉ ËÏÎ�ÏÍ ÎÁÞÁÌÁ b).íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ 
. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ x . üÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
x . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A; ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A∞.éÎÏÇÄÁ �ÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (ÔÁË ÞÔÏ � = � ∪
). þÅÒÅÚ �x ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÌÏ×Á x .íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÄ×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á. æÕÎË�ÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ),ÅÓÌÉ ÉÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ. æÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÁÛÉÎÁ (�ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ×ÈÏÄÁÈ, ÇÄÅf (x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ×ÙÄÁ£Ô × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ f (x).÷ÍÅÓÔÏ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÒÕÇÉÅ405



ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×, ÇÒÁ-ÆÙ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÉÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÙÅ ÔÁËÉÅ ËÏÄÉÒÏ×ËÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ (�Ï ÓÌÏ×Õ ÍÏÖÎÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ËÏÄÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÂßÅËÔÁ × ÄÁÎÎÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ,Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ËÏÄ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂßÅËÔÁ × ÄÒÕÇÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ).íÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÔÁËÖÅ É Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ÍÅÒ), ÎÏ ÜÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÒ.) ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÞÁÔÁÅÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÔÏÌØËÏ ÉÈ (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ).åý³:ðÏÌÕÍÅÒÙ - ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÏÌÕÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ (ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ?) ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ - ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ
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ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ[�ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÔØÅ × õíî℄
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ[1℄ óÔÁÔØÑ Ahlswede...YeungÁ Network Information Flow ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅ-ÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ É ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ[2℄ Bennett C. H., G�as P., Li M., Vit�anyi P. M. B., Zurek W., Thermodynamis of omputationand information distane, Pro. 25th ACM Symp. Theory Comput., p. 21{30, 1993.[óÔÁÔØÑ Ï K (A ⇔ B )℄[3℄ Calude C. S., Staiger L. and Terwijn A. S., On partial randomness. Annals of Pure andApplied Logi, 138(1-3):20-30, 2006.[ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ×ÙÒÁÖÅÎÎÏÊ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÉÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ s-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ s-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÅ�ÒÉÑÔÎÏÓÔÉ.℄[4℄ Chaitin G. J., On the length of programs for omputing binary sequenes, J. Asso. Comput.Mah., 13:547{569, 1966.[5℄ Chaitin G. J., On the length of programs for omputing binary sequenes: statitial on-siderations, J. Asso. Comput. Mah., 16:145{159, 1969.[6℄ Chaitin G. J., A theory of program size formally idential to information theory, J. Asso.Comput. Mah., 22: 329{340, 1975.[7℄ óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ þÜÊÔÉÎ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ �Ï óÏÌÏ×ÅÀ.[8℄ Chernov A., Muhnik An. A., Romashhenko A., Shen A., Vereshhagin N. K. Uppersemi-lattie of binary strings with the relation \x is simple onditional to y". TheoretialComputer Siene, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 69{95. Preliminary versions: DIMACSTeh. Report, 97-74 (Deember 1997); Proeedings of 1999 Computational Complexityonferene, Atlanta.[9℄ ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., óË×ÏÒ�Ï× ä. ð., óË×ÏÒ�Ï×Á å. ú., þÅÒÎÏ× á. ÷., ÷ÁÒÉÁÎÔÙ �ÏÎÑÔÉÑÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÌÏÇÉËÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁÉÓËÌÀÞ£ÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ, �ÒÕÄÙ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á, 2003, Ô. 242, . 77{97.[10℄ Chernov A., Hutter M., Shmidhuber J., Algorithmi omplexity bounds on futurepredition errors, Information and Computation, 2007, vol. 205, pp. 242{261. DOI10.1016/j.i.2006.10.004[11℄ Churh A., On the onept of a random sequene. Bull. Amer. Math. So, 1940, v. 46,no. 2, p. 130{135.[12℄ óÔÁÔØÑ R.P.Daley, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ. [ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÁËÁÑ | × ìÉ÷ÉÔÁÎØÉ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ℄[13℄ Downey R., Hirshfeldt D.R., Nies A., Terwijn S., Calibrating randomness., The Bulletinof Symboli Logi, v. 12, no. 3, Sept. 2006, p. 411{491. [ÅÓÔØ ÆÁÊÌ℄408



[14℄ Gorbunov K.Yu., On a omplexity of the formula A ∨ B ⇒ C , Theoretial ComputerSiene, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 383{386. [ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÙÛÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ???℄[15℄ èÁÌÍÏÛ ð. �ÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ, í.: éì, 1953. 292 Ó.[16℄ D. Hammer, A. Romashenko, A. Shen, N. Vereshhagin, Inequalities for Shannon entropiesand Kolmogorov omplexities. Proeedings of CCC'97 Conferene, Ulm. Final version:Inequalities for Shannon entropy and Kolmogorov Complexity, Journal of Computer andSystem Sienes, v. 60, p. 442{464 (2000)[17℄ G�as P., On the relation between desriptional omplexity and algorithmi probability, FOCS1981. Journal version: Theoretial Computer Siene, 1983, v. 22, p. 71{93.[18℄ áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: Gas P., On the symmetry of algorithmi information. Soviet Math.Dokl, 15:1477-1480, 1974.[19℄ G�as P., Every sequene is reduible to a random one, Inform. Contr., 70, no. 2{3, p.186{192, 1986.[20℄ Kleene S. C., On the interpretation of intuitionisti number theory. Journal of SymboliLogi, 1945, v. 10, pp. 109{124.[21℄ Kolmogoro� A., Zur Deutung der intuitionistishen Logik. Mathematishe Zeitshrift,1932, Bd. 35, H. 1, S. 58{65. (òÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: ë ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÀ ÉÎÔÕÉ�ÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ. ÷ ÓÂÏÒÎÉËÅ: ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÍÅÈÁÎÉËÁ,í.: îÁÕËÁ, 1985, Ó. 142{148.)[22℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., æÏÍÉÎ ó. ÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁ-ÌÉÚÁ, 4-Å ÉÚÄ., í.: îÁÕËÁ, 1976. 544 .[23℄ Kolmogorov A. N., On tables of random numbers, Sankhy�a, The Indian Journal of Statis-tis, Ser. A, 1963, v. 25, no. 4, p. 369{376. Reprinted in: Theoretial Computer Siene,v. 207, No. 2 (November 1998), p. 387{395. (òÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: ï ÔÁÂÌÉ�ÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÞÉÓÅÌ. óÅÍÉÏÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ, 1982, ×Ù�. 18, Ó. 3{13, í.:÷éîé�é. ðÅÒÅ�ÅÞÁÔÁ-ÎÏ ×: ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., �ÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, í.: îÁÕËÁ, 1987,Ó. 204{213.)[24℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÁ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÎÑÔÉÑ �ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�,ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, 1965, Ô. 1, ×Ù�. 1, Ó. 3{11 (áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ:Kolmogorov A. N., Three approahes to the quantitative de�nition of information. ProblemsInform. Transmission, 1(1):1{7, 1965.)[25℄ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., ë ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ,ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, 1965, Ô. 5, ×Ù�. 3, Ó. 3{7.[26℄ Ku�era A., Measure, �01-lasses and omplete extensions of PA, p. 245{259 in: H.-D.Ebbinghaus, G. H. M�uller and G. E. Saks, eds., Reursion Theory Week (Oberwolfah,1984). Let. Notes in Math., Vol. 1141, Springer-Verlag, Heidelberg, 1985.409



[27℄ M. Kummer. On the omplexity of random strings, Symposium on Theoretial Aspets ofComputer Siene, 1996. Leture Notes in Computer Siene, v. 1046, p. 25{36.[28℄ van Lambalgen M., Random Sequenes, Ph. D. Thesis, University of Amsterdam, 1987.[29℄ ìÅ×ÉÎ ì. á., ï �ÏÎÑÔÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕËóóóò, 1973, Ô. 212, � 3, Ó. 548{550. Levin L.A., On the notion of a random sequene,Soviet Math. Dokl., 14:1413{1416, 1973.[30℄ ìÅ×ÉÎ ì. á., úÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ×Ï�ÒÏÓÙ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, 1974, Ô. 10, ×Ù�. 3, Ó. 30{35.áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: Levin L. A., Laws of information onservation (nongrowth) andaspets of the foundation of probability theory, Problems of Information Transmission,vol. 10 (1974), p. 206{210.[31℄ ìÅ×ÉÎ ì. á., ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÒÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ), äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1976, Ô. 227, � 4, Ó. 804{807. Levin L. A.,Variuos measures of omplexity for �nite objets (axiomati desription), Soviet Math.Dokl., 17:522{526, 1976.[óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ ÎÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË�ÉÉ℄[32℄ áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: Levin L. A., On the priniple of onservation of information inintuitionisti mathematis, Soviet Math. Dokl., 17 (1976), No. 2, 601{605[33℄ ìÅ×ÉÎ ì. á., òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÅ ÔÅÓÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1976,Ô. 227, � 1, Ó. 33-35. Levin L.A., Uniform tests of randomness, Soviet Math. Dokl.,17:337, 1976[34℄ ìÅ×ÉÎ ì. á., ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ, äÏËÌÁÄÙ áËÁ-ÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1977, ÔÏÍ 234, �3, 536{539[35℄ Levin L. A., Vyugin V. A., Invariant properties of informational bulks, MathematialFoundations of Computer Siene, 1977, Leture Notes in Computer Siene, v. 153.[36℄ Levin L. A., Randomness Conservation Inequalities: Information and Independene in Math-ematial Theories, Information and Control, 61, No. 1{2, 15{37 (1984)[37℄ Levin L. A., A onept of independene with appliation in various �elds of mathematis,MIT Tehnial Report, MIT/LCS/TR-235, 21 p.[38℄ Li M., Vit�anyi P., An Introdution to Kolmogorov Complexity and Its Appliations,Seond Edition, Springer, 1997. (638 pp.)[39℄ Shoe-Yen Robert Li, Raymond W. Yeung, Linear Network Coding. Preprint, 1999.ÓÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ �ÏÔÏË ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÄÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ???410



äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ: Ralf Koetter, Muriel M�edard, An Algebrai Approah to NetworkCoding (ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× É �ÒÉ£ÍÎÉËÏ× É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏ×,�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ). ðÒÅ�ÒÉÎÔ? Proeedings of INFOCOM, 2002.Peter Sanders, Sebastian Enger, Ludo Tolhuizen, Polynomial Time Algorithms for NetworkInformation Flow (�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÏ× ÄÌÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ �Å-ÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÏËÏ×, ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉÂÅÚ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ).[40℄ Loveland D. W., A new interpretation of von Mises' onept of a random sequene, Z.Math. Logik und Grundlagen Math., 12:279{294, 1966. [óÔÁÔØÑ ìÁ×ÌÜÎÄÁ, ÇÄÅ ÏÂßÑÓ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍ LMS, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ�ÒÉÍÅÒÁ ÷ÉÌÌÑ? Õ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ, ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ. äÁ£ÔÓÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ Levin, Minsky, Silver 1962℄[41℄ Loveland D. W., The Kleene hierarhy lassi�ation of reursively random sequenes,Trans. Amer. Math. So., 125:497{510, 1966. [óÔÁÔØÑ ìÁ×ÌÜÎÄÁ, ÇÄÅ ××ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ (�ÒÏ×ÅÒÉÔØ!!!)℄[42℄ Lutz J., Dimension in Complexity Classes, SIAM Journal on Computing, v. 32 (2003),p. 1236{1259. Preliminary version: Proeedings of the Fifteenth Annual IEEE Confer-ene on Computational Complexity, 2000, p. 158{169.[ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ s-gales (s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ). äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.℄[43℄ Lutz J. H., The dimensions of individual strings and sequenes, Information and Compu-tation, 187(1):49-79, 2003. Preliminary version: Gales and the onstrutive dimension ofindividual sequenes. Proeedings of the 27th International Colloquium on Automata,Languages, and Programming, Springer-Verlag, 2000, p. 902{913.[üÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. óÔÒÏÉÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.óÔÒÏÉÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ liminf É limsup ÕÄÅÌØÎÙÈÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ; × ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÊ | ÎÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÓÓÙÌËÁ ÎÁ [44℄.℄[44℄ Mayordomo, E., A Kolmogorov omplexity haraterization of onstrutive Hausdor� di-mension, Information Proessing Letters, 2002, 84 (1): p. 1{3.[ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÅÓÔØ ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ [43℄�ÒÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ℄[45℄ íÁÎÉÎ à. é. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ É ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ, í.: óÏ×ÅÔÓËÏÅ ÒÁÄÉÏ, 1980. 128 Ó.[46℄ Martin-L�of P., The De�nition of Random Sequenes, Information and Control, 9:602{619,1966. 411



[47℄ Martin-L�of P., Complexity Osillations in In�nite Binary Sequenes, Z. Wahrsheinlihkeit-stheorie verw. Geb., 19, 225{230 (1971)[48℄ Merkle W., The omplexity of stohasti sequenes, Proeedings of the 18th Annual IEEEConferene on Computatil Complexity, 7{10 July 2003, Aarhus, Denmark, p. 230{235.(íÅÒËÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ Mises{Wald{Churh stohasti ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ�Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ { äÜÌÉ, reursively random| ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, partial-reursively random | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×.)óÔÒÏÑÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (�ÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÅ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ×, ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏ× É ÄÏËÁÚÁÎÏÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �Ï íÉÚÅÓÕ { þ£ÒÞÕ {äÜÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ O(log n)[49℄ Merkle W. The Kolmogorov{Loveland stohasti sequenes are not losed under selet-ing subsequenes, Journal of Symboli Logi, v. 68 (2003), p. 1362{1376. Preliminaryversion: International Colloquium on Automata, Languages and Programming, 2002,Leture Notes in Computer Siene, v. 2380, p. 390{400, Springer, 2002.[50℄ Miller J., Yu L., On initial segment omplexity and degrees of randomness, Transationsof the Amerian Mathematial Soiety, to appear.[51℄ Miller J., Every 2-random real is Kolmogorov random, Journal of Symboli Logi,69(3):907{913 (2004).[52℄ Miller J., Contrasting plain and pre�x-free Kolmogorov omplexity, Submitted [23.08.2006℄.[53℄ von Mises, Rihard, Grundlagen der Wahrsheinlihkeitsrehnung, MathematisheZeitshrift, Bd. 5, 191, S. 52{99. (ðÅÒÅ�ÅÞÁÔÁÎÏ × ËÎÉÇÅ: Seleted Papers of Rihardvon Mises. Volume Two. Probability and Statistis, General. Amerian Mathematial Soi-ety, 1964. p. 57{106.)[54℄ von Mises, Rihard, Wahrsheinlihkeit, Statistik und Wahrheit, Wien: Springer-Verlag,1928. 189 p.[55℄ íÉÚÅÓ ò., ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, í.{ì.:çÏÓÉÚÄÁÔ, 1930.[56℄ íÕÞÎÉË áÎ. á. ïÂ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ ÄÅÓËÒÉ�ÔÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. äÏËÌÁÄÙáËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË óóóò, 1985, Ô. 285, � 2, Ó. 280{283.[57℄ íÕÞÎÉË áÎ, á., îÉÖÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É ÒÅÌÑ-ÔÉ×ÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. �ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É Å£ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, 1987,� 3, Ó. 563{565.óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ × ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ 0′-�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÍÅÒÁÍ.412



[58℄ Muhnik An. A. Conditional omplexity and odes, Theoretial Computer Siene, v. 271(2002), issues 1{2, p. 97{109. [ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ: Andrej Muhnik, Alexej Semen-ov, Multi-onditional Desriptions and Codes in Kolmogorov Complexity, ECCC TehnialReport, 2000, no. 15, January 27, 2000.℄[59℄ Muhnik An. A., Positselsky S. E., Kolmogorov entropy in the ontext of omputabilitytheory, Theoretial Computer Siene, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 15{35.[60℄ Muhnik An.A., On ommon information, Theoretial Computer Siene, v. 207, No. 2(November 1998), p. 319{328.[61℄ Muhnik An.A., Semenov A.L., Uspensky V.A., Mathematial metaphysis of randomness,Theoretial Computer Siene, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 263{317.[62℄ Nies A., Stephan F., Terwijn S., Randomness, relativization and Turing degrees, Journalof Symboli Logi, 70 (2), 515{535 (2005).[63℄ J. Reimann, Computability and fratal dimension, PhD thesis, Rupreht-Karls Universit�atHeidelberg, 2004. urn:nbn:de:bsz:16-opus-55430[æÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ s-ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ s-ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈs .℄[64℄ òÉ×ÅÓÔ É ÄÒ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ[65℄ Romashhenko A., Shen A., Vereshhagin N., Combinatorial interpretaion of Kolmogorovomplexity, Theoretial Computer Siene, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 111{123. Pre-liminary versions: ECCC Report 7(26):2000; IEEE onferene on Computational Complex-ity.[66℄ Shnorr C.P., Zuf�alligkeit und Wahrsheinlihkeit. Eine algorithmishe Begr�undungder Wahrsheinlihkeitstheorie, Leture notes in mathematis, v. 218. IV+212 S.Springer, 1971.[67℄ Shnorr C.P, Optimal G�odel numberings. Information Proessing 71. Proeedings ofIFIP ongress 71, Lubljana, August 23{28, 1971. V. 1. Foundations and systems. Eds.:C.V. Freiman et al. North-Holland, 1971, p. 56{58[68℄ Shnorr C.P., Optimal enumerations and optimal G�odel numberings,Mathematial SystemsTheory, v. 8, no. 2 (1975), p. 182{191.[69℄ Shnorr C.P., Proess Complexity and E�etive Random Tests, Journal of Computer andSystem Sienes, 7, p. 376-388 (1973).[70℄ ûÅÎØ á., áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ �ÏÎÑÔÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ, ??? Shen A., Algoritmi variantsof the notion of entropy, Soviet Math. Dokl., 29(3):569{573, 1984.
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[71℄ ûÅÎØ á., ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áî óóóò, 1988, ÔÏÍ 302, �3, Ó. 548{552. áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ:Shen A., On relations between di�erent algorithmi de�nitions of randomness, Soviet Math.Dokl., v. 38 (1989), no. 2, p. 316{319.[72℄ Shen A., Algorithmi Information Theory and Kolmogorov Complex-ity, Uppsala Universitet, Tehnial Report 2000-034. Available at:http://www.it.uu.se/researh/publiations/reports/2000-034.[73℄ Theory of omputation textbook[74℄ Solomono� R. J., A formal theory of indutive inferene, part 1, part 2. Inform. Contr.,7:1{22, 224{254, 1964[75℄ Tadaki, K., A generalization of Chaitin's halting probability 
 and halting self-similar sets,Hokkaido mathematial journal, 31 (1): 219{253, 2002. See also: arXiv:nlin.CD/0212001[ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ s-ÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.℄[76℄ õÓ�ÅÎÓËÉÊ ÷. á., óÅÍ£ÎÏ× á. ì. áÌÇÏÒÉÔÍÙ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, í.: îÁÕËÁ,1987. 288 Ó. English translation: Uspensky V., Semenov A., Algorithms: Main Ideas andAppliations. Translated by A. Shen. Kluwer Aademi Publishers, 1993. ISBN: 0-7923-2210-X. 269 pp.[77℄ õÓ�ÅÎÓËÉÊ ÷. á., óÅÍ£ÎÏ× á. ì., ûÅÎØ á., íÏÖÅÔ ÌÉ (ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ? õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, 1990, Ô. 45,×Ù�. 1 (271), Ó. 105{162 English translation: Uspenskii V. A., Semenov A. L., Shen'A. Kh., Can an individual sequene of zeros and ones be random? Russian Math. Surveys,45:1 (1990), p. 121{189.[78℄ Vereshhagin N. K. Kolmogorov omplexity onditional to large integers. Theoretial Com-puter Siene, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 59{67.[79℄ ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., ûÅÎØ á. ìÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏ-ÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. þÁÓÔØ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. í.:íãîíï, 2000(?).(ftp://ftp.mme.ru/users/shen/logi/omput)[80℄ Shafer G., Vovk V. Probability and Finane: It's Only a Game! New York: Wiley, 2001.[81℄ Ville J., �Etude Critique de la Notion de Colletif, Gauthier-Villars, 1939. (Monographiesdes probabilit�es. Calul des probabilites et ses appliations. Publi�ee sous la diretion de M.�Emile Borel. Fasiule III.)[82℄[83℄ V'yugin V.V., Ergodi theorems for individual random sequenes, Theoretial ComputerSiene, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 343{361.
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[84℄ V'yugin V.V., Non-stohasti in�nite and �nite sequenes, Theoretial Computer Siene,v. 207, No. 2 (November 1998), p. 363{382. [÷ÒÏÄÅ ÂÙ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ Ó�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÙÄÁ£Ô �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ �Ï ËÁËÏÊ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. îÅÞÔÏ �ÏÈÏÖÅÅ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ × V'yugin V.V. Bayesianism: An AlgorithmiAnalysis, Information and Computation, 1996, vol. 127, pp. 1{10. ÷ Þ£Í ÒÁÚÎÉ�Á?!℄[85℄ Wald A., Die Wiederspruhsfreiheit des Kollektivbegri�s der Wahrsheinlihkeitsrehnung,Ergebnisse eines matematishen Kolloquiums, 8:38{72, 1937.[86℄ úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ é. ä., ãÅÊÔÉÎ ç. ó. ï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÑÈ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÒÕÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ áî óóóò ÉÍÅÎÉ÷. á. óÔÅËÌÏ×Á, 1962. �ÏÍ 67, Ó. 458{502.[87℄ ú×ÏÎËÉÎ á. ë., ìÅ×ÉÎ ì. á., óÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÎÁÕË, Ô. 25, ×Ù�. 6 (156), Ó. 85{127. áÎÇÌÉÊÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: A.K. Zvonkin, L.A. Levin,The omplexity of �nite objets and the development of the onepts of information andrandomness by means of the theory of algorithms. Russian Math. Surveys, 25:6 (1970),p. 83{124.(lutz-s-gales × ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ ÕÖÅ ÅÓÔØ)üÔÏ ×ÒÏÄÅ ÂÙ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ, ÞÔÏ × ËÎÉÖËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ �ÒÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. (÷ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ×ÙÛÅ �ÉÓÁÌ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÒÏ ÔÏ, ÞÔÏ × ËÎÉÖËÅ ÅÓÔØ. ó�ÏÌÎÙÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ Ñ �ÏËÁ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÌÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ �ÏÞÉÔÁÔØ.) óÓÙÌËÉ,ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ:- ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ s-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× - Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ë. �ÁÄÁËÉ [75℄ - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 94[e�etive-hausdorf℄ - [63℄ - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 96 [dimension-sup℄ - [43℄ - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 97 [hdim-formula℄- [43,44℄ - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 152 [hausdorf-martingale℄ - [42℄ - ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ�ÒÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÜÔÏÇÏ ÖÁÎÒÁ. åÝÅ �ÒÏ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÔÕÄÁ ÖÅ.ðÒÏ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÎÉ ÅÝÅ ×ÓÅ ÓÓÙÌÁÀÔÓÑ ÎÁ C.-P. Shnorr, Zuf�alligkeit und Wahrshein-lihkeit. îÏ ÚÄÅÓØ Ñ ÔÏÌØËÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÍÏÇÕ, ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ. ïÎÁ, ×�ÒÏÞÅÍ, × ÂÉ-ÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ É lit-�les É ÂÅÚ ÍÅÎÑ ÅÓÔØ.
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