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Аннотация

Предположим, что у набора слов x1, . . . , xn пренебрежимо ма-
лая взаимная информация с некоторым z. Естественно предполо-
жить, что те свойства набора слов xi, которые можно выразить
на языке колмогоровской сложности, не должны значительно ме-
няться при релятивизации относительно z. В данной статье мы
попытаемся формализовать это предположение и докажем его для
некотороых важных частных случаев.

1 Введение
В данной работе мы интересуемся устойчивостью колмогоровских свойств
кортежей слов при релятивизации. Прежде всего следует пояснить, ка-
кие свойства мы называем колмогоровскими. Говоря кратко и нефор-
мально, мы интересуемся свойствами, выразимыми в терминах колмо-
горовских сложностей заданных слов. При этом мы как правило будем
интересоваться свойствами, выполняющимися с ‘логарифмической точ-
ностью’. Прежде чем давать точное определение, приведём несколько
примеров.
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Пример 1. Для любых слов x1, x2 выполнены неравенства

K(x1, x2) ≤ K(x1) + K(x2) +O(log K(x1, x2)),

и
K(x1, x2) ≥ K(x1)−O(1).

Кроме того, выполнено равенство

K(x1, x2) = K(x1) + K(x2|x1) +O(log K(x1, x2)).

Это наиболее простые свойства колмогоровских сложностей пары слов,
выразимые с помощью линейных равенств и неравенств. В теории кол-
могоровской сложности часто оказывается, что интересные свойства вы-
полнены с логарифмической точностью до аддитивного логарфмическо-
го слагаемого, как в рассмотренном примере. Кроме того, различные
виды колмогоровской сложности (префиксная, монотонная сложности,
сложность разрешения, априорная сложность) отличаются от простой
сложности на величины не более чем логарифмического порядка. Поэто-
му свойства, выполненные с ‘логарифмической точностью’, одинаковы
для всех видов колмогоровской сложности. Всё это даёт основания ин-
тересоваться свойствами сложности с логарифмической погрешностью.

Как описать такого рода свойств в наиболее общем виде? Для набора
слов x1, . . . , xn мы рассмотрим колмогоровские сложности всех кортежей
xi1 , . . . , xik , где 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Таким образом, набору из n слов со-
ответствует (2n − 1) сложностей. Упорядочив все поднаборы из данного
набора слов некоторым каноническим образом (скажем, лексикографи-
чески), мы получаем сложностной профиль – вектор в Z2n−1

+

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1, x2), . . . , K(x2), K(x2, x3), . . .).

Замечание. Не имеет смысла рассматривать кортежи, отличаю-
щиеся только порядком слов, я также кортежи, в которых некоторые
слова встречаются несколько раз. При перестановке или дублировании
членов кортежа, его колмогоровская сложность меняется на величи-
ну, зависящую только от числа слов в кортеже, но не от их сложно-
стей. Поскольку мы собираемся пренебрегать логарифмической погреш-
ностью, нет нужды различать между собой величины, отличающиеся
друг от друга на O(1).
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По тем же причинам нет необходимости принимать во внимание
относительные колмогоровские сложности, поскольку с помощью тео-
ремы Колмогорова – Левина их можно выразить как комбинацию без-
условных сложностей:

K(x1, . . . , xn|y1, . . . , ym) = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)−K(y1, . . . , ym)+O(log N),

где N = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
Таким образом, мы можем говорить о свойствах сложностного про-

филя ~K(x1, . . . , xn) как о простейших колмогоровских свойствах набо-
ра слов x1, . . . , xn. Например, неравенство K(x1, x2) ≤ K(x1) + K(x2) +
O(log K(x1, x2)) соответствует утверждению о профиле пары x1, x2: су-
ществует такая константа C, что для любых слов x1, x2 сложностной
профиль ~K(x1, x2) = (K(x1), K(x2), K(x1, x2)) принадлежит множеству

A = {(u, v, w) : w ≤ u + v + C log w}.

В общем случае мы можем говорить, что простые утверждения о кол-
могоровских свойствах формулируются в виде

~K(x1, . . . , xn) ∈ A

для всевозможных множеств A. В частности, в таком виде можно вы-
разить утверждения об истинности линейных информационных нера-
венств [11, 10, 5].

Описанные простые утверждения, выражающие колмогоровские свой-
ства, можно рассмотреть как бескванторные формулы. Разумеется, к та-
кого вида формуле можно приписать кванторы всеобщности по всем пе-
ременным, получив (истинное или ложное) универсальное утверждение
о колмогоровской сложности.

Однако предсталяют интерес и более сложные свойства колмогоров-
ской сложности. Чтобы выразить их могут потребоваться формулы с
переменами кванторов. Простейший пример – свойство выделяемости
взаимной информации пары слов:

Пример 2. Для заданных x1, x2 мы можем интересоваться, верно
ли

∃y : K(y|x1) = O(log N) ∧ K(y|x2) = O(log N) ∧ K(y) ≥ I(x1 : x2)−O(log N),
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где N = K(x1, x2). Конкретизируя константу в члене O(log N), мы
получаем вопрос следующего вида: верно ли, что

∃y ~K(x1, x2, y) ∈ A,

где A – соответствующее множество в Z7. Для сколь угодно большой
константы в аддитивном члене O(log N) ответ на данный вопрос мо-
жем быть положительным или отрицательным в зависимости от
выбора пары 〈x1, x2〉. Это следует из теоремы Гача и Кёрнера [2], см.
также более сильное утверждение в [7].

Другие, более сложные примеры колмогоровских свойств, требующих
перемен кванторов в формулировке, можно найти в [8].

Наиболее общий вид колмогоровского свойства для слов x1, . . . , xn

может быть выражен формулой вида

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ A, (1)

где A ⊂ Z2n+m−1.
Пусть для x̄ = (x1, . . . , xn) выполнено свойство (1), а для кортежа

x̄′ = (x′1, . . . , x
′
n) выполнено аналогичное свойство

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x′1, . . . , x
′
n, y1, . . . , ym) ∈ A′

для некоторого A′. Можно говорить, что свойство x̄ и x̄′ близки, ес-
ли близки множества множеств A и A′. В частности, если A лежит в
O(logK(x̄))-окрестности A′ и наоборот, мы говорим, что свойства корте-
жей x̄ и x̄′ близки с логарифмической точностью.

Итак, мы уточнили, какие свойства мы называем колмогоровскими.
Теперь перейдём к вопросу об устойчивости этих свойств при релятиви-
зации. Пусть задан некоторый оракул O (конечная или бесконечная дво-
ичная последовательность). Можно рассмотреть колмогоровскую слож-
ность, релятивизованную относительно данного оракула K(x1, . . . , xn|O).
В случае конечного O релятивизованная сложность совпадает с обычной
относительной сложностью.

Для произвольной n-ки слов мы можем рассмотреть релятивизован-
ный сложностной профиль ~K(x1, . . . , xn|O), содержащий все релятиви-
зованные сложности K(xi1 , . . . , xik |O). При каких условиях релятивиза-
ция относительно O не изменяет колмогоровских свойств кортежа x̄ =
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(x1, . . . , xn), или, во всяком случае, меняет их незначительно? Необходи-
мое условие очевидно: оракул O не должен содержать информации о x̄,
то есть разность

K(x̄)−K(x̄|O)

должна быть пренебрежимо малой. Мы предполагаем, что данное усло-
вие является (при соответствующем уточнении ‘пренебрежимой мало-
сти’) также и достаточным.

Основная гипотеза: Колмогоровские свойства кортежа x̄ = (x1, . . . , xn)
мало меняются при релятивизации относительно оракула O, если и
только если взаимная информация I(O : x̄) = K(x̄)−K(x̄|O) мала.

Однако доказать это в сколько-нибудь общей ситуации оказывается
трудно. В данной работе мы изучим некоторые частные случаи общей
гипотезы. Далее мы сформулируем основные результаты статьи. Для
простоты формулировок мы ограничимся формулировками для конеч-
ного оракула O (слово, задающее оракул, мы будем обозначать z).

1.1 Формулировки основных результатов

В дальнейшем мы будем часто использовать асимптотическое обозначе-
ние O(f(x1, . . . , xn)) для различных выражений f(), в которые входит
колмогоровская сложность. Мы имеем в виду, что мультипликативная
константа в ‘О-большом’ зависит только от конретизации функции кол-
могоровской сложности и от длины рассматриваемых кортежей. Более
того, зависимость константы от длины кортежей эффективна.

1. Эквивалентность для бескванторных формул.
Нетрудно проверить, что для свойств, выражающихся бескванторны-

ми формулами, малость взаимной информации между x̄ и оракулом O
является необходимым и достаточным условием для устойчивости кол-
могоровского свойства при релятивизации. Для полноты изложения мы
докажем этот факт:

Теорема 1 Предположим, что для некоторых слов x̄ = (x1, . . . , xn) и
слова z

I(x̄ : z) = K(x)−K(x|z) ≤ δ.

Тогда соответствующие компоненты сложностных векторов ~K(x̄) и
~K(x̄|z) отличаются не более чем на δ +O(log K(x̄)).
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2. ∃-формулы.
Далее, перейдём к рассмотрению свойств, выражающихся ∃-формулами

(с параметрами). В этом случае наша общая гипотеза может быть сфор-
мулирована в пары взаимно обратных утверждений. Прямое утвержде-
ние (теорема 2) тривиально; обратное утверждение (гипотеза 1) является
главным открытым вопросом данной статьи:

Теорема 2 Предположим, что для некоторых слов x̄, z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда для любого ȳ = (y1, . . . , ym) найдётся такой ȳ′ = (y′1, . . . , y
′
m),

что соответствующие компоненты сложностных профилей ~K(x̄, ȳ) и
~K(x̄, ȳ′|z) отличаются друг от друга не более чем на δ+O(log K(x̄, ȳ, z)).

Гипотеза 1 Предположим, для некоторых слов x̄ = (x1, . . . , xn) и z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда для любого ȳ = (y1, . . . , ym) найдётся такой ȳ′ = (y′1, . . . , y
′
m),

что соответствующие компоненты сложностных профилей ~K(x̄, ȳ|z)

и ~K(x̄, ȳ′) отличаются не более чем на δ +O(log K(x̄, ȳ, z)).

Нам удаётся доказать гипотезу 1 только для стохастических слов.

Определение 1 Слово x называется (α, β)-стохастическим, если су-
ществует множество A, содержащее x, такое что

• сложность кортежа Â, состоящего из всех элементов A в лек-
сикографическом порядке, не превосходит α,

• K(x|Â) ≥ log |A| − β

(здесь и далее в нашем тексте все логарифмы берутся по основанию
2). В частности, всякое несжимаемое слово длины N является (log N +
O(1),O(1))-стохастическим.

Определение стохастичности очевидным образом переносится на кор-
тежи слов. Для наших целей наибольший интерес представляют (O(log N),O(log N))-
стохастические кортежи x̄, где N = K(x̄). Такие кортежи мы для крат-
кости называем просто стохастическими. Отметим, что сам по себе тот
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факт, что не все слова являются нестохастическими, является весьма
нетривиальным [13].

В приложениях комогоровской сложности как правило используют-
ся именно стохастические слова или кортежи слов. Поэтому изучение
свойств стохастических наборов слов заслуживет особого внимания.

Теорема 3 Гипотеза 1 выполнена для стохастических x̄.

3. Существование кортежей, неэквивалентных стохастиче-
ским

Будем говорить, что слова a, b C-эквивалентны (a ∼C b), если

K(a|b) ≤ C log K(a, b) ∧K(b|a) ≤ C log K(a, b).

Далее, будем называть кортежи ā = (a1, . . . , an) и b̄ = (b1, . . . , bn) C-
эквивалентными (обозначая это ā ∼C b̄), если для каждого i = 1, . . . , n
слово ai C-эквивалентно bi. Поскольку мы изучаем колмогоровские свой-
ства с логарифмической точностью, эквивалентные кортежи с нашей
точки зрения неотличимы друг от друга.

Возникает искушение доказывать гипотезу 1, сводя произвольный
кортеж x̄ к эквивалентному ему стохастическому x̄′ и применяя к x̄′

теорему 3. Но можно ли для произвольного x̄ найти эквивалентный ему
стохастический x̄′?

Прежде всего отметим, что для индивидуального слова x (для корте-
жа длины 1) можно найти C-эквивалентное ему (C log K(x), C log K(x))-
стохастическое слово x′. Разумеется, мы требуем, чтобы константа C бы-
ла достаточно большой, но независящей от x. В самом деле, для любого
слова x найдётся кратчайшее описание p для данного слова x, такое что

K(p|x) = O(log K(x)).

Это p и можно взять в качестве x′. Очевидно, данное слово O(log K(x))-
эквивалентно слову x. В то же время

K(x′) ≥ |x′| − O(1),

так как оно является кратчайшим описанием x. Следовательно, x′ сто-
хастическое.

Верно ли аналогичное утверждение для пары 〈x1, x2〉? Если x1, x2

независимы, то мы можем отдельно заменить каждое из xi на эквива-
лентное стохастическое x′i. Нетрудно видеть, что пара 〈x′1, x′2〉 является
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стохастической и эквивалентна 〈x1, x2〉. Другой простой пример: пред-
положим, что K(x1|x2) ≤ O(log K(x2)) (неформально это значит, что x1

является частью x2). Тогда найдутся такие несжимаемые слова p и q,
что x1 эквивалентно p, а x2 эквивалентно 〈p, q〉. При этом пара (p, 〈p, q〉)
является стохастической.

Однако в общем случае для пары слов нельзя найти эквивалентную
ей стохастическую. Сформулируем это утверждение более точно.

Теорема 4 Пусть даны рациональные числа α, β, γ, C > 0 такие, что
α+β > γ и α, β < γ. Тогда для достаточно больших n существует пара
слов x1, x2, для которой

• K(x1) = αn +O(log n),

• K(x2) = βn +O(log n),

• K(x1, x2) = γn +O(log n),

и не существует (C log n, C log n)-стохастической пары x′1, x
′
2, которая

была бы C-эквивалентна паре (x1, x2).

Замечание: условие α+β > γ гарантирует, что x1 и x2 зависимы, а
условия α, β < γ показывают, что ни одно из слов xi не может быть
слишком просто относительно другого.

Отметим, что поскольку уже для кортежа длины 2 в общем случае
нельзя подобрать эквивалентный ему стохастический кортеж, методы
теоремы 3 не позволяют доказать гипотезу 1 в общем случае.

4. Ослабленные варианты гипотезы 1
Нетривиалным оказывается даже частный случай гипотезы 1 для

m = 1:

Гипотеза 2 Предположим, для некоторых слов x̄ = (x1, . . . , xn) и z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда для любого y найдётся y′ такое, что сложностные профили ~K(x̄, y|z)

и ~K(x̄, y′) отличаются не более чем на δ +O(log K(x̄, y, z)).

Мы покажем, что гипотеза 2 эквивалентна следующему техническому
утверждению (вопрос о его истинности был поставлен в [12]):
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Гипотеза 3 Для любой n-ки x̄ = (x1, . . . , xn) и любого w найдётся та-
кое слово w′, что

• K(xi1 , . . . , xik |w′) ≤ K(xi1 , . . . , xik |w)+O(log K(x̄, w)) для любых 1 ≤
i1 < . . . < ik ≤ n,

• K(w′) ≤ I(x̄ : w) +O(log K(x̄, w)).

Кроме того, мы докажем ослабленный вариант этой гипотезы.

Теорема 5 Для любой n-ки x̄ = (x1, . . . , xn) (n > 1) и любого w найдёт-
ся такое слово w′, что

• K(xi1 , . . . , xik |w′) ≤ K(xi1 , . . . , xik |w) + δ +O(log N) для любых 1 ≤
i1 < . . . < ik ≤ n,

• K(w′) ≤ I(x̄ : w) + δ +O(log N),

где N = K(x̄, w), и

δ = I(x̄ : w)− 1

n− 1
(

n∑
i=1

K(xi)−K(x̄)) +
2

n− 1
(

n∑
i=1

K(xi|w)−K(x̄|w)).

Отличие от гипотезы 3 состоит в добавочном члене δ, который в общем
случае имеет порядок Ω(N).

Отметим частный случай теоремы 5 для n = 2.

Следствие 1 Для любых x1, x2, w найдётся такое слово w′, что

• K(x1|w′) ≤ K(x1|w) + δ +O(log N),

• K(x2|w′) ≤ K(x2|w) + δ +O(log N),

• K(x1, x2|w′) ≤ K(x1, x2|w) + δ +O(log N),

• K(w′) ≤ I(x̄ : w) + δ +O(log N),

где δ = I(x1 : x2|w) + I(x1 : w|x2) + I(x2 : w|x1), а N = K(x1, x2, w).
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Данное следствие является усилением леммы 4 из [12], где был доказан
аналогичный результат для в двое большего δ. Следствие 1 наиболее
интересно в случае δ = O(log N), когда из трёх слов x1, x2, w каждые два
независимы относительно третьего (см. применения этого утверждения
в [12]).

Техника, используемая при доказательстве теоремы 5, основана на
свойствах гроздей, вперве введённых в [12].

5. Выделение взаимной информации.
В [12] было показано, что в случае I(x1, x2 : z) ≈ 0 взаимная ин-

формация пары 〈x1, x2〉 может быть выделена при релятивизации отно-
сительно z, если и только если взаимная информация пары выделяется
без релятивизации. Более точно, имеет место следующее утверждение.

Утверждение 1 [12] Пусть для слов x1, x2, z и некоторой константы
C

I(x1, x2 : z) ≤ C log N,

(пара 〈x1, x2〉 независима с z), и у слов x1, x2 выделяется (с точностью
C log N) взаимная информация при релятивизации относительно z, то
есть

∃w : K(w|xi, z) ≤ C log N, i = 1, 2 и K(w|z) ≥ I(x1 : x2)− C log N.

Тогда для некоторой константы D (зависящей только от C) взаимная
информация x1 и x2 выделяется с точностью D log N без релятивиза-
ции, то есть

∃w′ : K(w′|xi) ≤ D log N, i = 1, 2 и K(w′) ≥ I(x1 : x2)−D log N.

(Мы используем обозначение N = K(x1, x2, z).)

Мы предполагаем, что верно более сильное утверждение: если I(x1, x2 :
z) ≈ 0 и у слов x1, x2 при релятивизации относительно z выделяется
некоторая часть взаимной информации, то аналогичное свойство вы-
полнено и без релятивизации. Нам не удаётся доказать это утверждение
с логарифмической точностью. Мы покажем лишь, что оно верно с по-
грешностью o(N). Аналогичное утверждение верно и для произвольного
n ≥ 2:
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Теорема 6 Для любой функции f(N), f(N) = o(N) найдётся функция
g(N) (g(N) = o(N)) такая, что для любых слов z, x̄ = (x1, . . . , xn) если
I(z : x̄) ≤ f(N) и

∃w : K(w|z) ≥ α, K(w|xi, z) ≤ f(N)(i = 1, . . . , n),

где N = K(x̄, z), (то есть у слов x1, . . . , xn можно выделить α битов
взаимной информации с погрешностью f(N), имея z в качестве ораку-
ла), то

∃y : K(y) ≥ α− g(N), K(y|xi) ≤ g(N)(i = 1, . . . , n),

то есть те же α битов взаимной информации выделяются без реля-
тивизации (с погрешностью g(N)).

Доказательство этого результата также использует метод гроздей.

1.2 Как организована статья

В разделе 2 мы приводим основные определения и формулируем несколь-
ко технических лемм. В разделе 3 мы доказываем основные результаты
статьи – теоремы 1, 2, 3. В разделе 4 мы доказываем теорему 4. В разделе
5 мы показываем эквивалентность гипотез 2 и 3, доказываем теорему 5.
В разделе 6 доказывается теорема 6. В приложении мы приводим дока-
зательства некоторых технических лемм.

2 Определения и обозначения

2.1 Сложностные профили

Обозначение 1 Пусть фиксирована n-ка слов x̄ = x1, . . . , xn. Для лю-
бого множества V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} (1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n)
будем обозначать x̄V кортеж слов xj с индексами j ∈ V :

x̄V = 〈xi1 , . . . , xik〉.

Мы будем использовать данное соглашение для обозначения колмогоров-
ской сложности соответствующего кортежа:

K(x̄V ) := K(xi1 , . . . , xik).

11



Если V = ∅, то полагаем K(x̄V ) := K(λ) (где λ – пустое слово).
Аналогичное обозначение будем использовать для условных слож-

ностей: для любых подмножеств V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} и W =
{j1, . . . , jl} ⊆ {1, . . . , n} полагаем

K(x̄V |x̄W ) := K(xi1 , . . . , xik |xj1 , . . . , xjl
).

При этом, если W пусто, то считаем K(x̄V |x̄W ) := K(x̄V |λ).

Определение 2 Будем называть сложностным профилем n-ки слов
x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 вектор, состоящий из (2n − 1) сложностей K(x̄W ) для
всех непустых подмножеств W ⊆ {1, . . . , n} (считаем, что подмноже-
ства W располагаются в лексикографическом порядке):

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1, x2), . . . , K(x2), K(x2, x3), . . .).

Будем называть относительным сложностным профилем n-ки x̄
при условии y вектор, состоящий из (2n − 1) сложностей K(x̄W |y) для
всех непустых подмножеств W ⊆ {1, . . . , n} (снова полагаем, что все
подмножества W располагаются в лексикографическом порядке):

~K(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y), K(x1, x2|y), . . . , K(x2|y), K(x2, x3|y), . . .).

Определение 3 Будем называть расширенным сложностным про-
филем n-ки слов x1, . . . , xn вектор, состоящий из всех условных слож-
ностей K(x̄V |x̄W ), где V, W ⊆ {1, . . . , n}, причём V ∩ W = ∅ и V 6= ∅.
Заметим, что в случае W = ∅ мы получаем значение безусловной слож-
ности: K(x̄V |x̄∅) = K(x̄V )+O(1). Считаем, что все пары подмножеств
(V, W ) располагаются в лексикографическом порядке:

~K ′(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1|x2), . . . , K(x2|x1), K(x2|x3), . . .).

Аналогично определим расширенный относительный сложностной
профиль x1, . . . , xn при условии y. Для этого рассмотрим вектор из
всех сложностей вида K(x̄V |x̄W , y):

~K ′(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y), K(x1|x2, y), . . . , K(x2|x1, y), K(x2|x3, y), . . .).

Нам потребуется сравнивать сложностные профили для разных на-
боров слов. Для этого мы введём обозначения для сравнения векторов в
Rk.
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Обозначение 2 Будем говорить что сложностной вектор ᾱ ∈ Rn не
больше вектора β̄ ∈ Rn (обозначение: ᾱ ≤ β̄), если каждая компонента
первого вектора не превосходит соответствующей компоненты вто-
рого вектора, т.е. αi ≤ βi для i = 1, . . . , n.

Кроме того, будем использовать l∞-норму для измерения расстоя-
ния между векторами:

ρ(ᾱ, β̄) := max
i
{|αi − βi|}.

В частности, будем говорить что сложностной профиль для x̄ = (x1, . . . , xn)
не больше сложностного профиля для ȳ = (y1, . . . , yn), если каждая ком-
понента первого профиля не превосходит соответствующей компоненты
второго профиля, т.е. для каждого V ⊆ {1, . . . , n} выполнено K(x̄V ) ≤
K(ȳV ). Аналогично, мы будем говорить, что расстояние между слож-
ностными профилями кортежей 〈x1, . . . , xn〉 и 〈y1, . . . , yn〉 не превосходит
ε, если для каждого набора индексов V выполнено |K(x̄V )−K(ȳV )| ≤ ε.

2.2 Типизация

В дальнейшем мы будем применять прием ‘типизации’ (этот приём ис-
пользовался в [11, 9, 5])

Определение 4 Пусть даны наборы слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и ȳ = 〈y1, . . . , ym〉.
Будем называть типизацией x̄ относительно ȳ следующее множество
n-ок слов:

T (x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ)}.

Далее, будем называть k-строгой типизацией x̄ относительно ȳ сле-
дующее множество:

STk(x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) и ρ( ~K ′(x̄′, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ)) ≤ k}.

Отметим, что множество T (x̄|ȳ) можно перечислять, зная ȳ и все числа
из расширенного профиля ~K ′(x̄, ȳ). Множество ST (x̄|ȳ) таким свойством
не обладает.

Имеют место следующие леммы, доказанные в [11, 5].
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Лемма 1 Для любых наборов слов x̄ = (x1, . . . , xn) и ȳ = (y1, . . . , ym)

log |T (x̄|ȳ)| = K(x̄|ȳ) + O(log N),

где N = K(x̄, ȳ).

Лемма 2 Для любых натуральных n,m существует C = C(n,m) та-
кое, что для всякой n-ки x̄ = (x1, . . . , xn) и всякой m-ки ȳ = (y1, . . . , ym)

|STC log N(x̄|ȳ)| > 1

2
|T (x̄|ȳ)|,

где N = K(x̄, ȳ). При этом можно считать, что C вычислимо зависит
от m и n.

Обозначение 3 Для краткости мы будем обозначать

ST (x̄|ȳ) = STC log N(x̄|ȳ),

где константа C такая же, как в лемме 2.

Также нам потребуетя следующий несложный технический факт:

Лемма 3 Пусть даны наборы слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉, ȳ = 〈y1, . . . , ym〉.
Имеют место следующие утверждения:

(1) Для любого x̄′ = (x′1, . . . , x
′
n), если ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e и

K(x̄′, ȳ) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, то

ρ( ~K ′(x̄′, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ)) ≤ (2δ1 + δ2) + O(log N)

(здесь N = K(x̄, ȳ), ~e = (1, . . . , 1)).
(2) Для любого z и для любого x̄′ = (x′1, . . . , x

′
n) такого, что ~K ′(x̄′, ȳ) ≤

~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e и K(x̄′, ȳ|z) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, имеем

ρ( ~K ′(x̄′, ȳ|z), ~K ′(x̄, ȳ)) ≤ (2δ1 + δ2) + O(log N),

где ~e = (1, . . . , 1) и N = K(x̄, ȳ).

Доказательство леммы приведено в Приложении.
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2.3 Комбинаторная энтропия

Обозначение 4 Пусть A ⊂ X1 × . . . × Xn – некоторое множество
n-ок (в качестве множеств Xi мы как правило будем брать конеч-
ные множества двоичных слов). Для произвольного набора индексов
I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} будем обозначать πI(A) проекцию A на со-
ответствующие оси координат:

πI(A) := {x̄I | x̄ ∈ A}.

В частности, для I = {1, . . . , n} получаем πI(A) = A.
Далее, для всякого кортежа x̄ = 〈x1, . . . , xk〉 будем обозначать σI(A|x̄)

сечение A, соответствующее значению x̄ проеции на оси I:

σI(A|x̄) := {ȳ | ȳ ∈ A и ȳI = x̄}.

Обозначение 5 Пусть X1, . . . , Xn – некоторые конечные множества,
и A ⊂ X1 × . . . ×Xn – произвольное множество n-ок. Будем использо-
вать следующие обозначения:

• nI(A) – число элементов в πI(A).

• nI|J(A|x̄) – число элементов в πIσJ(A|x̄).

• nI|J(A) = max
x̄∈πJ (A)

nI|J(A|x̄). В частности, если J = ∅, то nI|J(A) =

nI(A).

Определение 5 Пусть X1, . . . , Xn – некоторые конечные множества,
и A ⊂ X1× . . .×Xn – произвольное множество n-ок. Для любых наборов
индексов I, J ⊆ {1, . . . , n} полагаем

• entI(A) := dlog nI(A)e.

• entI|J(A) := dlog nI|J(A)e (если J = ∅, то entI|∅(A) = entI(A)).

Лемма 4 Пусть A ⊂ Σn – некоторое конечное множество n-ок слов.
Обозначим list(A) список всех элементов A (в некоторой вычислимой
кодировке). Тогда для любого x̄ ∈ A, для любых V, W ⊂ {1, . . . , n}

K(x̄V |x̄W , list(A)) ≤ entV |W (A) + O(1).
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Доказательство очевидно. Имея список всех элементов A и кортеж x̄W

можно найти список всех элементов в множестве

B = πV σW (A|x̄W ).

При этом x̄V ∈ B. Чтобы указать x̄V , остаётся указать номер кортежа
x̄V в списке элементов B, что требует не более dlog nV |W (A)e битов.

3 Эквивалентность для бескванторных и эк-
зистенциальных формул

Доказательство теоремы 1 тривиально. С одной стороны, для любого
набора индексов V ⊆ {1, . . . , n}

K(x̄V |z) ≤ K(x̄V ) + O(1).

С другой стороны,

K(x̄V )−K(x̄V |z) = I(x̄V : z) ≤ I(x̄ : z) + O(log N) ≤ δ + O(log N).

�
Доказательство теоремы 2. Требуется доказать, что расстояние меж-

ду ~K(x̄, ȳ) и ~K(x̄, ȳ′|z) не превосходит δ + O(log N). Мы докажем фор-
мально более сильный факт: расстояние между соответствующими рас-
ширенными профилями не превосходит δ + O(log N).

Рассмотрим множество T (ȳ|x̄). Согласно лемме 1 в данном множестве
содержится 2K(ȳ|x̄)+O(log N) m-ок слов. Следовательно, мы можем выбрать
ȳ′ ∈ T (ȳ|x̄) такое, что

K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(ȳ|x̄)−O(log N).

Для выбранного набора слов ȳ′

K(x̄, ȳ′|z) = K(x̄|z)+K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(x̄)−δ+K(ȳ|x̄)−O(log N) = K(x̄, ȳ)−δ−O(log N).

Следовательно, можно применить лемму 3, т.е.

ρ( ~K ′(x̄, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ′|z)) ≤ δ + O(log N).

�
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Мы предполагаем, что верна гипотеза 1, являющаяся обращением
теоремы 2. Нам не известно, верна ли эта гипотеза в общем случае. Далее
мы докажем её для стохастических 〈x1, . . . , xn〉.

Доказательство теоремы 3.
Шаг 1. Пусть N = K(x̄, ȳ). Заменим каждое из слов x1, . . . , xm, y1, . . . , ym

на соответствующую ему кратчайшую программу (в оптимальном язы-
ке программирования). При этом величины сложностей в расширенном
профиле ~K ′(x̄, ȳ|z) изменятся не более чем на O(log N), а также сохра-
нится стохастичность набора x1, . . . , xm. Далее без ограничения общности
мы будем предполагать, что x̄ ∈ (BN)n, ȳ ∈ (BN)m. По условию n-ка x̄
является стохастической, то есть лежит в некотором простом множестве
S ⊂ (BN)n:

K(S) = O(log N),

log |S| = K(x̄) + O(log N).

Таким образом, 〈x̄, ȳ〉 ∈ S × (BN)m ⊆ (BN)n+m.
Шаг 2. Рассмотрим множество A0 = T (x̄, ȳ|z) ∩ S × (BN)n. Размеры

проекций и сечений A0 не превосходят экспоненты от соответствующих
значений расширенного сложностного профиля ~K ′(x̄, ȳ|z). Будем назы-
вать множество A ⊂ S × (BN)m правильным, если все его комбинатор-
ные энтропии entI|J(A) не превосходят соответствующих комбинаторных
энтропий A0. Другими словами, множество A называется правильным,
если для любых I, J ⊆ {1, . . . , (n + m)}

log nI|J(A) ≤ entI|J(A0).

В частности, само множество A0 является правильным. Отметим, что из
правильности A следует nI|J(A) < 2nI|J(A0).

Зная значения всех координат расширенного сложностного профиля
~K ′(x̄, ȳ|z) и все элементы множества S, можно алгоритмически найти
список всех правильных множеств (этот список чрезвычайно велик, но
конечен!). Поскольку список всех элементов множества S имеет лишь
логарифмическую сложность, список всех правильных множеств также
может быть получен со сложностью O(log N). Обозначим A1, A2, . . . лек-
сикографически упорядоченный список всех правильных множеств.

Согласно определению, размер каждого сечения правильного множе-
ства не более чем в двое превосходит размер соответствующего сечения
A0. При этом, однако, некоторые сечения могут быть значительно мень-
ше указанной границы.
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Назовём сильной проекцией множества Ai на первые n координат (т.е.
на S) множество Bi, состоящее из точек проекции множества Ai на S,
которым соответствуют достаточно большие сечения:

Bi = {x̄′ ∈ π1,...,n(Ai) | log |σ1,...,n(Ai|x̄′)| ≥ entn+1,...,n+m|1,...,n(A0)−C1 log N}

(константу C1 мы выберем ниже). В частности, сильную проекцию мно-
жества A0 будем называть B0. Для дальнейшего фиксируем алгоритмы,
первый из которых по слову z и набору чисел ~K ′(x̄, ȳ) перечисляет A0, а
второй по слову z, числам ~K ′(x̄, ȳ) и C1 перечисляет B0.

Заметим, что зная z и расширенный профиль ~K ′(x̄, ȳ|z), мы можем
перечислять элементы сечения A0, соответствующего значению x̄ (в на-
ших обозначениях это σ1,...,n(A0|x̄)). Следовательно,

entn+1,...,n+m|1,...,n(A0) ≤ K ′(ȳ|x̄, z) ≤ log |σ1,...,n(A0|x̄)|+ O(log N).

Таким образом, мы можем выбрать такое значение C1, чтобы x̄ принад-
лежало B0.

Шаг 3. Теперь выберем из последовательности правильных мно-
жеств специальную подпоследовательность по следующем правилу. Пусть
правильные множества A1, . . . , As−1 уже рассмотрены, причем Ai1 , . . . , Aik

включены в подпоследовательность. Очередное по списку правильное
множество As включается в подпоследовательность, если разность

Bs \

(⋃
r≤k

Bir

)

имеет мощность не меньше 2K(x̄|z)−C2 log N (константа C2 будет выбрана
позже).

Отметим, что в данную подпоследовательность будет включено не
более |S|

2K(x̄|z)−C2 log N = 2I(x̄:z)+C2 log N+O(log N) правильных множеств. Обозна-
чим Â объединение всех правильных множеств из выбранной подпосле-
довательности Ai1 , Ai2 , . . .. Проекцию Â на первые n координат обозна-
чим B̂.

Очевидно, K(Â) = O(log N + log C2) и K(B̂) = O(log N + log C2), т.к.
список элементов этих множеств может быть найден алгоритмически,
если известны расширенный сложностной профиль ~K ′(x̄, ȳ|z), множество
S и константа C2.
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Замечание. Очевидно, что

log nI|J(Â) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 log N + O(log N)

для любых I, J ⊂ {1, . . . , n}. При этом список всех элементов Â может
быть получен со сложностью O(log N + log C2). Применяя лемму 4,
находим, что для любого ū ∈ Â

K(ūI |ūJ) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 log N + O(log N + log C2)

для любых I, J ⊂ {1, . . . , n}.

Лемма 5 x̄ ∈ B̂ (при подходящем выборе C2 = C2(n, m)).

Доказательство леммы. Предположим противное: x̄ не принадлежит
сильной проекции построенного множества Â. В этом случае множество
A0 (которое входит в список всех правильных множеств) не было вклю-
чено в выбранную подпоследовательность. Но это значит, что мощность
разности B0\B̂ заведомо меньше, чем 2K(x̄|z)−C2 log N . Следовательно, что-
бы задать n-ку x̄ при известных z и ~K ′(x̄, ȳ) достаточно указать список
всех элементов B̂, расположенных в порядке перечисления B0 и номер
кортежа x̄ в списке всех элементов множества B0 \ B̂ в порядке перечис-
ления. Таким образом,

K(x̄|z) ≤ log |(B0\B̂)|+O(log N+log C2) ≤ K(x̄|z)−C2 log N+O(log N+log C2).

Выбирая достаточно большую константу C2, получаем противоречие.
Лемма доказана.

Шаг 4. Таким образом, x̄ ∈ B̂. Обозначим Q сечение множества Â,
соответствующее x̄:

Q = {ȳ|〈x̄, ȳ〉 ∈ Â}.

Из построения Â следует, что число элементов в Q не может быть слиш-
ком мало. Точнее,

log |Q| ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(log N).

Остается выбрать из Q m-ку ȳ′, имеющую максимальную возможную
сложность относительно x̄. А именно, существует ȳ′ ∈ Ŝ, для которой

K(ȳ′|x̄) ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(log N).
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Таким образом, поскольку

K(x̄) ≥ K(x̄|z) + I(x̄ : z)−O(log N),

мы получаем

K(x̄, ȳ′) ≥ K(x̄, ȳ|z) + I(x̄ : z)−O(log N).

С другой стороны, из построения Â следует (см. замечание выше), что

~K ′(ȳ′|x̄) ≤ ~K ′(ȳ|x̄) + (I(x̄ : z)−O(log N)) · ~e.

Полагая δ1 = −δ2 = I(x̄ : x) в лемме 3 имеем

ρ( ~K ′(x̄, ȳ′), ~K ′(x̄, ȳ|z)) ≤ I(x̄ : z) +O(log N),

что заканчивает доказательство теоремы. �

4 Не для всякой пары существует эквива-
лентная ей стохастическая

Доказательство теоремы 4.
Для краткости мы будем называть (C log n, C log n)-стохастические

пары просто стохастическими. Зафиксируем достаточно большое n. Обо-
значим S1 множество слов длины αn и S2 множество слов длины βn.
Мы построим некоторое перечислимое множество A ⊂ S1 × S2 размера
2γn−O(log n). При этом мы покажем, что некоторый элемент A является
искомым – он имеет требуемый сложностной профиль и для него нет
C-эквивалентной стохастической пары.

Нам будет удобно представлять A как множество рёбер в двудольном
графе с левой долей S1 и правой долей S2.

Всякое слово x′1 C-эквивалентное некоторому слову из S1 имеет слож-
ность не более αn + 2C log n. Обозначим множество всех слов с такими
сложностями L1. Аналогично, всякое слово x′2, эквивалентное некоторо-
му слову из S2, имеет сложность не более βn + 2C log n. Множество слов
с таким сложностями мы обозначим L2.

Нас будут интересовать множества R ⊂ L1 × L2 такие, что

• |R| ≤ 2γn+3C log n,
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• K(R) ≤ C log N , то есть список элементов R можно получить с
помощью алгоритма сложности не более C log N .

Очевидно, если пара слов (x1, x2) из множества A C-эквивалентна неко-
торой стохастической паре (x′1, x

′
2), то данная пара (x′1, x

′
2) должна при-

надлежать одному из множеств R указанного вида. Число всех таких
множеств R не превосходит C log n. Зная их точное число (чтобы сооб-
щить это число, нужно логарифмическое число битов), мы можем найти
все множества R. Обозначим R̂ их объединение. Множество R̂ также
удобно рассматривать как двудольный граф; правую и левую доли вер-
шин составляют L1 и L2 соответственно.

Таким образом, с помощью программы длины O(log n) мы можем
получить двудольный граф R̂. Остаётся построить граф A, у которого
будет достаточно много рёбер неэквивалентных ни одному из рёбер Â.

Некоторая трудность состоит в том, что отношение C-эквивалентности
не является разрешимым. Однако мы можем описать относительно неболь-
шой (и вычислимый) класс отношений, который будет заведомо содер-
жать интересующее нас отношение C-эквивалентности. А именно, назо-
вём отношением сходства всякое

D ⊂ S1 × L1 ∪ S2 × L2,

удовлетворяющее следующим условиям:

• для любого x ∈ Si имеется не более 2C log n+1 элементов y ∈ Li, для
которых (x, y) ∈ D;

• для любого y ∈ Li имеется не более 2C log n+1 элементов x ∈ Si, для
которых (x, y) ∈ D,

i = 1, 2. Очевидно, отношение

D0 = {(x, y) ∈ S1 × L1 ∪ S2 × L2 : x ∼C y}

удовлетворяет данным условиям. Заметим, что общее число отношений
сходства не превосходит

(|L1|poly(n))|S1| · (|L2|poly(n))|S2|.

Без ограничения общности можно считать, что α ≥ β. Тогда число раз-
личных отношений сходства равно

22αn+O(log n)

.
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Будем говорить, что ребро (x1, x2) ∈ A D-сходно с ребром (x′1, x
′
2) ∈ R̂,

если (xi, x
′
i) ∈ D для i = 1, 2.

Теперь мы готовы перейти к построению графа A. Будем называть
ребро (x1, x2) ∈ A правильным, если степени вершин x1 и x2 не превос-
ходили 2(γ−α)n+C1 log n и 2(γ−β)n+C1 log n соответственно. Будем требовать,
чтобы

|A| = 2γn−C1 log n,

а также чтобы выполнялось следующее условие:

Для любого отношения сходства D найдется не менее
2γn−C2 log nправильных рёбер (x1, x2) ∈ A, (2)

не являюшихся D-сходными ни с одним ребром из R̂

(константы C1, C2 будут выбраны позднее).
Мы построим такое множество A эффективно, то есть его сложность

будет равна O(log n). При этом не менее 2γn−C2 log n рёбер из A не будут
иметь эквивалентных стохастических пар. Остаётся лишь выбрать сре-
ди данных рёбер одно, имеющее сложность не менее γn − C2 log n. Для
выбранной пары (x1, x2) будут выполнены условия

K(x1) ≤ αn,K(x2) ≤ βn,

а также
K(x2|x1) ≤ (γ − α)n + C1 log n

и
K(x1|x2) ≤ (γ − β)n + C1 log n.

Кроме того, при достаточно большой константе C1

K(x1, x2) < γn,

и тем самым теорема будет доказана.
Отметим, что свойство (2) можно проверить алгоритмически. Мы по-

кажем, что для множества, состоящего из 2γn−C1 log n случайно выбран-
ных рёбер из S1 × S2, с положительной вероятностью выполнено усло-
вие (2). Тем самым будет доказано, что множества с нужными нам свой-
ствами существуют, и мы сможем найти одно из них (скажем, лексико-
графически первое) перебором.
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Зафиксируем одно из отношений сходства D. Назовём ребро (x1, x2) ∈
S1 × S2 плохим, если для него найдется D-сходное ребро в R̂. Подсчита-
ем вероятность оказаться плохим для ребра случайно выбранного среди
всех пар S1×S2. Граф R̂ содержит 2γn+O(log n) рёбер. Для каждого из них
имеется не более poly(n) D-сходных пар в S1 × S2. Следовательно,

Prob[(x1, x2) плохое ] ≤ 2γn+O(log n)

2(α+β)n
� 1/2.

Здесь мы использовали условие α + β > γ.
Пусть k = 2γn−C1 log n и l ≤ 2γn−C2 log n+1. Тогда вероятность того, что

среди k случайно выбранных рёбер (k − l) оказались плохими, не пре-
восходит

C l
k(1/2)k−l ≤ kl(1/2)k−l ≤ 1

22γn−O(log n)

при достаточно большой разнице между C1 и C2. Теперь мы должны
просуммировать данную вероятность по всем l ≤ 2γn−C2 log n+1. Ясно, что
умножение полученной вероятности на число различных l (то есть на
2γn) не изменит существенно асимптотики убывания.

Итак, мы оценили вероятность того, что случайно выбранное A со-
держит много плохих рёбер для фиксированного отношения сходства D.
Остаётся просуммировать эту вероятность по всем отношениям сходства.
Это даст оцеку вероятности того, что в случайно выбранном множестве
A для любого отношения сходства D (в том числе и для собственно отно-
шения C-экаивалентности) не менее 2γn−C2 log n+1 рёбер не эквивалентны
ни одному из рёбер R̂. А именно, данная вероятность не меньше

22α+O(log n)

22γn−O(log n)
< 1.

Здесь мы использовали условие α < γ.
Мы доказали, что с положительной вероятностью (1 − p0) случайно

выбранное множество A содержит не менее 2γn−C2 log n+1 рёбер, не эк-
вивалентных ни одному из пар в R̂. Однако некоторые из этих рёбер
могут оказаться неправильными (одна из вершин имеет слишком боль-
шую степень). Покажем, что с большой вероятностью таких рёбер не
более половины. Точнее, вероятность того, что в случайном графе ока-
жется больше 2γn−C2 log n неправильных рёбер, не преосходит некоторого
p1 < (1 − p0). Таким образом, мы докажем, что с положительной ве-
роятностью множество A содержит не менее 2γn−C2 log n рёбер, которые
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одновременно являются и хорошими, и правильными, то есть удовлетво-
ряют условию (2).

Рассмотрим произвольную вершину x ∈ S1. Среднее число рёбер,
инцедентных x в случайно выбранним A, равно

2γn−C1 log n

2αn
= 2(γ−α)n−C1 log n.

Из неравенства Чебышёва следует, что верятность того, что вершина x
инцедентна более чем 2(γ−α)n+C1 log n рёбрам, не превосходит 1/n2C . Следо-
вательно, математическое ожидание числа вершин из S1, имеющих ано-
мально большую степень (более 2(γ−α)n+C1 log n) не превосходит 2αn/n2C1 .
Ещё раз воспользуемся неравенством Чебышёва: вероятность того, что
число вершин в S1 с аномально большой степенью оказалось больше
2(γ−α)n−C1 log n, не может быть больше 1/nC . Аналогично, верятность то-
го, что число вершин в S2 с аномально большой (более 2(γ−β)n+C1 log n)
степенью превысит 2βn−C1 log n, также не может быть больше 1/nC . При
больших n

p1 ≥ 1− 2/nc � 1− p0.

Таким образом, сушествование множества A, удовлетворяющего (2), до-
казано. �

5 Доказательство ослабленной гипотезы
В этом разделе мы докажем эквивалентность гипотез 2 и 3 и теорему 5.

Замечание. Для слова w′ в гипотезе 3 мы имеем K(w′) ≤ I(x̄ : w) +
O(log N) и K(x̄|w′) ≤ K(x̄|w) = K(x̄)−I(x̄ : w). Следовательно, K(w′|x̄) =
O(log N).

Утверждение 2 Гипотеза 2 и гипотеза 3 эквивалентны.

Доказательство. (1) Гипотеза 2 ⇒ Гипотеза 3. Пусть даны n-ка x̄ и
слово w. Согласно [6] найдется слово v такое, что

1. K(v) = K(w|x̄) +O(log N),

2. K(v|w) = O(log N),

3. K(w|x̄, v) = O(log N).
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Говоря неформально, v есть кратчайшая (с точностью до логарифмиче-
ского слагаемого) программа, перерабатывающая x̄ в слово w, причём v
просто относительно w. Легко видеть, что

I(x̄ : v) = O(log N).

Теперь применим гипотезу 2 к заданному x̄, z = v и y = w. Получаем
слово y′ такое, что сложностные профили ~K ′(x̄, y′) и ~K ′(x̄, w|v) отлича-
ются не более чем на O(log N). Отсюда следуют два факта:

1. K(y′) = K(w|v) +O(log N) = I(x̄ : w) +O(log N);

2. ρ( ~K ′(x̄|w, v), ~K ′(x̄|y′)) = O(log N), а значит ~K ′(x̄|y′) ≤ ~K ′(x̄|w, v) +

O(log N) · ~en ≤ ~K ′(x̄|w) +O(log N) · ~en.

Таким образом, мы можем взять слово y′ в качестве w′.
(2) Гипотеза 3 ⇒ Гипотеза 2.
Прежде всего применим [6] и получим слово z′ такое, что

1. K(z′) = K(z|x̄) +O(log N) ≥ K(z)− δ −O(log n),

2. K(z′|z) = O(log N),

3. K(z|x̄, z′) = O(log N).

Нетрудно видеть, что для данного z′

I(z′ : x̄) = O(log N)

и
ρ( ~K ′(x̄, y|z), ~K ′(x̄, y|z′)) ≤ δ +O(log N).

Таким образом, мы можем заменить слово z на z′, изменив относитель-
ный сложностной профиль 〈x̄, y〉 не более чем на δ +O(log N).

Далее, назовём w = 〈y, z′〉. Согласно гипотезе 3 найдется w′ сложно-
сти I(x̄ : w) = I(x̄ : y|z′) такое, что

~K ′(x̄|w′) ≤ ~K ′(x̄|y, z′) +O(log N) · ~en.

Как мы замечали выше, для такого w′

K(w′|x̄) = O(log N).
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Далее, для любого набора индексов I ⊆ {1, . . . , n} и Ī = {1, . . . , n} \ I

K(xI |yz′) + K(xĪ |xI , y, z′) = K(x̄)− I(x̄ : y, z′) =
= K(x̄)− I(x̄ : y|z′) =
= K(x̄)−K(w′) =
= K(x̄)− I(w′ : x̄)
= K(x̄|w′) ≤ K(xI |w′) + K(xĪ |xI , w

′)
= ≤ K(xI |w′) + K(xĪ |xI , y, z′).

Таким образом, K(xI |yz) ≤ K(xi|w′)+O(log N). Следовательно, ~K(x̄|y, z′) ≤
~K(x̄|w′) +O(log N) · en. Таким образом,

ρ( ~K(x̄|w′), ~K(x̄|y, z′)) = O(log N).

Остаётся выбрать произвольное слово w′′ сложноcти K(y|x̄, z) независи-
мое от x̄, w′:

K(w′′|x, w′) = K(y|x̄, z), I(w′′ : x, w′) = O(log N).

Положим y′ = 〈w′, w′′〉. Нетрудно проверить, что ρ( ~K(x̄, y′), ~K(x̄, y|z′)) =

O(log N), а значит ρ( ~K(x̄, y′), ~K(x̄, y|z)) ≤ δ +O(log N). �
Далее мы докажем теорему 5, являющуюся ослабленным вариантом

гипотезы 3.
Доказательство теоремы 5
Шаг 1. Рассмотрим строгую типизацию w относительно x̄:

ST (w|x̄) = {ŵ | ~K ′(x̄, ŵ) ≤ ~K ′(x̄, w))}.

Напомним,
log |ST (ŵ|x̄)| ≥ K(w|x̄)− k1 log N

Фиксируем произвольное w1 ∈ ST (w|x̄). Заметим, что для более чем
половины w2 ∈ T ′(w|x̄)

I(w1 : w2|x̄) ≤ k2 log N

(k2 зависит только от n).
Шаг 2. Покажем, что для любого w1 ∈ T ′(w|x̄) для более чем поло-

вины w2 ∈ T ′(w|x̄)

I(w1 : w2) ≥
1

n− 1
(
∑

K(xi)−K(x̄))− 2

n− 1
(
∑

K(xi|w)−K(x̄|w)).
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В самом деле, для любых x̄ = 〈x1 . . . , xn〉, w1, w2 выполнено неравенство∑
K(xi) + K(x̄, w1, w2) + (n− 1)K(w1, w2) (3)

≤
∑

(K(xi, w1) + K(xi, w2))

(доказательство см. в приложении). Напомним, что кортеж x̄ нам задан
в условии теоремы, а слово w1 мы зафиксировали выше. Далее, заметим,
что для фиксированных x̄, w1 и для более чем половины w2 ∈ T ′(w|x̄) мы
имеем I(w1 : w2|x̄) = O(log N). Следовательно,

K(xi, w1, w2) = K(xi) + K(w1|x) + K(w2|x) +O(log N)
= K(xi) + 2K(w|x) +O(log N).

Для таких w2 неравенство (3) принимает вид

(n− 1)I(w1 : w2) = (n− 1)(K(w1) + K(w2)−K(w1, w2))
≥ (n− 1)(K(w1) + K(w2)) + K(x̄, w1, w2)−O(log N)

+
∑

(K(xi)−K(xi, w1)−K(xi, w2))−O(log N)
= K(x̄) + 2K(w|x̄) + 2(n− 1)K(w) +

∑
(K(xi)− 2K(xi, w))−O(log N)

=
∑

K(xi)−K(x̄)− 2(
∑

K(xi|w)−K(x̄|w))−O(log N).

Таким образом,

K(w1|w2) ≤ K(w)− 1
n−1

(
∑

K(xi)−K(x̄)) + 2
n−1

(
∑

K(xi|w)−K(x̄|w))

= K(w|x̄) + δ(x̄, w),

где δ(x̄, w) = I(w : x̄)− 1
n−1

(
∑

K(xi)−K(x̄))+ 2
n−1

(
∑

K(xi|w)−K(x̄|w)).
Шаг 3. В [12] было сформулировано следующее определение грозди

слов:

Определение 6 Назовём (α, β, γ)-гроздью множество слов X такое,
что

1. |X| = 2α,

2. K(x1|x2) < β для всех x1, x2 ∈ X,

3. K(x) < γ для всех x ∈ X.

Лемма 6 ([12]) Для любых натуральных чисел α, β, γ можно постро-
ить алгоритм сложности O(log γ), который перечисляет некоторый
список (α, β, γ)-гроздей U0, . . . , Uq со следующими свойствами:
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• для любой (α, β, γ)-грозди U найдется номер i ≤ q такой, что
|U ∩ Ui| ≥ 2β−ε, где ε = 2(β − α) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Нам потребуется несколько модифицировать определение грозди слов.

Определение 7 Назовём (α, β, γ)-полугроздью множество слов X та-
кое, что

1. |X| = 2α,

2. для любого x1 ∈ X для более чем половины x2 ∈ X выполнено
K(x1|x2) < β

3. K(x) < γ для всех x ∈ X.

Следующая лемма аналогична лемме 6 о свойствах гроздей.

Лемма 7 Для любых натуральных чисел α, β, γ можно построить ал-
горитм сложности O(log γ), который перечисляет некоторый список
(α, β, γ)-полугроздей U0, . . . , Uq со следующими свойствами:

• для любой (α, β, γ)-полугрозди U найдется номер i ≤ q такой, что
|U ∩ Ui| ≥ 2β−ε, где ε = 2(α− β) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Мы не приводим Доказательство леммы 7, поскольку оно совершенно
аналогично доказательству леммы 6 в [12]. Полугрозди U0, . . . , Uq из лем-
мы 7 мы будем называть стандартными (для заданных α, β, γ). Оче-
видно, для любых α, β, γ и любого i ≤ q сложность списка элементов
стандартной полугрозди Ui при известном i равна O(log γ).

Теперь заметим, что по доказанному выше (шаг 2) множество T ′(w|x̄)
является полугроздью с параметрами

(K(w|x̄)−O(log N), K(w|x̄) + δ +O(log N), K(w)).

Таким образом, по лемме 7 найдется некоторая стандартная полугроздь
Ui, для которой

|T (w|x̄) ∩ Ui| ≥ 2K(w|x̄)−δ−O(log N).
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В качастве w′ мы возьмём двоичную запись числа i. Поскольку i ≤
2I(w:x̄)+δ+O(log N), получаем

K(v) ≤ I(w : x̄) + δ +O(log N).

Шаг 4. Нам остаётся доказать, что

~K(x̄|w′) ≤ ~K(x̄|w) + (δ +O(log N))~en.

Требуется проверить, что для любого I ⊆ {1, . . . , n} сложность K(xI |v)
ненамного больше K(xI |w). Обозначим x̂ = xI . Заметим, что для любого

ŵ ∈ T (w|x̄) ∩ Ui

выполнены условия

1. K(ŵ|w′) ≤ log |Ui|+O(log n) ≤ K(w|x̄)+O(log N) (поскольку зная w′

и O(log N) битов дополнительной информации можно перечислять
множество Ui),

2. K(x̂|ŵ) ≤ K(x̂|w) (из определения T (w|x̄)).

Таким образом, x̂ принадлежит множеству

X = {x̂′ | существует не менее 2K(w|x̄)−O(log N) слов ŵ, для которых
K(ŵ|w′) ≤ K(w|x̄) +O(log N) и K(x̂|ŵ) ≤ K(x̂|w)}.

Очевидно,

|X| ≤ 2K(w|x̄)+O(log N) · 2K(x̂|w)

2K(w|x̄)−δ−O(log N)
= 2K(x̄|w)+δ+O(log N).

При этом алгоритм перечисления списка элементов X имеет сложность
O(log N). Следовательно, K(xI |w′) ≤ K(xI |w) + δ +O(log N). �.

6 Выделение взаимной информации с реля-
тивизацией и без неё.

Доказательство теоремы 6. Прежде, чем приступить к доказательству,
примем несколько соглашений. Прежде всего, без ограничения общности
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можно считать, что f(N) > log N , причём f(N) неубывает. Обозначим
m = K(w). Далее, введём обозначение δ(N) = N/

√
log N

f(N)
. Мы будем

писать для краткости просто δ, если значение N ясно из контекста. На-
конец, мы будем считать, что

g(n) = C(3

q
log N

f(N) · f(N) + δ(N))

для достаточно большой константы C > 0. Данные функции подобраны
так, чтобы выполнялись следующие условия:

1. δ(N) = o(N),

2. 3

q
N

f(N) f(N) = o(N),

3. δ(N) ·
√

log N
f(N)

≥ N ,

4. f(N) = o(δ(N)),

5. g(N) = o(δ(N)).

В доказательстве мы будем пользоваться этими соотношениями. Разуме-
ется, фунции g(N) и δ(N), удовлетворяющие указанным соотношениям,
можно было выбрать многими другими способами (это не повлияло бы
на дальнейшее доказательство).

Рассмотрим пару 〈y, w〉 и её строгую типизацию относительно корте-
жа x: A = ST (y, w|x̄). Согласно лемме 1 имеем |A| ≥ 2K(y,w|x̄)−O(f(N)) =
2K(w)−O(f(N)). Отметим, что для любой пары 〈y′, w′〉 ∈ A

K(y′, w′) = m + α +O(f(N)).

Возможны два случая:
Случай 10. Для любого 〈y′, w′〉 ∈ A для большинства 〈y′′, w′′〉 ∈ A

I(y′w′ : y′′w′′) ≥ α− δ.

Это значит, что

K(y′w′|y′′w′′) ≤ m + δ +O(f(N)).

В этом случае A является полугроздью с параметрами

(m−O(f(N)), m + δ +O(f(N)), m + α +O(f(N)).
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Следовательно, мы можем воспользваться леммой 7: существует стан-
дартная полугроздь Uj с теми же параметрами, для которой

|A ∩ Uj| ≥ 2m−δ+O(f(N)),

причём если z – двоичная запись числа j, то

K(z) = α + δ +O(f(N)).

Далее, для каждого i = 1, . . . , n для слова xi выполнены следующие
условия:

• для любой пары v̄ ∈ A ∩ Uj выполнено неравенство K(xi|v̄) ≤
K(xi|y, w) (по определению множества A = ST (y, w|x̄));

• для любой пары v̄ ∈ A∩Uj выполнено неравенство K(v̄|z) ≤ log |Uj|+
O(log N) ≤ m (поскольку список элементов стандартной грозди Uj

можно перечислять, зная число j и параметры грозди).

Это значит, что слово xi принадлежит множеству

X(i) = {x̂ | существует не менее 2m−δ+O(f(N)) таких v̄,
что K(x̂|v̄) ≤ K(xi|y, w) ≤ K(xi)− α + f(N) и K(v̄|z) ≤ m−O(f(N))}.

Очевидно, множество X(i) перечислимо при известном z программой
сложности O(log N), и log |X(i)| ≤ K(xi) − α + δ + O(f(N)). Следова-
тельно,

K(xi|z) ≤ K(xi)− α + δ +O(f(N)).

Поскольку

K(z|xi) = K(xi|z) + K(z)−K(xi) +O(log N),

мы получаем K(z|xi) ≤ 2δ +O(f(N)). Вспоминая определение функции
g(n), получаем K(z|xi) ≤ g(N), и теорема доказана.

Случай 20. Для некоторого 〈y′, w′〉 ∈ A и большинства 〈y′′, w′′〉 ∈ A

I(y′w′ : y′′w′′) ≤ α− δ.

Это значит, что
K(y′′y′′w′w′′) ≥ 2m + α + δ.
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Поскольку данное свойство верно для большинства пар 〈y′′, w′′〉 ∈ A, мы
можем выбрать такие 〈y′′, w′′〉, что 〈y′, w′〉 и 〈y′′, w′′〉 независимы относи-
тельно x̄. При этом w′ и w′′ будут также независимы относительно x̄, а
значит

I(w′w′′ : x̄) ≤ I(w′ : x̄) + I(w′′ : x̄) + I(w′ : w′′|x̄) +O(log N) ≈ 0.

Более точно, будем полагать, что I(w′w′′ : x̄) ≤ 3f(n). Отметим, что
мы огрубляем оценку – можно было бы потребовать, чтобы I(w′w′′ :
x̄) ≤ 2f(N) + O(log N). Однако в данном случае мы не заботимся о
максимальной точности оценки.

Кроме того, отметим, что K(w′w′′) ≤ 2K(w) + 3f(N) ≤ 3N (снова
делаем очень грубую оценку).

Теперь мы можем заключить, что для слов y1 = 〈y′, y′′〉 и w1 = 〈w′, w′′〉
мы имеем

K(y1|w1) ≥ α + δ − 3f(N)−O(log N) ≥ α + 1/2δ.

Таким образом, для n-ки слов x̄ существует слово w1, такое что I(w1 :
x̄) ≤ 3f(N), и

∃y1 : K(y1|w1) ≥ α + 1/2δ, K(y1|xi, w
1) ≤ 3f(N)(i = 1, . . . , n).

Вместо пары 〈y, w〉 мы получили новую – 〈y1, w1〉. При этом слово
w1 независимо с x̄ (хотя и с большей погрешностью, чем w, а именно
I(w1 : x̄) ≤ 3f(n)). При релятивизации относительно w1 слово y1 по-
прежнему просто относительно каждого из xi (также с погрешностью
не более 3f(n)). При этом сложность слова y1 относительно w1 не мень-
ше α + 1/2δ. Таким образом, у слов x̄ при релятивизации относительно
w1 можно выделить α + 1/2δ битов общей информации при допустимом
уровне погрешности 3f(n). Отметим, что сложности слов w1, y1 заведомо
не превосходят 3N .

Далее мы итерируем доказательство, повторяя с w1, y1 те же рас-
суждения, которые ранее проводились для пары слов w, y. Для удобства
обозначений положим α1 = α + δ/2, m1 = K(w1), и f1(N) = 3f(N).

Итак, рассмотрим типизацию пары 〈y1, w1〉 относительно x̄: A1 =
ST (y1, w1|x̄). Снова возможны два варианта.

Случай 11. Для любого 〈y′, w′〉 ∈ A1 для большинства 〈y′′, w′′〉 ∈ A1

I(y′w′ : y′′w′′) ≥ α1 − δ.
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В этом случае A1 является полугроздью с параметрами

(m1 −O(f1(N)), m1 + δ +O(f1(N)), m1 + α1 +O(f1(N)).

Рассуждаем как в случае 10. Применяя лемму 7, находим слово z такое,
что

K(z) = α1 + δ +O(f1(N)) > α,

и для i = 1, . . . , n
K(z|xi) ≤ 2δ +O(f1(N)),

и теорема доказана.
Случай 21. Предположим, для некоторого 〈y′, w′〉 ∈ A1 и большинства

〈y′′, w′〉 ∈ A1

I(y′w′ : y′′w′′) ≤ α1 − δ.

Рассуждаем как в случае 20: находим такую пару 〈y2, w2〉, что

1. K(w2) = m2 < 3m1 < 9N ,

2. I(w2 : x̄) ≤ f2(N) < 3f1(N) < 9f(N),

3. K(y2|w2, xi) ≤ f2(N) < 9f(N),

4. K(y2|w2) = α2 ≥ α1 + δ/2 ≥ α + δ.

Повторяя рассуждение снова и снова, на шаге j мы будем получать слова
wj, yj, для которых

1. K(wj) = mj < 3mj−1 < 3jm < 3jN ,

2. I(wj : x̄) ≤ fj(N) < 3fj−1(N) < 3jf(N),

3. K(yj|wj, xi) ≤ fj(N) < 3jf(N),

4. K(yj|wj) = αj > αj−1 + δ/2 > α + jδ/2.

Итерации рассуждений 21, 22, 23 . . . , 2j, . . . будут повторяться, пока на
некотором шаге jmax мы не получим случай 1jmax .

Заметим, что итерации не могут повторяться слишком долго. Если
бы было сделано j = D

√
log N

f(N)
шагов, мы получили бы противоречие

с неравенством

K(yj|wj) ≤ K(yj|x1, w
j) + K(yj|x2, w

j) + I(x1 : x2|wj) +O(log N)
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для достаточно большой константы D (нетрудно проверить, что данное
неравенство выполнено для любых слов). В самом деле, в левой части
неравенства мы бы получили величину не меньше DN , а в правой –

2fj(N) + I(x1 : x2|wj) +O(log N) ≤ N + o(N).

Замечание: Во всех вычислениях мы игнорировали слагаемые порядка
O(log K(yj, wj)), полагая, что log K(yj, wj) � f(N). Это предположе-
ние законно, поскольку для j < log N выполняется K(yj), K(wj) < N2.

Таким образом, после нескольких итераций шагов 2j для jmax < D
√

log N
f(N)

)

мы придём к рассмотрению случая 1jmax . При этом мы получим некото-
рое слово z, для которого

K(z) ≥ α + jmaxδ/2−O(fjmax(N)) > α− g(N)

и
K(z|xi) ≤ 2δ + fjmax < 2δ + 3

q
N

f(N) f(N) < g(N)(i = 1, . . . , n).

Таким образом, у слов xi выделяется не менее α битов общей информа-
ции с погрешностью не более g(N). �

7 Получение новых информационных нера-
венств

В этом разделе мы применим результаты из раздела 3 для доказатель-
ства нового класса линейных информационных неравенств. Мы получим
неравенства, обобщающие результаты из [5, 4].

Прежде всего мы приведём интуитивно ясное доказательство частно-
го утверждения, а затем получим общий результат.

Утверждение 3 Пусть для слов x1, x2, y, z1, z2 выпонены следующие со-
отношения:

I(x1 : x2|y), I(x1 : y|x2), I(x2 : y|x1), I(x1 : x2|z1), I(x1 : x2|z2) ≤ C log N

для некоторой константы C (N = K(x1, x2, y, z1, z2)). Тогда существу-
ет D, зависящее только от C, такое что

I(z1 : z2) ≥ I(x1, x2 : y)−D log N.
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Доказательство. Для начала мы докажем, что данное утверждение
выполнено в предположении гипотезы 3. Позднее мы получим доказа-
тельство, свободной от недоказанных предположений.

Прежде всего обозначим a = I(x1, x2 : y). Поскольку I(x1 : y|x2) и
I(x2 : w|x1) ограничены C log N , имеем

I(xi : w) = a +O(log N), i = 1, 2.

Мы предполагаем, что выполнена гипотеза 3. Применим её к словам
x1, x2, y и получим такое w, что

1. K(xi|w) ≤ K(xi|y) +O(log N), i = 1, 2,

2. K(x1, x2) ≤ K(x1, x2|y) +O(log N),

3. K(w) ≤ I(x1, x2 : y) +O(log N).

Прежде всего отметим, что из условия (2) следует K(w) ≥ I(x1, x2 :
y)−O(log N) = a−O(log N), так что

K(w) = I(x1, x2 : y) +O(log N).

Далее,

K(w|xi) = K(w)− I(xi : w) = a− a +O(log N) = O(log N) i = 1, 2.

Таким образом, у слов x1 и x2 выделяется взаимная информация: слово
w просто относительно каждого из xi, и его сложность равна I(x1 : x2).

По условию слова x1, x2 независимы относительно каждого из zj, j =
1, 2. Отсюда следует, что слово w должно быть просто относительно каж-
дого из zj:

K(w|zj) ≤ K(w|x1) + K(w|x2) + I(x1 : x2|zj) +O(log N) = O(log N)

(неравенство выполнено для любых слов, см. Приложение).
Но поскольку у пары слов z1, z2 можно выделить общую часть w, их

взаимная информация не может быть меньше K(w) ≈ a:

a−O(log N) ≤ K(w) ≤ K(w|z1) + K(w|z2) + I(z1 : z2) +O(log N),

то есть I(z1 : z2) ≥ a−O(log N), и утверждение доказано. �
Далее мы докажем общую теорему ??. Отметим, что утверждение 3

является следствием теоремы ??. Таким образом, доказав теорему, мы
получим доказательство утверждения 3, не зависящее от гипотезы 3.

Нам потребуется следующая лемма:
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Лемма 8 Следующие условия на вещественные коэффициенты {λW}
(W ⊆ {1, . . . , n}) эквивалентны:

1. информационное неравенство с коэффициентами λW верно для кол-
могоровских сложностей n-ок слов, то есть

∃C > 0∀x̄ = (x1, . . . , xn)
∑
W

λW K(x̄W ) ≥ −C log K(x̄).

2. информационное неравенство с коеффициентами λW верно для кол-
могоровских сложностей стохастических n-ок слов, то есть ∀C >
0∃D > 0 такое, что для всякой C log N-стохастической n-ки x̄ =
(x1, . . . , xn) сложности N выполнено∑

W

λW K(x̄W ) ≥ −D log N.

По существу лемма 8 вытекает из доказательства эквивалентности нера-
венств для колмогоровской сложности и шенноновской энтропии в [11].
Более подробно доказательство леммы обсуждается в приложении.

Доказательство теоремы ??. Согласно лемме 8 достаточно доказать
неравенство для стохастических x̄. Таким образом, мы можем воспользо-
ваться теоремой 3 и считать, что для x̄, y верно заключение гипотезы 3.
Это значит, что существеует w такое, что

1. K(x̄V |w) ≤ K(x̄V |y) + O(log N) для любого набора индексов V ⊆
{1, . . . , n},

2. K(w) ≤ I(x̄ : y) +O(log N).

Для данного w и для i = 1, . . . , n имеем

K(w|xi) ≤ K(xi|w) + K(w)−K(xi) +O(log N) ≤ K(xi|y) + K(w)−K(xi) +O(log N). (4)

Далее воспользуемся неравенством, верным для любого набора из
(n + 2) слов x1, . . . , xn, w, zj

(n− 1)K(w|zj) ≤
∑

i

K(w|xi) + (
∑

i

K(xi|zj)−K(x̄) +O(log N).
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Применяя (4), получаем

K(zj|w) = K(w|zj) + K(zj)−K(w) ≤
≤ 1

n−1
[
∑

K(w|xi) +
∑

K(xi|zj)−K(x̄|zj] + K(zj)−K(w)

≤ 1
n−1

[
∑

(K(xi|y) + K(w)−K(xi)) +
∑

K(xi|zj)−K(x̄|zj] + K(zj)−K(w)

≤ 1
n−1

[
∑

K(xj|zj)−K(x̄|zj)−
∑

I(xi : y)] + K(zj) + 1
n−1

K(w)

Следовательно,

K(z̄) ≤ K(w) +
∑
j

K(zj|w) ≤

≤ 1
n−1

[
∑
j

∑
i

K(xi|zj)−K(x̄|zj)]− m
n−1

∑
i

I(xi : y) +
∑
j

K(zj) + m+n−1
n−1

I(x̄ : y).

Остается воспользоваться оценкой K(w) ≤ I(x̄ : y), и мы получаем тре-
буемое неравенство.

8 Приложение
В этом разделе для полноты изложения мы приводим доказательства
технических лемм, использовавшихся в основном тексте.

8.1 Технические утверждения о типизации

В этом разделе мы приведём доказательства технических лемм о свой-
ствах сложностных профилей типичных последовательностей. Анало-
гичные свойства типичных последовательностей отмечались в работах
[11, 9, 5].

Доказательство леммы 1. Прежде всего, для любого x̄′ ∈ T (x̄|ȳ)

K(x̄′|ȳ) ≤ K(x̄|ȳ).

Следовательно, число таких x̄′ не превосходит 2K(x̄|ȳ)+1. Далее, оценим
размер T (x̄|ȳ) снизу. Заметим, что зная ȳ и все числа из профиля ~K ′(x̄|ȳ),
можно перечислять список всех элементов множества T (x̄|ȳ) (разумеет-
ся, не имея большой дополнительной информации, нельзя определить,
когда данный процесс перечисления закончится). Таким образом, чтобы
получить x̄ из ȳ достаточно знать все компоненты расширенного слож-
ностного профиля ~K(x̄|ȳ), а также номер кортежа x̄ в указанном списке
(в порядке перечисления). Следовательно,

K(x̄|ȳ) ≤ log |T (x̄, ȳ)|+O(log N),
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что и даёт требуемую оценку на размер T (x̄|ȳ). �
Доказательство леммы 2. Согласно лемме 1

|T (x̄|ȳ)| ≥ 2K(x̄|ȳ)−C log N

для некоторой константы C. Следовательно, не меньше половины x̄′ ∈
T (x̄|ȳ) имеют сложность относительно ȳ большую или равную

K(x̄|ȳ)− C log N − 1.

Именно эти x̄′ ∈ T (x̄|ȳ) мы и включим в ST (x̄|ȳ).
Поскольку каждый элемент x̄′ ∈ ST (x̄|ȳ) также принадлежит и T (x̄|ȳ),

мы имеем
~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ).

Остаётся доказать, что с точностью до O(log N) выполнено обратное
неравенство. Иначе говоря, для любых V1, V2 ⊂ {1, . . . , n}, W1, W2 ⊂
{1, . . . ,m} мы должны показать, что

K(x̄′V1
, ȳW1 |x̄′V2

, ȳW2) ≥ K(x̄V1 , ȳW1|x̄V2 , ȳW2)−O(log N). (5)

Для этого заметим, что

K(x̄′, ȳ) = K(x̄′V2
, ȳW2)+K(x̄′V1

, yW1 |x̄′V2
, yW2)+K(x̄′, ȳ′|x̄′V1∪V2

, ȳW1∪W2)+O(log N).

Правая часть неравенства не превосходит

K(x̄V2 , ȳW2) + K(x̄′V1
, yW1|x̄′V2

, yW2) + K(x̄, ȳ|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(log N),

поскольку x̄′ ∈ T (x̄|ȳ). Далее, учитывая равенство

K(x̄′, ȳ) +O(log N) = K(x̄, ȳ) =
= K(x̄V2 , ȳW2) + K(x̄V1 , yW1|x̄V2 , yW2)+

+K(x̄, ȳ′|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(log N),

получаем (5). �
Доказательство леммы 3. Доказательство аналогично доказатель-

ству предыдущей леммы. Сразу приступим к доказательству более об-
щего утверждения пункта (2). Для любых V1, V2, W1, W2 имеем

K(x̄′V1
, ȳW1|x̄′V2

, ȳW2 , z) ≤ K(x̄′V1
, ȳW1|x̄′V2

, ȳW2)+O(1) ≤ K(x̄V1 , ȳW1|x̄V2 , ȳW2)+δ.

С другой стороны, если сложность K(x̄′V1
, ȳW1|x̄′V2

, ȳW2 , z) меньше, чем
K(x̄V1 ȳW1|x̄V2 , ȳW2)− δ −D log N , то (аналогично рассуждению в доказа-
тельстве леммы 2) получаем

K(x̄′, ȳ|z) < K(x̄, ȳ)− δ −D log N +O(log N),

что даёт противоречие для достаточно большой константы D. �

38



8.2 Доказательство неоторых информационных нера-
венств

В этом разделе мы доказываем несколько линейных неравенств для кол-
могоровской сложности. Все неравнства, доказываемые в данном разде-
ле, принадлежат к классу неравенств шенноновского типа, то есть мо-
гут быть представлены в виде комбинациями базисных неравенств вида
I(x̄U : x̄V |x̄W ) +O(log K(x̄)) ≥ 0.

А именно, мы докажем следующие неравенства.

1. K(w) ≤ K(w|a) + K(w|b) + I(a : b) +O(log K(a, b, w)),

2. K(w|z) ≤ K(w|a) + K(w|b) + I(a : b|z) +O(log K(a, b, w, z)),

3. (n−1)K(w|z) ≤
n∑

i=1

K(w|xi)+
n∑

i=1

K(xi|z)−K(x1, . . . , xn|z)+O(log K(x1, . . . , xn, w, z)).

4. для любых x̄ = (x1, . . . , xn), w1, w2∑
i=1

nK(xi) + K(x̄, w1, w2) + (n− 1)K(w1, w2) ≤

≤
∑
i=1

n(K(xi, w1) + K(xi, w2)) +O(log K(x̄, w1, w2)).

Доказательство. Очевидно, первое неравенство вытекает из второго
(при z = λ), а второе является частным случаем третьего (при n = 2).
Доказажем третье неравенство. Перепишем его в виде

K(x̄|z) + (n− 1)K(w|z) ≤
∑

K(w|xi) +
∑

K(xi|z) +O(log N),

где N = K(x̄, w, z). Далее, правая часть только уменьшится, если доба-
вить слово z в условие в величинах K(w|xi):

K(x̄|z) + (n− 1)K(w|z) ≤
∑

K(w|xi, z) +
∑

K(xi|z) +O(log N).

Вычтем nK(w|z) из обеих частей равенства. Получим

K(x̄|w, z) ≤
∑

K(xi|w, z) +O(log N).

Но данное неравенство уже совершенно очевидно: сложность кортежа x̄
относительно 〈w, z〉 не превосходит суммы сложностей xi относительно
той же пары 〈w, z〉.
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Перейдём к доказательству четвёртого неравенства. Будем обозна-
чать N = K(x̄, w1, w2). Передставим требуемое неравенство в виде суммы
неравенства

K(x̄, w1, w2) + (n− 1)K(w1, w2) ≤
∑

K(xi, w1, w2) +O(log N)

и неравенств

K(xi) + K(xi, w1, w2) ≤ K(xi, w1) + K(xi, w2) +O(log N)

для i = 1, . . . , n. Заметим, что первое из этих неравенство эквивалентно
утверждению

K(x̄|w1, w2) ≤
∑

K(xi|w1, w2) +O(log N),

а последующие выражают неотрицательность взаимной информации w1

и w2 относительно xi:

K(w1, w2|xi) ≤ K(w1|xi) + K(w2|xi) +O(log N).

Таким образом, неравенство доказано. �
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