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1 ÷×ÅÄÅÎÉÅ
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ É ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. üÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ á. ÷ÅÂÅÒÏÍ × ÒÁÂÏÔÁÈ
[1], [2], [3], [4]. ïÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏ-
ÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ×
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÞÁ-
ÓÔÉÞÎÏ ÕÌÕÞÛÁÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ á. ÷ÅÂÅÒÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÏÄÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ poly(n), ÇÄÅ n | ÒÁÚ-
ÍÅÒ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ; ÐÒÏ×ÅÒËÁ ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÚÏÎÅ ÏÄÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ (Õ á. ÷ÅÂÅÒÁ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÒÁ×ÎÙ Ä×ÕÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
á. ÷ÅÂÅÒÁ ÉÚ [4] ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×
ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÅÓÔØ Ó×ÏÉ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ [5], Á×ÔÏÒÙ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Á×ÔÏÒÏ× ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ) ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÑÔÅÒËÁ 〈A;Q;Q0; F; �〉, ÇÄÅ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÊ, Q0 ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, F ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ | ÜÔÏ ÞÅÔ×ÅÒËÁ 〈q1; a; v; q2〉.
úÄÅÓØ q1 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, q2 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, a ∈ A⋃{�} (� |
ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï) | ×ÈÏÄ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, v ∈ A∗ | ×ÙÈÏÄ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ A ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Á ÒÅÂÒÁ | ÐÅÒÅÈÏ-
ÄÁÍÉ. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÐÏÍÅÞÅÎÏ ×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÕÔÑÍÉ
× ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÕÔÉ. óÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁ-
ÃÉÅÊ ×ÈÏÄÏ× ×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ l, ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÈÏÄÏÍ ÐÕÔÉ l (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ×È (l)), Á
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ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ×ÙÈÏÄÏ× | ×ÙÈÏÄÏÍ ÐÕÔÉ l (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ×ÙÈ (l)). ðÕÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ
× ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏÐÕÓ-
ËÁÀÝÉÍ. çÒÁÆÉËÏÍ �(A) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ A ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈u; v〉 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
u = ×È (l), v = ×ÙÈ (l) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A1 ×ÌÏÖÅÎ × ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A2, ÅÓÌÉ �(A1) ⊆ �(A2). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ
A1 É A2 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ �(A1) = �(A2). òÁÚÍÅÒÏÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: |A|)
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÌÁ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÅÒÅÈÏÄÏ× É ÄÌÉÎ ÉÈ ×ÙÈÏÄÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ A ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ |A| ×ÒÅÍÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÉÎ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ c ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× v ÔÁ-
ËÉÈ, ÞÔÏ 〈u; v〉 ∈ �(A). íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ c ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ A. åÓÌÉ ÚÎÁÞÎÏÓÔØ
ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, É ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ ÉÄÕÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ËÏÎÅÞÎÏÅ. á. ÷ÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ × [1] ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ A ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ, ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÏ×ÁÔØ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÂÁ×É× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2|A| ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÂØ£ÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ × A ÂÙÌÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÔÏÌØËÏ ×ÙÈÏÄÑÔ, É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ, ËÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÔÏÌØËÏ ×ÈÏ-
ÄÑÔ. äÁÌÅÅ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË R: q1Rq2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÕÔØ ÉÚ q1 × q2 Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q1 É q2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÜÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÔØ ÉÚ q1 × q2
Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÐÕÓÔÏÊ ×ÙÈÏÄ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ 〈q1; q2〉 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ëÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÅÉÍ ×
ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A′, ËÏÔÏÒÙÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ A.
ðÕÓÔØ × A′ ÅÓÔØ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ÎÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÅÒÅÈÏÄ Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÉÔ × q ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ q. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ
ÐÅÒÅÈÏÄÏ× 〈q1; a1; v1; q〉,〈q; a2; v2; q2〉 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a1 = � ÉÌÉ a2 = �, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÐÅÒÅÈÏÄ
〈q1; a1a2; v1v2; q2〉. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÕÄÁÌÉÍ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × q É
×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ q. ôÁË ËÁË × A′ ÎÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÉÄÁ 〈q;�; v; q〉, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ
ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÇÒÁÆÉË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÏ ÎÅÅ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ
q′ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÅÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ, ÔÏ É ÐÏÓÌÅ ÎÅÅ ÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ |A′| ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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2 äÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ
óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ A1;A2; : : : ;Ak, ÅÓÌÉ �(A) =

k⋃
i=1

�(Ai). á. ÷ÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ × [2],
ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÌÏ-
ÖÉÔØ × ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ
exp(exp(poly(n))). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
exp(exp(poly(n))). íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÕÔØ ÄÅËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÉ Ó ÌÕÞÛÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ×ÒÅÍÑ É ÒÁÚÍÅÒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌÀ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÁÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k 6 exp(poly(n))
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ A1; : : : ;Ak ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)). òÁÚÍÅÒ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ Ai ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × A ÎÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ. åÓÌÉ l | ÐÕÔØ × A ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É
u′ ⊆ u (Ô. Å. u′ | ÎÁÞÁÌÏ u), ÔÏ ÞÅÒÅÚ l(u′) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÐÕÔÉ l ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
×È (l(u′)) = u′. åÓÌÉ u = v1v2v3, ÔÏ ÞÅÒÅÚ l(v2) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÕÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÎËÁ-
ÔÅÎÁÃÉÑ l(v1)l(v2) ÅÓÔØ l(v1v2). åÓÌÉ l1 É l2 | Ä×Á ÐÕÔÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×È (l1) = ×È (l2) = u É
u′ ⊆ u, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d(l1; l2; u′) ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ | ×ÙÈ (l1(u′))| − | ×ÙÈ (l2(u′))|.
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÂÅÚ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× Ó ÐÕ-
ÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ×ÈÏÄÏ× ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ s1, s2 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ)
É ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÐÕÔÅÊ p1, p2, p3 Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ×ÈÏÄÏÍ u, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ p1 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ
× s1 É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × s1, p2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × s1, ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × s2, p3 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × s2 É
ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × s2, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:
(1) åÓÌÉ ×ÙÈ (p1) 6= �, ÔÏ ×ÙÈ (p2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á (×ÙÈ (p1))∞.
(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u′ ⊆ u ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(p1; p2; u′)| 6 n4.

óÈÏÄÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÄÏËÁÚÁÌ × [1] á. ÷ÅÂÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ k > c, ÇÄÅ c | ÚÎÁÞÎÏÓÔØ A.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {pi−1

1 p2pk−i3 | i = 1; : : : ; k} ÐÕÔÅÊ ÉÚ s1 × s2. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
×ÓÅ ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÈÏÄ uk. ÷ÙÂÏÒ k ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁ-
ËÏÇÏ j > 0, ÞÔÏ (×ÙÈ (p1))j ×ÙÈ (p2) = ×ÙÈ (p2)(×ÙÈ (p3))j. ïÔÓÀÄÁ (×ÙÈ (p1))2j ×ÙÈ (p2) =
(×ÙÈ (p1))j ×ÙÈ (p2)(×ÙÈ (p3))j = ×ÙÈ (p2)(×ÙÈ (p3))j(×ÙÈ (p3))j = ×ÙÈ (p2)(×ÙÈ (p3))2j, É ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ (×ÙÈ (p1))tj ×ÙÈ (p2) = ×ÙÈ (p2)(×ÙÈ (p3))tj ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÈ (p2) |
ÎÁÞÁÌÏ (×ÙÈ (p1))∞.

äÏËÁÖÅÍ (2). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, |d(p1; p2; u′)| > n4 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ u′ ⊆ u. ðÕÓÔØ � =
u0; u1; u2; : : : | ×ÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á u. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |d(p1; p2; ui)−d(p1; p2; ui+1)| 6 n ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ i, ÐÒÉ ÜÔÏÍ d(p1; p2; u0) = 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ui ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ n3 + 1 ÎÁÞÁÌ
uik Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ d(p1; p2; uik). ëÁÖÄÏÍÕ uik ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ËÏÎÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÉ p1(uik), p2(uik), p3(uik). ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÁËÉÅ ui′ É ui′′ (ui′ ⊂ ui′′), ËÏÔÏÒÙÍ
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ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÔÒÏÊËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, u = v1v2v3, ÇÄÅ v1 = ui′ , v1v2 = ui′′ .
ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ | ×ÙÈ (p1(v2))| 6= | ×ÙÈ (p2(v2))|, ÔÁË ËÁË d(p1; p2; v1) = | ×ÙÈ (p1(v1))| −
| ×ÙÈ (p2(v1))| 6= | ×ÙÈ (p1(v1))|+| ×ÙÈ (p1(v2))|−| ×ÙÈ (p2(v1))|−| ×ÙÈ (p2(v2))| = d(p1; p2; v1v2).
åÓÌÉ | ×ÙÈ (p1)| 6= | ×ÙÈ (p3)|, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ×ÙÈÏÄÏ× ÐÕÔÅÊ pi−1

1 p2pk−i3 , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ k. åÓÌÉ | ×ÙÈ (p1(v1))|+ | ×ÙÈ (p1(v3))| 6= | ×ÙÈ (p3(v1))|+ | ×ÙÈ (p3(v3))|,
ÔÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ [p1(v1)p1(v3)]i−1p2(v1)p2(v3)[p3(v1)p3(v3)]k−i.
éÎÁÞÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÕÔÉ ÉÚ s1 × s2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ v1v2v3v1v2v2v3 : : : v1vk2v3, ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏ p1, p2, p3. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ×ÙÈÏÄÁ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÂÌÏË v1vi2v3 ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÐÕÔØ p2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ k. îÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ A ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ q1 É q2 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
q1 > q2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q1 × q2. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ðÅÒÅÈÏÄ 〈q1; a; v; q2〉
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ÅÓÌÉ q1 ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ q2. ðÕÓÔØ Q1 É Q2 |
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q1 ÎÁ ÓÌÏ×Å w, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï L ÐÕÔÅÊ ÉÚ Q1 × Q2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q1 ∈ Q1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÕÔØ ÉÚ L, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × q1, Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q2 ∈ Q2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ L, ËÏÎÞÁÀ-
ÝÉÊÓÑ × q2. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q1 > Q2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Q2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ
ÉÚ Q1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ Q, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÍ ÉÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, É ÜÔÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÕÖÅ ××ÅÄ£ÎÎÏÅ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ: q1 > q2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ {q1} > {q2}. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏ Ä×ÕÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ Q1 É Q2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ
×ÒÅÍÑ exp(poly(n)) ×ÙÑÓÎÉÔØ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ Q1 > Q2 (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Q2 ÄÏÓÔÉ-
ÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q1 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Å, ÔÏ ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q1 É ÎÁ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ
nn). ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï u, É u′ ⊆ u. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ Mu(u′)
ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l) = u É ÐÕÔØ l(u′) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × q. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u1 ⊆ u2 ⊆ u,
ÔÏ Mu(u1) > Mu(u2). ðÕÓÔØ ÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÍ ÐÕÔÉ l ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ p É l1 | ÎÁÞÁÌÏ l,
ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ p, Á l2 | ÎÁÞÁÌÏ l, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ p. âÕÄÅÍ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ p ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÁ l, ÅÓÌÉ Mu(u1) ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Mu(u2), ÇÄÅ
u1 = ×È (l1), u2 = ×È (l2). äÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.
ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ × A Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q1 É q2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÐÕÔÅÊ l1 É l2 ÉÚ q1 × q2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×È (l1) = ×È (l2), ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: ×ÙÈ (l1) = ×ÙÈ (l2).
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ u′ ÓÌÏ×Á u = ×È (l1) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l1; l2; u′)| 6 n4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: w1 = ×ÙÈ (l1), w2 = ×ÙÈ (l2). ÷ ÓÉÌÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
q1 É q2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l ÉÚ q2 × q1. åÓÌÉ |w1| = |w2|, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1), ÇÄÅ
s1 = s2 = q1, p1 = l1l, p2 = p3 = l2l. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÈ (l1l) = ×ÙÈ (l2l), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ
w1 = w2. ðÕÓÔØ |w1| 6= |w2|. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |w1| > 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ
Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2), ÐÏÌÏÖÉ× × ÎÅÍ s1 = s2 = q1, p1 = (l1l)k, p2 = p3 = (l2l)k ÄÌÑ k > n4.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ.
ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ M1, M2 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
> ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, q1 ∈ M1, q2 ∈ M2, l′ | ÐÕÔØ ÉÚ q1 × q2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M2
ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ M1 ÎÁ ÓÌÏ×Å v = ×È (l′) É | ×ÙÈ (l′)| > n4. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÕÔÅÊ
l1, l2 ÉÚ q1 × q2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ v = ×È (l′) ÓÌÏ×Á ×ÙÈ (l1) É ×ÙÈ (l2) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
v′ ⊆ v ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l1; l2; v′)| 6 2n4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q1 ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ q2, ÉÎÁÞÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ
ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. éÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ M1 É M2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ
ÉÚ M2 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Å v1. ôÏÇÄÁ M1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ ÎÁ ÓÌÏ×Å vv1.
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ M1: q0; q−1; q−2 : : :
ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 6 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ i ÉÚ qi × qi+1 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ vv1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ b1 = qi = qj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i < j 6 1. ðÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ b1 × b1,
ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ M1: q3; q4; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ 2 ÉÚ q2 × q3 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ v1, É
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > 3 ÅÓÔØ ÐÕÔØ i ÉÚ qi × qi+1 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ vv1. úÄÅÓØ qi 6= qj ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6 1,
j > 2 × ÓÉÌÕ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ q1 É q2. úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× b2 = qi = qj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
3 6 i < j, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ b2 × b2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p′. ðÕÔØ ÉÚ
b1 × b2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× | ÉÚ b1 × q1 ÐÏ ÐÕÔÑÍ i (i 6 0), ÉÚ q1 × q2 ÐÏ
l′ É ÉÚ q2 × b2 ÐÏ ÐÕÔÑÍ i (i > 2) | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, | ×È (p)| = kn1,
| ×È ()| = kn2, | ×È (p′)| = kn3, ÇÄÅ k = |vv1|, Á n1, n2, n3 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ
ÎÁ p ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÕÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × s, ÉÄÕÝÉÊ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏ ÃÉËÌÕ p
É ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ k(n1n2n3 − n2), ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × b1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÞÅÒÅÚ ′.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÐÕÔÉ: ÐÕÔØ p1 ÉÚ s × s, ÓÏ×ÅÒÛÁÀÝÉÊ n2n3 ÏÂÏÒÏÔÏ× ÐÏ ÃÉËÌÕ p, ÐÕÔØ
p2 ÉÚ s × b2, ÒÁ×ÎÙÊ ′ É ÐÕÔØ p3 ÉÚ b2 × b2, ÓÏ×ÅÒÛÁÀÝÉÊ n1n2 ÏÂÏÒÏÔÏ× ÐÏ ÃÉËÌÕ
p′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×È (p1) = ×È (p2) = ×È (p3). ôÁË ËÁË | ×ÙÈ (p2)| > | ×ÙÈ (l′)| > n4, ÔÏ ÐÏ
ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) | ×ÙÈ (p1)| > 0. ðÕÔØ p2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏ l1 ÉÌÉ l2 ×ÍÅÓÔÏ l′. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1)
×ÙÈÏÄÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÕÔÉ p2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÓÌÏ×Á
(×ÙÈ (p1))∞. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ×ÙÈ (l1) É ×ÙÈ (l2) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ. éÚ
ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |d(l1; l2; v′)| 6 2n4. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ l | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ × A, u1, u2 | Ä×Á ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á u = ×È (l),
u1 ⊆ u2, Mu(u1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Mu(u2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l′ ÏÔÒÅÚÏË ÐÕÔÉ l, ÄÏÐÏÌÎÑ-
ÀÝÉÊ l(u1) ÄÏ l(u2), Á ÞÅÒÅÚ q1 É q2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏ-
ÑÎÉÑ l′. ðÕÓÔØ | ×ÙÈ (l′)| > n4. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÕÔÅÊ l1, l2 ÉÚ q1 × q2 ÓÏ ×ÈÏ-
ÄÏÍ v = ×È (l′) ÓÌÏ×Á ×ÙÈ (l1) É ×ÙÈ (l2) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v′ ⊆ v ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:
|d(l1; l2; v′)| 6 2n4.

ðÕÓÔØ l | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ × A. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ l′ ÐÕÔÉ l ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ
(q;M), ÇÄÅ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ l′, Á M = Mu(u′), ÇÄÅ u = ×È (l),
u′ = ×È (l′). âÕÄÅÍ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÐÕÔÉ l. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÕÓÔÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ É ×ÓÅÍÕ ÐÕÔÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ
× ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ ÎÁ l, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÁ l, ×ÏÚØÍÅÍ ÂÌÉ-
ÖÁÊÛÉÅ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÎÁ l (ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ l ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï) ÐÅÒÅÈÏÄÙ
×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÏ Ä×Å
ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌÁÍ ÐÕÔÉ l, ËÏÎÞÁÀÝÉÍÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ É
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ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ
×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÎÁ l, ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Å ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄÕ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÐÏ-
ÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÎÁÞÁÌ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÓÏÓÅÄÎÉÈ × D ÐÁÒ (q1;M1), (q2;M2) ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1) q1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ q2;
2) ÎÁÞÁÌÁ l, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÐÁÒÁÍ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÕÔÉ l,

ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ É × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, É ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ;
3) M1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ M2, q1 ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ q2.
åÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ i-Ê ÓÌÕÞÁÊ, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [(q1;M1); (q2;M2)] ÉÍÅÅÔ

i-Ê ÔÉÐ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ 2 ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÌÏ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÙÈÏÄÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ 3 ÐÕÓÔØ l′ | ÕÞÁÓÔÏË ÐÕÔÉ l ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (q1;M1) É
(q2;M2), v = ×È (l′), w = ×ÙÈ (l′). ðÒÉÐÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÞÉÓÌÏ k, ÒÁ×ÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
ÍÅÖÄÕ |w| É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÏ× ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ q1 × q2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
v. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k 6 2n4.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ D Ó ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÐÕÔÉ l É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ D(l). éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÔÁËÖÅ
ÎÏÍÅÒ ÔÉÐÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.
ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ l1 É l2 | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÐÕÔÉ × A ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×È (l1) = ×È (l2) É D(l1)
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó D(l2). ôÏÇÄÁ ×ÙÈ (l1) = ×ÙÈ (l2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ ËÒÁÊÎÑÑ ÐÁÒÁ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÕÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏ ÉÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ ×ÉÄÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ
ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ M , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÕÔÉ ÎÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅ×Á (ÓÐÒÁ×Á) ÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÞÁÌÏ
u′ ÓÌÏ×Á u = ×È (l1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ M = Mu(u′). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÙ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ×ÈÏÄ u ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù-
ÈÏÄÏ× l1 É l2 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ×ÈÏÄÁ. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÔÉÐ, ÔÏ
ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ×ÙÈÏÄÏ× ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÕÞÁÓÔËÅ ×ÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. ðÒÉ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÙÈÏÄ ÕËÁÚÁÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ
ÔÉÐÁ ×ÙÈÏÄÙ l1 É l2 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÏÄÎÉÍ É
ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ (ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ 6 4·[ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÐÅÒÅÈÏÄÏ× × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ]6 4n) É ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (ËÁË É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÐÒÉÐÉ-
ÓÁÎÎÁÑ ÏÔÒÅÚËÕ) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)) ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ ×ÓÅÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔÅÌØ A(D), ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �(A), ËÏÔÏÒÙÅ
ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÐÕÔÑÍÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A(D) ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÍ.

íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á u ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × q ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u. åÓÌÉ
ÄÁÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
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[(q1;M1); (q2;M2)] ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÄÌÑ ×ÈÏÄÁ u É ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ u′ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l ÉÚ q1 × q2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l) = u É ÐÕÔØ l(u′) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ
× q. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÑ ×ÈÏÄÁ
u ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q1 × q ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
u. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÐÅÒ×ÏÊ ÐÁÒÅ (q;M) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Á × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÁÒÅ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔÉ
Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D.

ïÐÉÛÅÍ A(D). óÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ: 〈Q1; Q2; q; L〉.
úÄÅÓØ × Q1 ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÞÔÅÎ-
ÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÈÏÄÁ, × Q2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ ×ÈÏÄÁ
É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÈÏÄÁ, × q ∈ Q2 | ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÞÉÔÁ-
ÅÍÙÍ ×ÈÏÄÏÍ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÔÅËÕÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [(q1;M1); (q2;M2)] ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ M1 > Q2 > M2, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. L ÎÅÐÕÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L | ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ
〈Q′1; Q′2; P 〉. úÄÅÓØ × Q′1 ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏ-
ÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ, × Q′2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉ-
ÖÉÍÏÓÔÉ, q ∈ Q′2 ⊆ Q′1. P | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈q′;m〉 ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ
q′ ∈ Q′2, ÇÄÅ 0 6 m 6 2n4, É ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÅËÕÝÁÑ ÐÁÒÁ Ó q′, ÒÁ×ÎÙÍ ÔÅËÕÝÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ
q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ut ÏÔÒÅÚÏË ×ÈÏÄÁ, ÐÒÏÞÔÅÎÎÙÊ Ë ÔÅËÕÝÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ × A(D) ÎÁ
ÕÞÁÓÔËÅ, ÇÄÅ M1 > Q2 > M2. ÷ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ 〈q;m〉 × m ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ × A ÐÕÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ×ÈÏÄÁ ut É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉ-
ÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÏ× ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ ut ÉÚ q1 ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q′2. þÔÏÂÙ
ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÜÔÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ, × ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ 〈q′;m〉 × m ÂÕÄÅÔ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÏ× ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ
q1 × q′ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ ut É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÙÈÏÄÏ× ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
ut ÉÚ q1 ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q′2. îÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ
Q1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Q2 É q | ÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÙ × ÎÁÞÁÌÅ D; ÅÓÌÉ
ÐÅÒ×ÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ L ÎÅÐÕÓÔÏ, Q′1 = Q′2 = {q} É ×Ï ×ÓÅÈ
ÐÁÒÁÈ m = 0. ôÅËÕÝÁÑ ÐÁÒÁ: 〈q; 0〉. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÔÁËÉÅ, ÇÄÅ Q2 É q | ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕËÁÚÁÎÙ × ËÏÎÃÅ D, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q1 \Q2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ
L ÎÅÐÕÓÔÏ, Q′2 = {q} É × ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ m ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × D.

ïÐÉÛÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÙ A(D). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q′′ ÉÚ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′ ÐÏ ÂÕË×Å a, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ q′ × q′′ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a. ðÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ
s1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s2 ÓÏ ×ÈÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ a É ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

1) Q1(s2) (ÔÁË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Q1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ s2) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q1(s1) ÐÏ a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Q1 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ.

2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ × A ÉÚ q(s1) × q(s2) ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a É ×ÙÈÏÄÏÍ v.
3) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′ ÉÚ Q2(s1) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÐÏ a

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q2(s2). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′ ÉÚ Q1(s1)\Q2(s1) ×ÓÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ
ÐÏ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q2(s2).
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4) ÷ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË R : [(q1;M1); (q2;M2)] ÌÉÂÏ ÔÉÐÁ 1 ÉÌÉ 3 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
M1 > Q2(s1) > M2, M1 > Q2(s2) > M2, (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ
ÏÄÉÎ), ÌÉÂÏ ÔÉÐÁ 2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M1 = Q2(s1), M2 = Q2(s2), q1 = q(s1), q2 = q(s2), v ÒÁ×ÎÏ
×ÙÈÏÄÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÉ R. ÷ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D (ÄÏ
(q1;M1)) ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ: Q′2(s1) = {q1}, m × ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ ×
s1 ÒÁ×ÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × D. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D (ÏÔ (q2;M2)) ÉÍÅÅÔ
ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ R
ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï Q′1(s2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q′1(s1) ÐÏ a. äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′ ÉÚ Q′2(s1) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÐÏ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
Q′2(s2). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′ ÉÚ Q′1(s1) \ Q′2(s1) ×ÓÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÐÏ a ÎÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q′2(s2). P (s2) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
ËÁÖÄÏÍÕ q′ ∈ Q′2(s2) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ m + |w| ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ q′′ 〈q′′;m〉 ∈ P (s1) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ q′′ × q′ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a É ×ÙÈÏÄÏÍ w.
óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÏÚØÍÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k. åÓÌÉ k 6= 0, ÕÍÅÎØ-
ÛÉÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÔ 2n4. üÔÉ
ÞÉÓÌÁ × ÐÁÒÁÈ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ×ÏÊÄÕÔ × P (s2). ÷ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ
m(s2) = m(s1) + |v| − k 6 2n4.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × A ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, ÔÏ × A(D) ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l) = ×È (l′), ×ÙÈ (l) = ×ÙÈ (l′). ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏ-
ÒÏÔ, × A(D) ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÕÇÁÄÁÎÎÙÊ
ÐÕÔØ l × A ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Q1 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÄÅ-
ÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q2 ÔÏÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ
Q2 × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Q2
ÉÍÅÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ × Q2 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ, × ËÏÎÃÅ Q2 ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÔØ ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÔØ l′ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ.
ðÕÓÔØ Q2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q1 \Q2 ÎÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q2, ÔÏ × ËÏÎÃÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ
Q1 \Q2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Q′1 É Q′2
ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ. ðÅÒÅÈÏÄÙ A(D) ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÑÓØ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚËÅ D
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÍÏÖÎÏ ÕÊÔÉ Ó ÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÐÅÒÅÈÏÄÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, É ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÅÒ×ÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ D. ðÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
A(D), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 1 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ
ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ.

íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ A(D) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
u. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ A. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ A(D) ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÔÒÅÚ-
ËÏ× ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï \ÔÕÐÉËÏ×ÙÈ" ÐÁÒ ×ÉÄÁ 〈q;m〉. úÄÅÓØ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ A,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ
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ÐÕÔÉ. ÷ ÞÉÓÌÅ m ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÎØÛÅ
×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ. ÷ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÐÅÒÅÈÏÄÏ× A(D) ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌÏ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÉÚ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎØÛÅ ÕÇÁÄÁÎÎÏÇÏ,
ÌÉÂÏ ×ÅÄÕÔ × ÌÏËÁÌØÎÏ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÔÉÐÁ 1, 3),
ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × D ÐÅÒÅÈÏÄÕ (ÔÉÐ 2), ÌÉÂÏ (ÏÔÒÅÚÏË ÔÉÐÁ 3) ×Å-
ÄÕÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ × \ÔÕÐÉËÏ×ÕÀ" ÐÁÒÕ. åÓÌÉ × A(D) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ
s1 × s2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a É ×ÙÈÏÄÏÍ v, ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÝÉÊ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′′, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ ÐÏ a ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q′, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ
× \ÔÕÐÉËÏ×ÕÀ" ÐÁÒÕ 〈q′;m〉 ∈ P (s1), ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÕÓÌÏ×ÉÊ.

1) q′′ =∈ Q′2(s2).
2) ÷ P (s2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ \ÔÕÐÉËÏ×ÁÑ" ÐÁÒÁ 〈q′′;m1〉, ÇÄÅ m1 ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ ÐÏ m, v ÔÁË ÖÅ,

ËÁË ×ÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ.
åÓÌÉ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ × ÌÀÂÏÊ \ÔÕÐÉ-

ËÏ×ÏÊ" ÐÁÒÅ ÉÚ P (s1) ÞÉÓÌÏ m ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × D.
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉÛØ

ÔÏÔ ÐÕÔØ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ × ÌÅË-
ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. õËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÁÛÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(u) ÉÚ exp(poly(n))
ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l ÓÏ ×ÈÏ-
ÄÏÍ u ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l′ ∈ M(u) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÙÈ (l′) = ×ÙÈ (l), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u′ ⊆ u
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l; l′; u′)| 6 2n4.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÌ á. ÷ÅÂÅÒ × [1], ÚÎÁÞÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÔÅÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ exp(poly(n)).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å M(u) ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÔÉ Ó ËÁÖÄÏÊ
×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 2, 4 É ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÑ 1.

îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁ. ìÅÇËÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÌÉÎ ×ÙÈÏÄÏ× ÎÁ ÏÄÎÏÍ ×ÈÏÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓ-
ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ B, ÉÍÅÀÝÉÊ m + 1 ÐÁÒÕ ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÊ: (q1; q′1), (q2; q′2); : : : ; (qm+1; q′m+1). îÁÞÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q1; q′1, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ
qm+1; q′m+1. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

〈qi; ui;�; qi+1〉; 〈qi; ui;�; q′i+1〉; 〈q′i; ui;�; qi+1〉;
〈q′i; ui;�; q′i+1〉; 〈qi; ui; c; qi〉; 〈q′i; ui;�; q′i〉;

ÇÄÅ ui = a ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ i É ui = b ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ, a, b, c | ÂÕË×Ù. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ B

ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. ðÕÓÔØ f(k) = 2m−k. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÈÏÄÁ af(0)a bf(1)b af(2)a bf(3)b : : : a2a bb
(ÓÞÉÔÁÅÍ m ÞÅÔÎÙÍ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ B ÍÏÖÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÄÁÔØ ÌÀÂÏÊ ×ÙÈÏÄ ck, ÇÄÅ
ÞÉÓÌÏ k ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÃÉÆÒ. ôÁË ËÁË ÔÁËÉÈ
ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÏ 2m, ÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ
Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ m, ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ exp(poly(m)). ïÄÎÁËÏ, × ÄÁÎ-
ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
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ôÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÁÔ A′(D) ÒÁÚÍÅÒÁ exp(poly(n)),
ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ×ÈÏÄÏ× u, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ
ÐÕÔÉ × A(D) ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u × A′(D) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÐÕÓ-
ËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÓÔÏÑÎÉÑ A′(D) ×ËÌÀÞÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q1, Q2, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q′1 É Q′2 ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ,
Á ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÅÝÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈q;m〉. úÄÅÓØ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q′2,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÕÔØ, Ô. Å. ÐÕÔØ Ó ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ×ÈÏÄÁ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, m | ÔÁ ÖÅ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ËÁË É × A(D). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÐÏÌÎÏÅ, Ô. Å. ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÕÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÉÍ ÐÁÒÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Á Q1, Q2, Q′1, Q′2 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × A(D).
åÓÌÉ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÏ×ÏÅ Q2 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ D, ÞÔÏ É ÓÔÁÒÏÅ,
ÔÏ ÎÏ×ÙÅ Q′1, Q′2 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × A(D), Á ÎÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÓÔÁÒÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÌÎÏÔÙ. åÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ
ÐÅÒÅÈÏÄ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, Á ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÂÙÌ ÏÔÒÅÚÏË
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ
× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Q′2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ, Á ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ
ÓÒÅÄÉ ÐÁÒ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ D ÄÌÑ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ. åÓÌÉ ÖÅ Q′2 ÐÕÓÔÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ D, ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
〈Q1; Q2; \ÓÂÏÊ′′〉, É ÄÁÌØÛÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Q1 É Q2, ÓÌÏ×Ï \ÓÂÏÊ" ÓÏ-
ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q1 ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ É ÐÕÓÔÙÍ). ÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ
A′(D) ×ÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ Q2 ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ, Á ÉÚ Q1 \Q2 | ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ. óÒÅÄÉ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ A′(D), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÌÉÛØ ÔÁËÉÅ, ÇÄÅ ÎÅÔ ÓÂÏÑ, Q2 ÒÁ×ÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ D, Q′2 = {q}, ÇÄÅ q |
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ D, Á ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÐÁÒÁ 〈q;m〉.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × A ÎÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D,
ÔÏ A′(D) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ u. ðÕÓÔØ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, × A′(D) ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
u. ôÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Q1, Q2, Q′1, Q′2 ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÎÏ. éÚ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÐÅÒÅÈÏÄÏ× É ÐÏÌÎÏÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÂÏÒÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÐÕÔÅÊ, ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D, É ×ÅÒÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × A ÎÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÏÊ D. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÎÁÑ ÂÕË×Á É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ Q2
É Q′2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A′(D), ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u. ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÕÀ
ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ Ä×ÕÈÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÏËÁÚÁÌ × [2] á. ÷ÅÂÅÒ.

á. ÷ÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ × [1] ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ ÒÅÛÁÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÎ ÉÌÉ ÎÅÔ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ (ÔÅ-
ÏÒÅÍÁ 2) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ A ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ×ÈÏÄÏ× ÍÏÖÎÏ
ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÒÅÛÉÔØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÉ ÏÎ ËÒÉÔÅÒÉÀ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ
ÓÄÅÌÁÔØ. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÐÁÒÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ 〈s1; s2〉. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ,
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
Á×ÔÏÍÁÔ A1. åÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÞÅÔ×ÅÒËÉ 〈q1; q2; q3;m〉, ÇÄÅ q1; q2; q3 |
ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A, Á m | ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |m| 6 n4, ÌÉÂÏ ÓÉÍ×ÏÌ ∗. ðÅÒÅÈÏÄ
ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ 〈q1; q2; q3;m〉 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 〈q′1; q′2; q′3;m′〉 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ × A ÉÚ
qi × q′i ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄ ÞÅÒÅÚ vi) É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ m | ÞÉÓÌÏ É
|m + |v1| − |v2|| 6 n4, ÔÏ m′ = m + |v1| − |v2|, ÉÎÁÞÅ m′ = ∗. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ A1:
〈s1; s1; s2; 0〉, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ: 〈s1; s2; s2; ∗〉. ÷ m ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ
×ÙÈÏÄÏ× p1 É p2, Á ∗ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÅ×ÙÓÉÌ n4.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ × A1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ËÒÉÔÅÒÉÉ ÐÕÔÅÊ p1, p2, p3 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌÅ u′ ÉÈ ÏÂÝÅÇÏ
×ÈÏÄÁ |d(p1; p2; u′)| > n4. ïÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ × A1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2)
ÄÌÑ s1, s2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ × A1 ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏ×ÅÒÑ-
ÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÄÌÑ s1, s2 ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2)
ÄÌÑ ÎÉÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ-
×ÉÀ (1)′: ÓÌÏ×Á ×ÙÈ (p1) É ×ÙÈ (p2) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ (1) ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ
ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ p1, p2, p3, ÔÏ ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ p′1 = pk1, p′2 = p2pk−1

3 , p′3 = pk3, ÇÄÅ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ,
ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1)′. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ A2. åÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ
ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: Q1, Q2, Q3. ÷ Q1 ÜÔÏ ÐÑÔÅÒËÉ 〈q1; q2; q3;m; a〉, ÚÄÅÓØ q1, q2, q3 ÔÁË ÖÅ,
ËÁË × A1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÕÔÅÊ p1, p2, p3, × m ×Ù-
ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÌÉÎ ×ÙÈÏÄÏ× p1 É p2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ |m| 6 n4, É ÅÓÌÉ
ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ. ÷ a ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕË×Á ÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÉÚ p1, p2, ×ÙÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÒÏÇÏ
ÄÌÉÎÎÅÅ (ÅÓÌÉ |m| > 0), Á ÅÓÌÉ m = 0, ÔÏ a = �. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ: 〈s1; s1; s2; 0;�〉,
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × Q1 ÎÅÔ.

îÁÈÏÄÑÓØ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ 〈q1; q2; q3;m; a〉 ∈ Q1 (m 6= 0), A2 ÍÏÖÅÔ \ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÔØ", ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÂÕË×Å a ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ×ÙÈ (p1) É
×ÙÈ (p2) (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ÓÂÏÅÍ), É ÐÅÒÅÊÔÉ (Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ) × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q2,
ÉÍÅÀÝÅÅ ×ÉÄ 〈q1; q2; q3; a; k〉, ÇÄÅ k ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁ×ÎÏ m. úÄÅÓØ × q1, q2, q3 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞ-
ÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, a | ÂÕË×Á ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÓÂÏÑ, k ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÂÕË× ÎÁÄÏ
ÎÁÒÁÓÔÉÔØ \ËÏÒÏÔËÉÊ" ×ÙÈÏÄ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ
ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÓÂÏÊ. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ × Q2 ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ
|k| ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÁÒÁÓÔÁÎÉÑ \ËÏÒÏÔËÏÇÏ" ×ÙÈÏÄÁ, ÚÎÁË k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÕÔØ Ó \ËÏÒÏÔËÉÍ" ×Ù-
ÈÏÄÏÍ. ëÏÇÄÁ ÎÁ \ËÏÒÏÔËÏÍ" ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕË×Á, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÂÏÊ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÁ ÂÕË×Á ÎÅ ÒÁ×ÎÁ a. åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË,
A2 ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q3, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 〈q1; q2; q3〉. åÓÌÉ, ÎÁÈÏÄÑÓØ ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ 〈q1; q2; q3; 0;�〉 ∈ Q1, A2 ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÅÓÏÇÌÁÓÏ-
×ÁÎÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÏ× p1 É p2, ÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ × 〈q′1; q′2; q′3〉 ∈ Q3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÚ Q3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÂÏÊ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ, É ÔÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÕÔÉ p1,
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p2, p3 ÄÏ ËÏÎÃÁ. ðÅÒÅÈÏÄÙ × Q3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ: 〈s1; s2; s2〉. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1)′ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ s1, s2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ × A2. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÏ-
×ÅÒËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÙ.

3 ÷ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ
ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ×ÏÐÒÏÓÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ÄÒÕÇÏÊ.
÷ [6] ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÙÑÓÎÅÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ×ÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. á. ÷ÅÂÅÒ × [2] ÄÏËÁ-
ÚÁÌ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ exp(exp(poly(n))), ÇÄÅ n | ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÏ×
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ. òÁÚÍÅÒ ÚÏÎÙ (Ô.Å. ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÐÁÍÑÔÉ) Õ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÏÖÅ
Ä×ÏÊÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÕÓÉÌÉ×ÁÀÝÕÀ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÓÔÒÏÉ×
ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÏÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÚÏÎÅ exp(poly(n)),
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ A1 É ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÀ
A2 ÒÅÛÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ A1 × A2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A1 É A2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÕÓÔÙÈ ×ÈÏÄÏ×.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A1 ÎÅ ×ÌÏÖÅÎ × A2, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ
×ÙÈÏÄÁÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.
ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A1 ÎÅ ×ÌÏÖÅÎ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A2,
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ 〈u; v〉 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 〈u; v〉 ∈ �(A1), 〈u; v〉 =∈ �(A2) É |v| 6 exp(p1(n)),
ÇÄÅ p1(n) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l1 × A1 Ó ×ÙÈÏÄÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 〈u; v1〉 ∈ �(A1), 〈u; v1〉 =∈ �(A2), ÇÄÅ u = ×È (l1), v1 = ×ÙÈ (l1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ |v1| > exp(p1(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ p1(n) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÁ. âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ-
×ÁÔØ ÐÏÄ ÓÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ ÔÉÐÁ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ" exp(poly(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ×ÓÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. åÓÌÉ
|v1| = |v2|, ÎÏ v1 6= v2, ÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÅ×ÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÁ×ÙÍ) ÓÂÏÅÍ ÍÅÖÄÕ v1 É v2
ÐÅÒ×ÕÀ ÓÌÅ×Á (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÐÒÁ×Á) ÐÁÒÕ ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÂÕË× ÓÌÏ× v1 É v2, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑ-
ÝÉÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÎÃÁ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v2, ÔÁËÉÈ
ÞÔÏ 〈u; v2〉 ∈ �(A2) | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÂÕË× ÎÁ v1, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÂÏÊ ÍÅÖÄÕ v1 É ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÔÁËÉÈ v2, ÔÏÖÅ ÍÁÌÏ.
÷ÏÚØÍÅÍ × ÓÌÏ×Å v1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï r, × ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÂÏÊ
É ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÖÉÔ ÏÔ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÓÂÏÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ
ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÍ |r|.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÞÁÌÁ ×ÈÏÄÁ u ÔÏÞËÁÍÉ. éÎÏÇÄÁ ÐÏÄ ÔÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁËÖÅ
ÔÏ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÐÕÔÉ, ÇÄÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ×ÈÏÄÁ. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1. óÌÏ×Á ×ÙÈ (l1(u′)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË u′ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ r É ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙ.

2. ÷Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ l1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.
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3. ÷Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É ÐÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉ-
ÖÉÍÏÓÔÉ × A2 ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ (ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ u′
ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u′′, ÇÄÅ u′u′′ = u).

âÕÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÖÁÔØ ÐÏ ÛÁÇÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ × A2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q ÉÚ A2 ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ
ÐÕÔØ × A2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × q × ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m= exp(n) ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ
ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,
ÔÏ ÏÔÍÅÞÁÅÍ q, ÓÔÁ×ÉÍ ÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù-
ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÕÍÅÎØÛÁÅÍ × exp(n) ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ
ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÈÏÄÉÌ ÞÅÒÅÚ q. ðÕÔØ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ
q, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ l(q) É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÎÉ ÏÄÎÏ ÎÅ-
ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. ôÁË ËÁË ÛÁÇÏ× ÎÅ
ÂÏÌÅÅ n, × ËÏÎÃÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ. ëÁÖÄÙÊ
ÐÕÔØ l(q) ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q.

òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÓÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ
ÔÏÞÅË, Á ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ub, ËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ. ëÁÖÄÏÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ u′ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× 〈q; q1; q2; d〉, ÞÔÏ × A2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÕÔØ l ÉÚ q1 × q2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u′′, ÇÄÅ u′ = ubu′′, q | ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ | ×ÙÈ (l)| É ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ l(q) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ×ÈÏÄÁ u′′ ÒÁ×ÎÁ d, ÐÒÉÞÅÍ |d| 6 2n4.
þÉÓÌÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.

ôÁË ËÁË ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÕÔØ l1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× ÍÅÖÄÕ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕËÏ-
ÒÏÞÅÎÎÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l′1 × A1. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ l1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ
l′2 × A2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l′2) = ×È (l′1), ×ÙÈ (l′2) = ×ÙÈ (l′1). ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÏÓÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÙ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ. âÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÕÔÉ Ó ×ÙÂÒÏÓÁÍÉ
ÔÏÞËÉ, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ ÐÏÓÌÅ ×ÙÂÒÏÓÏ× ÉÚ ÎÉÈ. ðÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ l′2 ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒ×ÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ q(t) ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ
l′2 × ÔÏÞËÅ t. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ×È (l′2) ÔÏÞËÕ t, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÁ×ÏÍÕ ×ÙÂÒÏ-
ÛÅÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ×Ï ×ÓÅÈ
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q(t) × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ×ÈÏÄ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ u′u′′, ÇÄÅ u′ | ×ÈÏÄ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, Á u′′ | ×ÈÏÄ l′2
ÏÔ t ÄÏ ËÏÎÃÁ. óÏÅÄÉÎÉ× ÓÔÁÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ Ó ÎÏ×ÙÍ ËÏÎÃÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ
ÐÕÔØ, ÎÁ ×ÈÏÄÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÉÍ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÍÅÎØÛÅ. ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÓÔÁ×ÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u.
÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÒÅÔÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÎ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q1, ËÏÔÏÒÏÅ
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1=(3n) ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÂÙ q1 ÎÅ
ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ, ÜÔÏ ÂÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ l′2 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2.
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ôÁË ËÁË ÐÕÔÉ l(q1) É l(q2) ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ q1 É q2, ÔÏ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÙÂÒÏÓÙ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÁÈ ×ÈÏÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ l1. âÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÕÔÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ×ÙÂÒÏÓÁÍÉ ÞÅÒÅÚ l′(q1) É l′(q2). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) (ÐÒÉ s1 = q1,
s2 = q2, p1, p2, p3 | ÕÞÁÓÔËÉ ÐÕÔÅÊ l′(q1), l′2, l′(q2) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÄÌÉÎ ×ÙÈÏÄÏ× ÐÕÔÉ l′2 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ ub ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÉ u′ É ÐÕÔÉ l′(q1) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ
ÕÞÁÓÔËÅ ×ÈÏÄÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2n4. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÐÒÏÃÅÓÓ \×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ" l′2 ÄÏ ÐÕÔÉ Ó ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÍ ×ÈÏÄÏÍ. ðÕÓÔØ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ
×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ t1 É t2 É ÅÇÏ ×ÈÏÄ ÅÓÔØ u1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ l′ ÕÞÁÓÔÏË ÐÕÔÉ l′2 ÏÔ ub ÄÏ t1. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÂÏÒÏ× ×
ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l′′ ÉÚ q(ub) × q(t1) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l′′) = ×È (l′)u1, Á
ÒÁÚÎÏÓÔØ | ×ÙÈ (l′′)| − | ×ÙÈ (l′)| ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ ×ÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l(q1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ×ÈÏÄÁ u1. ÷ÈÏÄ
ÎÏ×ÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ × l′2 ÕÞÁÓÔËÁ l′ ÎÁ l′′, ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÎÁ ÏÄÉÎ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÅÎØÛÅ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÓÔÁ×ÉÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ
×ÈÏÄÅ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÈÏÄ ÕÄÌÉÎÉÌÓÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ×ÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l(q1) ÎÁ ×ÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ
×ÈÏÄÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÅ×Á ÏÔÒÅÚÏË É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷
ËÏÎÃÅ ÐÏÌÕÞÉÍ \×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ" ÐÕÔØ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u.

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÑ ×ÙÂÒÏÓÁ � ÞÅÒÅÚ l′2(�) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Ó ×ÙÂÒÏ-
ÓÏÍ � × A2; ÞÅÒÅÚ l2(�) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ \×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ" ÐÕÔØ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ
ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ; q1(�) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÒÏÈÏÄÉÔ × ÐÅÒ×ÏÊ ÔÒÅÔÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÕÔØ l′2(�); t1(�) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ
ÔÏÞËÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÒÅÔÉ × ËÏÔÏÒÏÊ l2(�) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × q1(�); q2(�) É t2(�) | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ
ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ; l′�(q1) | ÐÕÔØ l(q1) Ó ×ÙÂÒÏÓÏÍ �; |�| | ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ×ÙÈÏÄÏ×
×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÉÚ l1 ÏÔÒÅÚËÏ×.

ìÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏ×: ÄÌÉÎÁ ×ÙÈÏÄÁ l(q) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ×ÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l1 ÎÁ ÎÅÍ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÉÐ), ÍÅÎØÛÅ
(ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÔÉÐ) ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ (ÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÉÐ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÏÔ-
ÒÅÚËÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒ 〈q; ÔÉÐ〉. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜËÓ-
ÐÏÎÅÎÔÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÉÈ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S
×ÙÂÒÏÓÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ m-Ê ×ÙÂÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ m ÏÔÒÅÚËÏ× × ÎÁÛÅÍ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÉÉ. ëÁÖÄÏÍÕ ×ÙÂÒÏÓÕ � ÉÚ S ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÁÒÕ 〈q; v〉, ÇÄÅ q = q1(�),
v = ×ÙÈ (l2(�)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÐÁÒ | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ.
ðÕÓÔØ �1 É �2, | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÒÏÓÁ ÉÚ S, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ
ÐÁÒÁ 〈q; v〉. åÓÌÉ ÂÙ ÔÉÐ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ ×ÙÈÏÄÏ× \×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ" ÐÕÔÅÊ É |v1| ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ
ÄÌÑ �1 É �2, ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÉ ×ÙÈÏÄÙ ÔÏÖÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÉÐ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÞÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
×ÓÔÁ×ËÉ ÄÁÅÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ S: | ×ÙÈ (l2(�))| = |v1|.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÏÓ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÂÒÏÓÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÅÓÌÉ ÔÉÐ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×
ÉÚ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q1(�) ÎÕÌÅ×ÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ
Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
×ÙÂÒÏÓÏ× ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ: �1, �2; : : : ; �k, ÇÄÅ ×ÓÅ |�i| ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÙÂÒÏÓÏ× ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-
×ÉÑ:

14



1. ÷ÙÂÒÏÓÙ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÙÂÒÏÓÏ×
ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÒÕÇÏÇÏ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÍ.

2. ÷ÓÅ ×ÙÂÒÏÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÂÒÏÓÁÍÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.
3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÙÂÒÏÓÏ× �1, �2: |�1| 6= |�2|.
4. äÌÑ ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÏÓÏ× � q1(�) ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ q1).
5. äÌÑ ×ÓÅÈ � ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ l′2(�) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t1(�) ÄÏ ub É

ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ l′�(q1) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù (ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n4).

6. õ ×ÓÅÈ l2(�) (Á ÚÎÁÞÉÔ É l′2(�)) ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ×ÙÈÏÄ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ ub.
7. ÷ÓÅ ×ÙÈ (l2(�)) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ×ÙÈÏÄ v2).
éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ ÐÕÔÉ l(q1) ÎÅ ÐÕÓÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ×ÈÏÄÑÝÅÍ

× ×ÙÂÒÏÓÙ. ôÏÇÄÁ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÏ× ÐÕÔÅÊ
l′2(�) É l′�(q1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t1(�) ÄÏ t2(�) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ×ÓÔÁ×ËÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ
×ÓÅÈ � (ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, n4 ÓÁÍÙÈ ÌÅ×ÙÈ É ÓÁÍÙÈ ÐÒÁ×ÙÈ) ×ÙÈ (l2(�)) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÙÈ (l′2(�)) ×ÓÔÁ×ËÏÊ ×ÙÈÏÄÏ× ÐÕÔÉ l(q1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÉÚ � (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÅÓÌÉ w É w1 | ×ÙÈÏÄÙ ÐÕÔÅÊ l′�(q1) É l(q1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t1(�) ÄÏ t2(�), ÔÏ ×ÙÈÏÄ l′2(�)
ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á w∞, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ × n4-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÃÁ
ÐÅÒ×ÏÇÏ w, Á ×ÙÈÏÄ l2(�) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á w∞1 , ÇÄÅ w1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ w ×ÓÔÁ×ËÁÍÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÎÅ
n4-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � (ËÒÏÍÅ,
×ÏÚÍÏÖÎÏ, n4 ÓÁÍÙÈ ÌÅ×ÙÈ) ×ÙÈÏÄÙ ×ÓÅÈ l′2(�) ÐÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ ub ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔ ×ÙÈÏÄÙ ÐÕÔÅÊ
l′�(q1) Ó ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÏÂÝÅÍ ÎÁÞÁÌÅ ×ÙÈÏÄÏ× l′�(q1). õÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 6,
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÏÓ �1 ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ ÞÅÍ �2, ÔÏ É ×ÓÔÁ×ËÁ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÄÌÑ �1
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ (ÓÞÉÔÁÑ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ×ÓÅÇÏ ×ÙÈÏÄÁ) ×ÓÔÁ×ËÉ ÄÌÑ �2. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ v1 6= v2, |v1| = |v2| (× ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2) É ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÂÒÏÓÁ ÅÓÌÉ ÉÚ v1 É v2 ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÏÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÒÁ×-
ÎÙÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ×ÙÂÒÏÓÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔÏË
×ÙÂÒÏÓÏ× ÉÚ v2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÎÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ ÍÅÖÄÕ v1 É v2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÜÔÉ ×ÙÂÒÏÓÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ ÓÂÏÉ ÉÓÞÅÚÌÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ,
ÞÔÏÂÙ ×ÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v1 É v2 ÌÅÖÁÌÉ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ÓÂÏÅ×. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÚ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔËÁ r ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v1 ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÏÂÏÉÈ
ÓÂÏÅ×. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÔÏÇÄÁ ×ÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v2 ÌÅÖÁÔ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ
ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ. ÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Á ×ÙÂÒÏÓÁ �1 É �2, ÇÄÅ �1 ÌÅ×ÅÅ �2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÌÏ×Ï
w ÉÚ v1 ÏÔ ÐÒÁ×ÏÇÏ ËÏÎÃÁ �2 ÄÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ. ðÒÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÉÉ ×ÙÂÒÏÓÁ �2, w ÓÄ×ÉÇÁ-
ÅÔÓÑ ×ÌÅ×Ï É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ Ó ÓÏÂÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ
ÄÌÉÎÙ |�2| (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÄÓÌÏ×Á r |w| À |�2|). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÅÒÉÏÄ ×ÐÒÁ×Ï ÚÁ w, ÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ |�2| ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÉÎÁÞÅ ÓÂÏÊ ÂÙ ÎÅ ÉÓÞÅÚ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �1, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ |�1| É ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÁ-
ÒÕÛÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ |�1| ÐÒÁ×ÅÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ |w| À |�1| · |�2|,
w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ |�1| · |�2|. îÁÒÕÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ ÓÐÒÁ×Á
ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁÒÕÛÅÎÉÅÍ ÏÂÏÉÈ ÍÁÌÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏ×, Á ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅÍ É ÂÏÌØÛÏÇÏ. ôÁË ËÁË |�1| 6= |�2| (ÕÓÌÏ-
×ÉÅ 3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÐÅÒÉÏÄÏ× ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ
× ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v1 ÌÅÖÁÔ ÐÒÁ×ÅÅ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
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×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÅÍÍÁ 5 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ |u| × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ. á. ÷Å-
ÂÅÒ × [2] ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A1 ÎÅ ×ÌÏÖÅÎ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌØ A2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ 〈u; v〉 ∈ �(A1), 〈u; v〉 =∈ �(A2), ÇÄÅ |u| 6 exp(exp(poly(n))).
ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ 〈u; v〉,
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅÍÍÅ 5, Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ |u| ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ v. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |u| > exp(exp(poly(n))), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÁ. ôÁË
ËÁË |v| 6 exp(p1(n)), ÔÏ ÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÍ ÐÕÔÉ l1 ÉÚ A1 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ×ÙÈÏÄÏÍ v ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ (Ä×Å ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ) ÏÔÒÅÚÏË Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÙÈÏÄÏÍ. ÷ÙÄÅÌÉÍ
ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ l1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÅ u′ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÉÄÁ 〈q; v′〉, ÇÄÅ v′ ⊆ v, q |
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ A2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ × A2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × q ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u′ É ×ÙÈÏÄÏÍ
v′. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ä×ÏÊÎÁÑ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å ÔÏÞËÉ u1, u2, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ É
ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, × A2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ,
ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÉÚ u ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔ u1 ÄÏ u2, É ×ÙÈÏÄÏÍ v. ðÕÓÔØ q | ÓÏ-
ÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ l2(u1). ÷ ÓÉÌÕ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×,
× A2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l′2 ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × q ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×È (l′2) = u2, ×ÙÈ (l′2) = ×ÙÈ (l2(u1)).
óÏÅÄÉÎÑÑ ÐÕÔØ l′2 Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÕÔÉ l2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ × A2 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ
u É ×ÙÈÏÄÏÍ v. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ 〈u; v〉 =∈ �(A2). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ×ÙÈÏÄÁ v × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ 5
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁ. üÔÁ ÏÃÅÎËÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÓÌÏ×Ï w, ÇÄÅ |w| = exp(poly(n)), ÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ |w|. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å
w ×ÏÚØÍÅÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÚÁÐÉÓÅÊ ×ÓÅÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÌÁÄÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ
ÓÌÅ×Á), ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ É ËÏÎÞÁÑ
ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ. á×ÔÏÍÁÔ A × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÞÉÎÕ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ
ÞÉÔÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÒÁ×ÎÏ w. ðÒÉÞÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍÉ: ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ;
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ 1 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÊ ÒÁÚÒÑÄ); ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅ ËÒÁÔÎÁ n; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ. ÷ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A (ÄÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ) ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ
ÒÁÚÒÑÄÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÔÏÍ, ÅÓÔØ ÌÉ ÌÅ×ÅÅ ÎÅÇÏ ÎÕÌÉ × ÔÅËÕÝÅÍ ÞÉÓÌÅ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ
ÄÅÔÁÌÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.

á×ÔÏÒÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
÷ÏÐÒÏÓ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ä×ÕÈÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ×ÈÏÄÁ u ×
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ 5?

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 6. ïÐÉÛÅÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ
ÎÅ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ A1 × A2 É ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÏÎÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ×ÙÈÏÄ v, ÇÄÅ |v| 6 exp(p1(n)) É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ v ÎÁ ÌÅÎÔÅ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏ
ÛÁÇÁÍ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏÄ É ÐÕÔØ × A1. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÕËÁÚÁÎÏ v1 ⊆ v |
×ÙÈÏÄ ÕÇÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÕÔÉ × A1 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈v′; q〉, ÇÄÅ v′ ⊆ v, q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ
ÉÚ A2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × q Ó ÕÇÁÄÁÎÎÙÍ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ
×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ v′. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÂÕË×Á a ×ÈÏÄÁ É
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ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ × A1 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ Õ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ v1 ×ÄÏÌØ v, É ÄÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÅÇÏ Ë v1. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ 〈v′; q〉 É ËÁÖÄÏÇÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ × A2 ÉÚ q ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ a É ×ÙÈÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ v′ ×ÄÏÌØ v É ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ
ÚÁ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÐÁÒÁ. ðÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÙ
ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ
v1 | ÎÁÞÁÌÏ v É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÎÅÐÕÓÔÏ. åÓÌÉ v1 = v É ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÁÒ ÎÅÔ ÐÁÒÙ
〈v; q〉, ÇÄÅ q | ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÎÅ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ
A1 × A2. ðÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÚÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.
ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÜ×ÉÞÁ, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÚÏÎÅ S, ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÅÒÅÄÅÌÁÎ × ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÊ ÔÏÔ ÖÅ ÑÚÙË É ÉÍÅÀÝÉÊ ÚÏÎÕ
S2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÙÂÒÏÓÏ×, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ A1 É A2 | ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ×ÈÏÄÏ× É
A1 ×ÌÏÖÅÎ × A2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l1 × A1 ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ×ÙÈÏÄÏÍ
v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l2 × A2 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u′ ⊆ u ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l1; l2; u′)| 6 exp(poly(n)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M1(u; v) É M2(u; v) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÐÕÔÅÊ
ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ×ÙÈÏÄÏÍ v × A1 É A2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ×ÏÐÒÅËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ
ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ l1 ∈ M1(u; v) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l2 ∈ M2(u; v)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ u′ ⊆ u ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |d(l1; l2; u′)| > k > exp(poly(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÎÏÍÁ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 × A2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï M ÐÕÔÅÊ ÉÚ M2(u; v) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l ∈M2(u; v) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ l′ ∈M
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ u′ |d(l; l′; u′)| 6 2n4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÄÏÐÕÓËÁÀ-
ÝÉÈ ÐÕÔÅÊ l × A1, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÎÁ ×ÈÏÄÅ l ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
T ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |M | ÔÏÞÅË ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l′ ∈ M2(×È (l); ×ÙÈ (l)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÏÞËÁ u′ ∈ T ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |d(l; l′; u′)| > k1 = k− 2n4. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ l1 ∈ P , ÐÏÜÔÏÍÕ P
ÎÅ ÐÕÓÔÏ. ðÕÓÔØ l0 | ÐÕÔØ ÉÚ P Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ×ÙÈÏÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ: u0 = ×È (l0),
v0 = ×ÙÈ (l0). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T0. éÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |v0| > k1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÉÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË r ÐÕÔÉ l0 Ó
ÂÏÌØÛÉÍ ×ÙÈÏÄÏÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞÅË ÉÚ T0. äÌÑ r ÐÏ×ÔÏÒÉÍ ×ÓÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ×Ù-
ÂÒÏÓÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ l1, u, v1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÔÅÐÅÒØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ l0, u0, v0). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÕÔÉ l′2 × A2 ÄÌÑ ÐÕÔÉ l′0 × A1 Ó ×ÙÂÒÏÓÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, Á ÔÁ-
ËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ u′ ∈ T0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l′0; l′2; u′)| 6 k1. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
× ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÂÏÒÁ l0 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ | ×ÙÈ (l′0)| < | ×ÙÈ (l0)|. ðÏ×ÔÏÒÉ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÒÏÓ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÚ ÐÕÔÉ l0,
ÞÔÏ ÄÌÑ \×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ" ÐÕÔÉ l2 × A2 ×È (l2) = u0, ×ÙÈ (l2) = v0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÏÓÏ× � ×ÙÈ (l2(�)) 6= v0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ
É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ×ÓÔÁ×ËÉ, ÐÒÉ ×ÓÔÁ×ËÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ d(l′0; l′2; u′) ÐÕÔÉ × A1 ÏÔ ÐÕÔÉ ×
A2 ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ u′, ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ub É ×ÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÍ
ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÏÔÒÅÚËÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ d(l′′0 ; l′′2 ; u′′) = d(l′0; l′2; u′), ÇÄÅ l′′0 , l′′2 | ÐÕÔÉ ÄÏ ×ÓÔÁ×ËÉ, l′0, l′2 |
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ÐÕÔÉ ÐÏÓÌÅ ×ÓÔÁ×ËÉ, u′ = u′′ ÅÓÌÉ u′ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÅÅ ×ÓÔÁ×ËÉ É u′ = (u′′ ÓÏ ×ÓÔÁ×ËÏÊ),
ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÅÅ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ r É × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ
u′ ∈ T ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l0; l2; u′)| 6 k1. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ l0 ∈ P .
ôÅÏÒÅÍÁ 7 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

÷ ÏÄÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÉÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 6. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l, ÅÓÌÉ | ×È (l)| > c, ÔÏ | ×ÙÈ (l)| > 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ c 6 poly(n),
ÇÄÅ n = |A|.
ôÅÏÒÅÍÁ 8. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ exp(poly(n)) ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÎÅ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔÅÌÑ A1 × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A2, ÇÄÅ A2 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ × ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÍÍÕ 5.
ìÅÍÍÁ 6. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A1 ÎÅ ×ÌÏÖÅÎ × ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ A2
Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÚÁÄÅÖËÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ 〈u; v〉 ∈ �(A1), 〈u; v〉 =∈ �(A2) É |u| 6 exp(p2(n))
(p2(n) | ÐÏÌÉÎÏÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ l1 | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ × A1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
〈×È (l1); ×ÙÈ (l1)〉 =∈ �(A2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: u = ×È (l1), v1 = ×ÙÈ (l1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
|u| ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. óÌÕÞÁÊ 1: |v1| > exp(p1(n)) (p1(n) |
ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ
ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5. óÌÕÞÁÊ 2: |v1| 6 exp(p1(n)). ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË r ÐÕÔÉ l1 Ó ÐÕÓÔÙÍ ×ÙÈÏÄÏÍ. îÁ ÎÅÍ
ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ×ÙÂÒÏÓÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÏ×Á-
ÎÉÑ ÞÔÏÂÙ ×ÙÈÏÄ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÙÌ ÎÅÐÕÓÔ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ×ÈÏÄÁ
ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ c. ðÏ×ÔÏÒÉ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÙÂÒÏÓÁ � ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÏ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÚÁÄÅÒÖËÉ, ×ÙÈÏÄ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ × A2 ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÎÁ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ
×ÈÏÄÁ. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄ ÕÞÁÓÔËÁ r ÐÕÓÔÏÊ. ìÅÍÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8. ïÐÉÛÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ïÎ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ×ÈÏÄ u É ×ÙÈÏÄ
v, ÇÄÅ |u| 6 exp(p2(n)), |v| 6 n|u|. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÔØ
ÌÉ × A1 É A2 ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u É ×ÙÈÏÄÏÍ v. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
u′ ⊆ u, ÇÄÅ u′ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÂÕË×ÅÎÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ 〈v′; q〉, ÇÄÅ v′ ⊆ v,
q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × q ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ u′ É ×ÙÈÏÄÏÍ
v′. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÎÅ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ A1 × A2, ÅÓÌÉ
〈u; v〉 ∈ �(A1), 〈u; v〉 =∈ �(A2). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ
|u| · |v|. ôÅÏÒÅÍÁ 8 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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