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sail.mit.edu/~madhu). òÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÉ ÎÁ ÓÅÍÉ-ÎÁÒÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ á.òÕÍÑÎ�Å× É á.òÏÍÁÝÅÎËÏ, ÔÅËÓÔ �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÌ Ë �ÅÞÁÔÉá.ûÅÎØ.1 ëÏÄÙ Ó ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÛÉÂÏË: �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁÚÁÄÁÞÉðÕÓÔØ � | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ. þÅÒÅÚ �n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ x1 : : : xnÉ y1 : : : yn ÉÚ �n Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÏÔ-ÌÉÞÁÀÔÓÑ (ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ i, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ xi 6= yi).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : �k → �n �ÒÉ k < n ËÁË Ó�ÏÓÏÂ ËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÒÉ Å£ �ÅÒÅÄÁÞÅ. ðÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÌÏ×Ï A ∈ �k,ÍÙ �ÅÒÅÄÁ£Í �Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ ÓÌÏ×Ï F (A). ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÓÉÍ×ÏÌÙ ÓÌÏ×Á F (A) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓËÁÖÅÎÙ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ,ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ F (A) ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ Ó�ÕÔÁÔØ Ó F (A′) ÄÁÖÅ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁËÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÕË×Ù × ÏÂÏÉÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÉÓËÁÖÅÎÙ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓËÁÖÁÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ e �ÏÚÉ�ÉÊ (× ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏ×Å), ÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ F (A) É F (A′) ÂÙÌÏ 2e+1ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ.âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : �k → �n. úÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ d(F (A); F (A′)) �ÒÉ A 6= A′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅÍ ËÏÄÁ F . ëÏÄ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØe = ⌊(d−1)=2⌋ ÏÛÉÂÏË, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÔÁËÏÍ e ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ e Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ ×ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. (ûÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ e Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÓÌÏ×Å x ∈ �nÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × e�ÏÚÉ�ÉÑÈ. þÅÒÅÚ ⌊t⌋ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ t, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ t.)�ÁËÁÑ \�ÏÍÅÈÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ" ËÏÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÚÁ ÓÞ£Ô \ÉÚ-1



ÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ" �ÒÉ �ÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ: ×ÍÅÓÔÏ k ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÍÙ �ÅÒÅÄÁ£Í nÓÉÍ×ÏÌÏ×, É n > k. þÅÍ ÂÏÌØÛÅ e É ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ k Ë n, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ ËÏÄ. ëÏ-ÎÅÞÎÏ, ÜÔÉ Ä×Á ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁÓÞ£Ô ÄÒÕÇÏÇÏ.úÁÄÁÞÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ �ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ �, n É e ÍÏÖÎÏ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �n ÎÕÖÎÏÕ�ÁËÏ×ÁÔØ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ e. äÒÕÇÏÊ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË Ó �Ï�ÁÒ-ÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ 2e+ 1 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÛÁÒÙ (ÉÈ �ÅÎÔÒÙ)×ÙÂÒÁÎÙ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ k, ÒÁ×ÎÏÅ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ×(ÔÏÞÅË) �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ |�| (ÞÉÓÌÏ ÂÕË× ×Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ), É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ k Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ ÛÁÒÏ×. (þÉÓÌÏ k ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÛÁÒÏ× È×ÁÔÉÔ; ÞÁÓÔØ ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ.)÷ÙÂÏÒ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ (ÍÅÖÄÕ ËÏÄÉÒÕÅÍÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ É ÉÈ ËÏÄÁÍÉ)ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÅÎ, �ÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ F , ÔÏÅÓÔØ �Ï ×ÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ X ÄÁ£Ô F (X). áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÉÓ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÅÍ e ÏÛÉÂÏË �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï Y , ÏÔÓÔÏÑÝÅÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á F (X) ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e, É ÄÁ£Ô X ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÂÙÌÉ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÒÁÂÏÔÁÌÉ ÂÙÓÔÒÏ.2 âÁÚÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× q = |�|; k; n; e ËÏÄ F : �k → �n, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÊ e ÏÛÉÂÏË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÅÔ? ä×Å ÓÁÍÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ Ï�ÅÎËÉ(Ó ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ) ÔÁËÏ×Ù:çÒÁÎÉ�Á èÜÍÍÉÎÇÁåÓÌÉ ËÏÄ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏqkVq(e; n) 6 qnúÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ Vq(e; n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂß£Í (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁe × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ q ÂÕË×. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÛÁÒÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ Õ ÎÅÇÏ �ÅÎÔÒ.)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ qk ÛÁÒÏ× Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ËÏÄÏ×ÙÈÓÌÏ×ÁÈ �ÏÍÅÝÁÀÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÚ qn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÑ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ èÜÍÍÉÎÇÁ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ:kn + logq Vq(e; n)n 6 1:ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ \ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ" ËÏÄÁ.üÔÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ èÜÍÍÉÎÇÁ, Á ÔÁËÖÅ \volumebound" (volume | ÏÂß£Í). 2



çÒÁÎÉ�Á çÉÌÂÅÒÔÁåÓÌÉ (qk − 1)Vq(2e; n) < qn;ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; k; n; e.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÑ ÌÉÛØ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÙÌÉÂÏÌØÛÅ 2e. åÓÌÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×Ó£ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (× ËÏÔÏÒÏÍ qn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙÔÏ ÛÁÒÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Vq(2e; n) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. õËÁÚÁÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ qk ÛÁÒÏ×, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:kn + logq Vq(2e; n)n 6 1:(ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÙ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÉÌÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÌÁÂÉÌÉÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ËÏÄÁ, ÏÔÂÒÏÓÉ× ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù). üÔÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ çÉÌÂÅÒÔÁ (Á ÉÎÏÇÄÁ { ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á{çÉÌÂÅÒÔÁ). îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ Á×ÔÏÒÁ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ üÄÇÁÒÁ çÉÌÂÅÒÔÁ (Edgar N. Gilbert)ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ äÁ×ÉÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ (David Hilbert).òÁÚÍÅÒ ÛÁÒÁïÂÅ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ×ËÌÀÞÁÀÔ × ÓÅÂÑ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÛÁÒÅ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÅÚÎÏÉÍÅÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ q = 2ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ s ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× C0n + C1n + : : :+ CsnðÒÉ s 6 n=2 (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÁË ËÁË ÛÁÒÏ× ÂÏÌØ-ÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÄÁÖÅ É Ä×Á ÎÅ �ÏÍÅÓÔÉÔÓÑ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÏÔ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ)ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒ-ÌÉÎÇÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ (É ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ) ÅÓÔØpoly(n)2nH(p)ÇÄÅ p = s=n, Á H(p) | ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p; 1− p), ËÏÔÏÒÁÑÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË H(p) = p log 1p + (1− p) log 11− p :äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ q ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄVq(s; n) = poly(n)qnHq(p);3



ÇÄÅ p = s=n, ÁHq(p) = [p logq 1p + (1− p) logq 11− p]+ p logq(q − 1)úÄÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓËÏÂËÁ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÂÏÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ pn �ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÉÑ (ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ), ÎÏ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑÅÝ£ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ: × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ pn �ÏÚÉ�ÉÊ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ q − 1ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÔÅ�ÅÒÅÛÎÅÇÏ).çÒÁÆÉËÉðÏÌÅÚÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. ðÏÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÂÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d (�ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÅ2e, ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË) × ÄÏÌÑÈ n; �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ |ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÄÁ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k=n, ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏ ËÏ-ÄÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á n | ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ).ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ q = 2 É ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂß£ÍÁ ÛÁÒÁ.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ e ÏÛÉÂÏË (ÇÒÁ-ÎÉ�Á èÜÍÍÉÎÇÁ): kn +H(e=n) 6 1 +O(log n=n)äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ dkn +H(d=n) 6 1−O(log n=n)æÏÒÍÕÌÙ ÜÔÉ �ÏÈÏÖÉ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ d É e ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ × Ä×Á ÒÁÚÁ.ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÉË ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍ ÒÁÓÔÑÖÅ-ÎÉÅÍ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ�Ù çÉÌÂÅÒÔÁ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÒÉÓ. 1).ðÏ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÄÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏÍ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ 1=2 É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ × n=3 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÄÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ 1=8 É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ n=4 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÍ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ n=8 ÏÛÉÂÏË) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁÎÉ�Ù çÉÌÂÅÒÔÁ. (÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ n, ÔÁË ËÁË ÍÙ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÌÉ ÞÌÅÎÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ O(log n=n).)þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ×Ï�ÒÏ-ÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÒÅÛ£ÎÎÙÊ �ÏÌÎÏÓÔØÀ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×).3 óÌÕÞÁÊÎÙÅ ËÏÄÙçÒÁÎÉ�Õ çÉÌÂÅÒÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ É ÄÒÕÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ËÏÄ, Á × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ.4
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Figure 1: çÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N . âÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ N ËÏÄÏ×ÙÈÓÌÏ× �1; : : : ; �N ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÒÅÄÉ qn ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �n. ðÒÉ ÜÔÏÍÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ �1; : : : ; �n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÑ �i É �j �ÒÉ i 6= j ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÈÏÔÑ É ÍÁÌÁ.)äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ i ∈ {1; : : : ; N} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ× ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e Ó �ÅÎÔÒÏÍ �i �Ï�ÁÄÕÔ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ�Ï�ÁÄÁÎÉÑ �j Ó ÄÁÎÎÙÍ j ÒÁ×ÎÁ Vq(2e; n)=qn (ÄÏÌÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁÎÉÍÁÅ-ÍÏÊ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e); ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ �j (�ÒÉ j 6= i)�Ï�ÁÄ£Ô × ÜÔÏÔ ÛÁÒ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NVq(2e; n)=qn. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅ i, �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ × ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × �i �Ï�ÁÌÉ ÄÒÕÇÉÅ �j , \�ÌÏÈÉÍÉ". �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÌÏÈÉÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NVq(2e; n)=qn. ðÏÜÔÏÍÕÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÈÉÈ i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N2Vq(2e; n)=qn, Á ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÏÌÉ �ÌÏÈÉÈ i (ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; N) | ÎÅÂÏÌØÛÅ NVq(2e; n)=qn.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏNVq(2e; n)qn 6 1=2(×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÞÅÍ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Á çÉÌÂÅÒÔÁ). �Ï-ÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÏÌÉ �ÌÏÈÉÈ i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2, É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ÄÏÌÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. úÁÆÉË-ÓÉÒÏ×Á× ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É ×ÙËÉÎÕ× �ÌÏÈÉÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á (ÉÈ ÎÅÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2e+ 1, ËÏÔÏÒÙÊ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ × ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ ÈÕÖÅ (�Ï ÞÉÓÌÕ ÓÌÏ× | ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØ-ÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÁ ÅÝ£ ÏÔÂÒÏÓÉÌÉ �ÏÌÏ×ÉÎÕ), ÞÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÒÁÎÅÅ.
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4 ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙåÓÌÉ q ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ (ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÅ Fq ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � = Fq,Á ÓÌÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÉÌÉ k) ÎÁÄ Fq . ÷ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ. �ÁËÏÊ ËÏÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÎÁÄ Fq) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F
kq → F

nq . üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n× k, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ Fq .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ (ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × F
nq . ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï (ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ). ðÏ-ÜÔÏÍÕ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÎÕÌÅ: ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÂÏÌØÛÅ 2eÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F

nq , ×ÓÅ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÏÌÅÅ 2e ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÎÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ× ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ). (óÁÍÏ ËÏÄÏ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F
kq →C �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÍ, ÌÉÛØ ÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.)þÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ, ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ × ÂÁÚÉÓ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C ×ÅËÔÏÒ ÚÁ ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ 2e. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÅÓÔØ s ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÏ×ÙÊ (ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ) ÂÁÚÉÓÎÙÊ×ÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÂÏÌÅÅ 2e ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á; ÜÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ É �ÏÓÌÅ ÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 2e. äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÏ×ÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ 2s ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉ-ÕÓÁ 2e.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ k-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á qk−1Vq(2e; n) < qnüÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á{çÉÌÂÅÒÔÁ. ïÎÁ ÞÕÔØ ÌÕÞÛÅÏ�ÅÎËÉ × ÇÒÁÎÉ�Å çÉÌÂÅÒÔÁ (ÔÁÍ ÂÙÌÏ qk − 1, Á ÔÅ�ÅÒØ qk−1), ÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓ-ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ q (ÓÔÅ�ÅÎÑÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÒÉÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ï�ÅÎËÉ çÉÌÂÒÅÔÁ É ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á{çÉÌÂÅÒÔÁ ÄÁÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ k=n.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ(ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ ËÏÄÁ), ÎÏ �ÒÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÉÞÅÇÏÈÏÒÏÛÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ (ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏ×, ËÁË ÍÙÕ×ÉÄÉÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ).ìÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F

nq ÍÏÖÎÏ ÚÁ-ÄÁ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F
kq → F

nq , ÎÏ É ËÁË ÑÄÒÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ F
nq → F

n−k, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ (n − k). �ÁËÏÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ T ÉÚ n − k ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï×. ÷ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ�6



x ×ÙÓÏÔÙ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Tx = 0(n−k ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ). üÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÏÊ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅ£ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÏ-ÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. ëÏÄ Ó �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ T ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ d− 1 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù T ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÛØ d − 1 �ÏÚÉ�ÉÊ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔÎÕÌÑ, ËÁË ÒÁÚ É ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ d − 1 ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ�ÒÏ×ÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.5 ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁóÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÕËÁÚÁÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÄ Ó ÎÁÉ-ÌÕÞÛÉÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÛÁÒÙ �ÌÏÔÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÄÏÓÔÉÇÁÑ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ). üÔÏÔ ËÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ èÜÍÍÉÎÇÁÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅ 3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÂÕË× B = {0; 1}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË �ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (⊕) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ �ÏÍÏÄÕÌÀ 2.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B
n ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n+ 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÅÎÔÒ ÉÅÝ£ n ÓÌÏ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ n �ÏÚÉ�ÉÊ). ÷ÓÅÇÏÓÌÏ× 2n, �ÏÜÔÏÍÕ ÛÁÎÓÙ ÎÁ ÕËÌÁÄËÕ ÛÁÒÏ× ÂÅÚ �ÒÏÂÅÌÏ× É �ÅÒÅËÒÙÔÉÊ ÅÓÔØ,ÌÉÛØ ÅÓÌÉ 2n ËÒÁÔÎÏ n+1, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ n+1 ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ: n = 2s−1ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ s (�ÒÉ n = 3; 7; 15; 31; : : :; ÓÌÕÞÁÊ n = 1 ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ).ðÒÉ n = 3 ÅÓÔØ 8 ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÛÁÒÁ Ó�ÅÎÔÒÁÍÉ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÛÁÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÁË ÞÔÏ �ÌÏÔÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ É �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÉÚ ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÊ ÓÅÒÉÉ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n = 2s − 1É ÚÁ�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉ�Ù.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 7 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á0 0 10 1 00 1 11 0 01 0 11 1 01 1 1óÔÏÌÂ�Ù ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó�ÏÓÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ \ËÏÎ-ÔÒÏÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ×". á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØx1; x2; x3; x4; x5; x6; x7| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ B

7. äÌÑ ÎÅÇÏ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÒÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈÓÕÍÍÙ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2 ÔÅ ÂÉÔÙ, �ÒÏÔÉ× ËÏÔÏÒÙÈ × ÍÁÔÒÉ�Å ÓÔÏÉÔ7



ÅÄÉÎÉ�Á: x4 ⊕ x5 ⊕ x6 ⊕ x7 (ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á), x2 ⊕ x3 ⊕ x6 ⊕ x7 (ÄÌÑ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á) É x1 ⊕ x3 ⊕ x5 ⊕ x7 (ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á).íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÓÔÒÏËÕ (x1; : : : ; x7) ÎÁ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉ�Õ,�ÏÌÕÞÁÑ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÔÒ£È ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ.ëÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á (�ÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏ×) | ÜÔÏ ÔÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ 7, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ×ÓÅ ÔÒÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 (ÔÒÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÓÅÍØ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÓÍÏÔÒÅ× ÎÁ �ÅÒ-×ÕÀ, ×ÔÏÒÕÀ É ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 24 = 16 ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. üÔÏ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ×Å-ÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÁ.þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ Ó ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÔÏÊÄ£Í ÏÔ �ÅÎÔÒÁÛÁÒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÂÉÔÏ× xi? éÚÍÅÎÑÔÓÑ (ÓÔÁ-ÎÕÔ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å) ÔÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏÔ ÂÉÔ ×ÈÏÄÉÔ,ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ, ÇÄÅ × i-Ê ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅÓÕÍÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁË ÒÁÚ Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ i, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁÍÁÔÒÉ�Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÜÔÉÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ ÍÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ,ËÁËÏÊ ÂÉÔ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ, É ÓÍÏÖÅÍ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ.íÙ Ï�ÉÓÁÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÕ × ÌÀÂÏÍ(ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍ) ÂÉÔÅ. ïÔÓÀÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ ÎÅ �Å-ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ 16 ÛÁÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ 128 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÉÍÅÒÎÏÇÏÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ B
7.�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ s É n = 2s − 1 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ nÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ s (Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n). å£ ÓÔÏÌÂ�Ù ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ sËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ B

n. ëÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× 2n−s, × ËÁÖÄÏÍ ÛÁÒÅn+ 1 = 2s ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ B
n �ÏÌÎÏÓÔØÀ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÄ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ (×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁ-ÎÑÔÏ ÛÁÒÁÍÉ ÂÅÚ �ÒÏÂÅÌÏ×), ÎÏ É ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÅÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | ÞÔÏ ÏÎ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.úÁÍÅÞÁÎÉÑ.1. íÏÖÎÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù ÞÁÓÔØ ÓÔÒÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍËÏÄ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÎÏ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÉÔÏ×. ïÎÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ. (âÏÌØÛÅ�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÔÒÏË ×ÙËÉÄÙ×ÁÔØ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÕÖ ÌÕÞÛÅ ÕÍÅÎØ-ÛÉÔØ ÛÉÒÉÎÕ ÍÁÔÒÉ�Ù. á ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÔÒÏË,ÔÏ ÔÅÒÑÅÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÍÅÓÔÁ.)2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ É �ÒÉ q > 2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÅ

Fq ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÜÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ËÏÇÄÁ q ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). äÌÑÜÔÏÇÏ ÎÁ�ÉÛÅÍ × ÓÔÒÏËÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ F
sq, �ÒÉÞ£Í ÉÚËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ. ÷ÓÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× qs − 1, × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ q − 1 �ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓÏ× (É ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù) ÂÕÄÅÔn = (qs − 1)=(q − 1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ s.éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ × ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ÉÚÍÅÎÉÔ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ8



ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù, É �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÏÍÅÒ ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÇÏ ÂÉÔÁ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.ëÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ qn−s, ÒÁÚÍÅÒ ÛÁÒÁ 1+n(q−1) (× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ n �ÏÚÉ�ÉÊÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÕË×Õ ÎÁ (q − 1) ÄÒÕÇÉÈ, ÄÁ ÅÝ£ �ÅÎÔÒ ÛÁÒÁ), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ1 + qs − 1q − 1 (q − 1) = qs:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÁÒÙ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.3. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÍÅÎØÛÅ 3, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ×ÎÁÛÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å (=ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á × �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. îÏ ÎÁÍ ×ÁÖÅÎ É �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.6 îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óÉÎÇÌÅÔÏÎÁäÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÄÁ F : �k → �n Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏóÉÎÇÌÅÔÏÎÁ d 6 n− k + 1÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ qk ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× × �n. ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÜÔÉÈÓÌÏ×ÁÈ �ÅÒ×ÙÅ k − 1 �ÏÚÉ�ÉÊ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÜÔÉ k −1 �ÏÚÉ�ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ (ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× qk ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ×ÁÒÉÁÎÔÏ× qk−1). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n−(k−1) =n− k + 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.äÌÑ ËÏÄÏ× × Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÕÓÔÕ�ÁÅÔ Ï�ÅÎËÅ èÜÍ-ÍÉÎÇÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ÏÎÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔ Ó×ÅÒÈÕ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÄÁ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k=n, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÁËÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀËÏÄÁ) ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ 1− d=n, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÒÉÓ. 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (0; 1) É (1; 0). ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÏÎ�ÙËÒÉ×ÏÊ èÜÍÍÉÎÇÁ É ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÎÅ£.äÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁèÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ �ÒÉ d ≈ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÌÕÞÁÊ q = 3 É ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ n=2 ÉÌÉ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍÛÁÒÅ? ðÏÚÉ�ÉÊ ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ n=2 ÓÒÅÄÉ n; ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n. ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2n=2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n=2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 23n=2 =(2√2)n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. á ×ÓÅÇÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 3n ÔÏÞÅË, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÎËÁ ÎÁÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ (3=2√2)n É ËÒÉ×ÁÑ èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ �ÒÉ d ≈ n (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ óÉÎÇÌÅÔÏÎÁ).7 ëÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Fq ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÇÄÁ q ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).9



ëÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï a0a1 : : : ak−1 (ÇÄÅ ai ∈ � = Fq) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁA(x) = a0 + a1x+ : : :+ ak−1xk−1ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k. åÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A × n ÚÁÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ Fq (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ n 6 q). éÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k ÍÏÇÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ × k − 1ÔÏÞËÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n−k+1ÔÏÞÅË (ÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ n) ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − k + 1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ËÏÄÏ× òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏóÉÎÇÌÅÔÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ. îÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÔÕÔ Ó ÄÅËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÅÍ: ËÁË ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �Ï ÔÁÂÌÉ�Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÒÞÅÎÙ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÞÅÇÏ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÅ ÓËÁÖÅÛØ).8 äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÄÏ× òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁéÔÁË, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k ×ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n ÔÏÞËÁÈ, �ÒÉÞ£Í e = ⌊(n − k)=2⌋ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÎÅ×ÅÒÎÙÍÉ. (�ÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ e ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÕ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË�ÒÉ ËÏÄÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ d = n−k+1.) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÉÓËÁÖ£Î-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ~P , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × n ÔÏÞËÁÈ É ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏÎÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × e ÔÏÞËÁÈ. ëÁË ÎÁÊÔÉ P ?ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�ÏËÁ ÞÔÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÊ ÎÁÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ D(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ e, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÍÅÓÔÁÈÏÛÉÂÏË. �ÏÇÄÁ P (x)D(x) ÒÁ×ÎÏ ~P (x)D(x) ×Ï ×ÓÅÈ n ÔÏÞËÁÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚ-ÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ P (x) É ~P (x) �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÅ x, ÇÄÅ D(x) = 0. íÎÏÇÏÞÌÅÎQ(x) = P (x)D(x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ k + e. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÎÁìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ e É Q(x) ÓÔÅ�ÅÎÉÍÅÎÅÅ k + e, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ~P (x)D(x) = Q(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÔÏÞÅË.õÄÏÂÎÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D (�ÒÉxe) ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. �ÏÇÄÁ ÌÅÍÍÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ × ÎÅÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ e ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D É k + e ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q (×ÓÅÇÏ k+2e ÛÔÕË), Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÎÅÊ n (ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅk + 2e, ÈÏÔÑ ÎÁÍ ÜÔÏ É ÎÅ ×ÁÖÎÏ).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 1,ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÉ× ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÒÁ×ÄÁ, �ÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÏÎÉÓ×ÑÚÁÎÙ Ó \ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ" D É Q. ïÂ ÜÔÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ~D(x) É ~Q(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 1 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~P (x) ~D(x) = ~Q(x) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ n ÔÏÞËÁÈ). �ÏÇÄÁ(Á) ~Q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ~D × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Fq[x℄;10



(Â) ÞÁÓÔÎÏÅ ~Q= ~D ÒÁ×ÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ (É ÉÓËÏÍÏÍÕ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P ~D É ~Q ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ k + e.ïÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ P = ~P , Á ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍn− e > k + e, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÄÏ× òÉÄÁ {óÏÌÏÍÏÎÁ. ïÂÁ ÅÇÏ ÜÔÁ�Á | É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, | ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n Élog q.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ. äÅÌÏ× ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ Fq | ×ÅÝØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ. ïÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ \ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ" �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ 0 : : : q − 1ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ log q ×ÒÅÍÑ. ðÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÔÁ-ËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔn É log q.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÛÉÂËÁÍÉ É �ÒÏ�ÕÓËÁÍÉ. ðÏÄ �ÒÏ�ÕÓËÏÍ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÏÚÉ�ÉÀ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÂÕË×Á ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ. (üÔÏ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÎÅ×ÅÒÎÁÑ ÂÕË×Á, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÈÏÔÑÂÙ ÚÎÁÅÍ, × ËÁËÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÁ.) ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÄÁòÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ �ÒÏ�ÕÓËÏ× �ÌÀÓ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉ-ÂÏË ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ n − k (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ�ÕÓË ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÄÁ£Ô ÓÎÏ×ÁËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ n ÎÁ n− 1). �ÁË ÞÔÏ �ÒÏ�ÕÓË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ�ÏÌ-ÏÛÉÂËÉ (\Ä×Á �ÅÒÅÅÚÄÁ | ËÁË ÏÄÉÎ �ÏÖÁÒ").÷ÓÅÍ ÈÏÒÏÛÉ ÜÔÉ ËÏÄÙ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÁ (ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÄÁÅÝ£ ÂÙÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). õÍÅÎØÛÉÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÍÏÖÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ËÁÓËÁÄÎÙÈ ËÏÄÏ×, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.9 ëÁÓËÁÄÎÙÅ ËÏÄÙðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÄ Ó ÂÏÌØÛ�ÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ �. íÏÖÎÏ ÌÉ ÅÇÏ�ÅÒÅÄÅÌÁÔØ × ËÏÄ Ó ÍÅÎØÛÉÍ (ÓËÁÖÅÍ, Ä×ÏÉÞÎÙÍ) ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ? îÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÕÓÔØ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2s ÂÕË×. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÉÚ � Ó�ÏÍÏÝØÀ ÂÌÏËÁ ÉÚ s ÂÉÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÄ �k → �n �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ËÏÄ
B
sk → B

sn.ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÏÎÏ ÂÙÌÏ d, ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ Ä×Á ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×Á ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × d ÂÌÏËÁÈ, Á ÏÔÌÉÞÉÅ × ÂÌÏËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÌÉÞÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ×ÏÄÎÏÍ ÂÉÔÅ ÜÔÏÇÏ ÂÌÏËÁ.ïÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÏÄÎÁËÏ, ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô (× s ÒÁÚ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÙÊ �ÒÏ�ÅÎÔ ÏÛÉÂÏË × ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ × s ÒÁÚ.âÏÌÅÅ ÎÁÄ£ÖÎÙÊ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÂÕË×Ù ÁÌ-ÆÁ×ÉÔÁ � ÂÌÏËÁÍÉ ÎÅ ÉÚ s ÂÉÔÏ×, Á ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÄ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ.11



÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ \ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ", ÉÌÉ \ËÏÎËÁÔÅÎÁ-�ÉÉ" Ä×ÕÈ ËÏÄÏ×, �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ËÏÄÁÍF1 : �k11 → �n11 É F2 : �k22 → �n22 ;ÅÓÌÉ |�1| = |�2|k2 . �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÁË ÂÌÏË ÉÚ k2 ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �2 É ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÂÌÏËÏÍ ÉÚ n2 ÓÉÍ×ÏÌÏ×ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �2.æÏÒÍÁÌØÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ \×ÎÅÛÎÅÇÏ" ËÏÄÁ F1 É \×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÇÏ" ËÏÄÁ F2 ËÁË ËÏÄ F : �k1k22 → �n1n22þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ k1k2, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ÂÕË× ÁÌÆÁ-×ÉÔÁ �2, ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k1 ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÏÊ k2. åÓÌÉ ÜÔÉ ÂÌÏËÉÓÞÉÔÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �1, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÏÊ k1 × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �1.ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÎÅÍÕ ËÏÄ F1, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÏ×Ï ÉÚ n1 ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÙ k2. ïÓÔÁ£ÔÓÑÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÌÏËÏ× �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÄÏÍ F2, �ÏÌÕÞÉ× n1ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÏÊ n2, ÉÌÉ ×ÓÅÇÏ n1n2 ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �2.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ ËÏÄÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×Á × ËÏÎËÁÔÅÎÁ-�ÉÉ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n1 ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÏÊ n2. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ËÏÄ F1ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ d1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÌÏËÏ×. õÓÌÏ×ÉÅÎÁ ËÏÄ F2 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ (ËÁËÍÉÎÉÍÕÍ) d2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×, ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ d1d2 ÒÁÚÌÉÞÉÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ (�ÒÉÍÅÒÎÏ) d1d2=2ÏÛÉÂÏË (�ÏÌÏ×ÉÎÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ). îÏ ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?10 äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁÓËÁÄÎÙÈ ËÏÄÏ×ðÕÓÔØ ËÏÄ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÅÊ ËÏÄÏ× F1 É F2. éÍÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ F1 É F2, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ F : ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË Ó �ÏÍÏÝØÀF2-ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Á Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ �ÒÉÍÅÎÉÔØ F1-ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ.þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÌ, × ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÍ ÓÌÏ×Å ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅe1 ÂÌÏËÏ× Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ e2 ÏÛÉÂËÁÍÉ (ÇÄÅ e1 É e2 | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÛÉÂÏËÄÌÑ ËÏÄÏ× F1 É F2). üÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË (×Ï×ÓÅÈ ÂÌÏËÁÈ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e1e2. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ei ≈ di=2, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ d1d2=4 ÏÛÉÂÏË, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÞÅÔ×ÅÒÔØ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏÞÉÓÌÁ ÏÛÉÂÏË (ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ).âÏÌÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ Ë ÏÛÉÂËÁÍ (É ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÙÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ(ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ) �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. éÌÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊËÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×Á Ó ÏÛÉÂËÁÍÉ É �ÒÏ-�ÕÓËÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í �ÒÏ�ÕÓË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌ-ÏÛÉÂËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ12



ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ ÄÏ d1e2 ÏÛÉÂÏË (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ Ï�ÅÎËÅÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ).äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË. ëÏÄ F2 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ e2 = ⌊(d2 − 1)=2⌋ ÏÛÉ-ÂÏË. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ \�ÏÒÏÇ" t × ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ 0 : : : e2. (ëÁË ÅÇÏ ×Ù-ÂÉÒÁÔØ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ.) ðÏÌÕÞÉ× ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ n1 ÂÌÏËÏ× �Ïn2 ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ËÁÖÄÏÍ, ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ F2-ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë ËÁ-ÖÄÏÍÕ ÂÌÏËÕ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÓÍÏÔÒÉÍ, × ÓËÏÌØËÉÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÉÅ. åÓÌÉ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÅ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ× ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × e2 �ÏÚÉ�ÉÑÈ (ÁÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÄÁÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ), ÔÏ ÜÔÏÔÂÌÏË ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ \ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ". âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÌÉÞÉÊ × ÂÌÏËÅÂÏÌØÛÅ �ÏÒÏÇÁ t, ÔÏ ÂÌÏË ÔÁËÖÅ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ (\ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ") ÂÌÏËÏ× ×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÏÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÂÌÏËÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, �ÏÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑËÏÄÁ F1 | ËÏÔÏÒÙÊ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÕÍÅÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó u �ÒÏ�ÕÓËÁÍÉ Év ÏÛÉÂËÁÍÉ, ÅÓÌÉ u+ 2v < d1.ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏÞÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÓÒÅÄÉ n1n2 �ÏÄÁÎÎÙÈÎÁ ×ÈÏÄ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ) ÍÅÎØÛÅ d1e2, ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÚ×Ï-ÌÉÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÈÏÔÑ ÂÙ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ t.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ËÁË ÎÁÊÔÉÈÏÒÏÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t | ÎÏ ÜÔÏ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÒÏ-ÂÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ�ÅÒÅÂÏÒ ÎÅ �Ï×ÒÅÄÉÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ) É ÚÁÔÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ (�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÄÁ×ÁÔØÍÅÎÅÅ d1d2=2 ÏÔÌÉÞÉÊ).ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ t ×ÙÂÒÁÎÏ.ðÕÓÔØ "i | ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË × i-Í ÂÌÏËÅ (�ÒÉ i = 1; 2; : : : ; n1). þÉÓÌÁ"i ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÎÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ:
• ÅÓÌÉ "i 6 t, ÔÏ i-Ê ÂÌÏË ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ (É ÓÏÞÔ£Î ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ);
• ÅÓÌÉ t < "i < d2 − t, ÔÏ i-Ê ÂÌÏË ÏÂßÑ×ÌÅÎ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ (ÍÙ ÎÅ ÍÏÇÌÉ�ÒÉÎÑÔØ ÅÇÏ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË É ÓÞÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ t, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÛÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÎÅÍÅÎØÛÅ d2 − t �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ);
• ÎÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ "i > d2− t, ÔÏ Ó i-Í ÂÌÏËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÓÑËÏÅ (ÏÎ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓÏÞÔ£Î ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÌÉ ÂÙÔØ �ÒÉÎÑÔÙÍ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ t ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ i = 1; 2; : : : ; n1 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁÔÒÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÔÒÅÍÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁ "i). ëÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(t), �(t) É 
(t) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t (ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ 0 : : : e2) ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(t) + 2
(t) < d1. (òÅÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÂÌÏË Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÙÌ �ÒÉÎÑÔÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË, Á ÂÙÌ ÓÏÞÔ£Î ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ.)þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(t) + 2
(t) ÍÅÎØÛÅ d1. ðÒÉ ÕÓÒÅÄÎÅ-ÎÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ÏÔ 0 ÄÏ e2 ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÞØ13



ÉÄ£Ô �ÒÏÓÔÏ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ. á ËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÅÇÏ ËÏÄ É×ÎÅÓ£ÎÎÙÅ × ÎÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, É ÞÉÓÌÁ "i) ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ.÷ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ ×ËÌÁÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ i,Á �ÏÔÏÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ �Ï ×ÓÅÍ i. éÔÁË, �ÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ i (É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ "i).
• åÓÌÉ "i 6 e2, ÔÏ × ÔÒÅÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÙ �Ï�ÁÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, Á ×Ï×ÔÏÒÕÀ �Ï�ÁÄ£Í, ËÏÇÄÁ t < "i. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ (ÏÎÁ ÖÅ |×ËÌÁÄ i × ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÓÒÅÄÎÅÅ) ÅÓÔØ "i=(e2 + 1).
• åÓÌÉ "i > e2, ÔÏ ÍÙ �Ï�ÁÄ£Í ÌÉÂÏ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÌÉÂÏ × ÔÒÅ-ÔØÀ | �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ t > d2 − "i. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑÒÁ×ÎÁ (e2 + 1)− (d2 − "i)e2 + 1 ;�ÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ËÌÁÄÁ �ÏÚÉ�ÉÉ i × � + 2
 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ1 + e2 + 1− d2 + "ie2 + 1 = 2e2 + 2− d2 + "ie2 + 1 6

"i + 1e2 + 1 < "ie2(ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ, ÞÔÏ 2e2+1 6 d2: ÔÁËÏ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕÞÉÓÌÏÍ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË É ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÒÎÁ (ÈÏÔÑ É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ)�ÒÉ " > d2.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÎÅÅ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "i=e2 ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ i É (∑ "i)=e2 × ÓÕÍÍÅ. þÔÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ÍÅÎØÛÅ d1 (×ÅÄØ
∑ "i ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË × ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ).ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.11 �ÅÏÒÅÍÁ æÏÒÎÉâÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ËÏÄÙ Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÏÄÏ×ÏÇÏÓÌÏ×Á É ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË (e=n × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÄÁ (k=n × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ) ÂÙÌÉ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ËÏÄÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎËÉ ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á {çÉÌÂÅÒÔÁ. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ (ÓËÁÖÅÍ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ �Ï n,ÄÌÉÎÅ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á), ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ.÷ Ä×ÕÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ æÏÒÎÉ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È ÇÏÄÏ×) ÔÁËÏ×Á: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ Ä×ÕÈ ËÏÄÏ×, �ÒÉÞ£Í ×ÎÅÛÎÉÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ, Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÝÅÔÓÑ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ËÏÄÏ×ÙÈÓÌÏ×, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á { çÉÌÂÅÒÔÁ. åÓÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÊ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á O(log n), ÔÏ ÅÇÏ �ÏÉÓË É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ/ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÔ logn, ÎÏ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ �Ï n. 14



âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �Ï-ÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, ËÁË É ÄÏÌÉ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË (ÄÁÖÅÅÓÌÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÎÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÄÏÌÑ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË ÂÙÌÉÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ×ÏÚØÍ£Í ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÉÍÅÒ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ F ÉÚ 2kÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ 2k−1 ÂÌÏËÏ× (ÞÉÓÌÏ ÂÌÏ-ËÏ× | �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÏÌÑ). ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ F. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÌÏËÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ 2k−1. ÷ÎÅÛÎÉÍ ËÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ {óÏÌÏÍÏÎÁ: ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÅÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍ ×Ï ×ÓÅÈ 2k ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÂÌÏËÏ× ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ.äÁÌÅÅ ÍÙ ËÏÄÉÒÕÅÍ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÇÏ ËÏÄÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÂÌÏË ÕÄÌÉÎÑÅÔÓÑ ×Ä×ÏÅ (ÉÚk ÂÉÔÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2k). çÒÁÎÉ�Á ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á { çÉÌÂÅÒÔÁ (ÒÉÓ. 1 ÎÁ Ó. 5)�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 10% (ÏÔÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 2k) É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ 5% ÏÛÉÂÏË.÷ ÉÔÏÇÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ ËÏÄÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × 4 ÒÁÚÁ É ÉÍÅÅÔËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 5% (ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ 1;25% ÏÛÉÂÏË, Á ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÊ | 2;5%.ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ ÉÚ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ k-ÂÉÔÏ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ.÷Ó�ÏÍÎÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÎÏ ÅÓÔØËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F2[t℄, �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ k. (úÄÅÓØ F2 = {0; 1} | �ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.) ëÁË ÎÁÊÔÉÜÔÏÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ? óÅÊÞÁÓ Õ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁ�ÁÓ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÉÓ�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, �ÒÏ×ÅÒÑÑ ÉÈ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏÓÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÅÒÌÅËÜÍ�Á. �ÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 2k, ÉÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ �Ï ÄÌÉÎÅ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÒÁ×ÎÏÊk2k−1. ðÏÓÌÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × �ÏÌÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ k ×ÒÅÍÑ (ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ). �ÁË ÞÔÏÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ | ÜÔÏ �ÏÉÓË ËÏÄÁ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÊ �ÒÉ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ ÷ÁÒÛÁÍÏ×Á { çÉÌÂÅÒÔÁ. îÏ É ÏÎ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ �Ï 2k(�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × Ä×ÕÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÉÚ ÔÒ£È �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÁÍÉ | ÎÅÇÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ËÏÄÏÍ, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ Ä×ÏÊÎÏÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ).äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ �Å-ÒÅÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ (ÞÔÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÎÅÂÏÌÅÅ 2k).
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12 ëÏÄ æÏÒÎÉ { ÷ÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓÔÅÓÅÎÁéÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ æÏÒÎÉ (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ)ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ àÓÔÅÓÅÎÏÍ. å£ ÉÄÅÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÌÏËÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÌÏËÏ× ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÕÄÁÞÎÙÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ,ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ (ÈÏÔÑ É �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ËÏÄÏ×ÏÇÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ).ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ (ÓÌÅÄÕÑ ÷ÏÚÅÎËÒÁÆÔÕ) �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÏÞÅÎØ �ÒÏ-ÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÄÏ×, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÒÏÛÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ
F | �ÏÌÅ ÉÚ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ k-ÂÉÔÏ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ � ∈ F ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÄC� : x 7→ (x; � · x)(Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ k ÂÉÔÁÍ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÝ£ k ÂÉÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ �ÅÒ-×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ � × ÓÍÙÓÌÅ �ÏÌÑ F). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ× �ÏÌÅ F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÂÉÔÏ×ÏÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÓÔÒÏË �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. (éÍÅÎÎÏÔÁË É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÏÌÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á.) �ÏÇÄÁ ËÏÄ C�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ F).îÅ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÄ C� ÈÏÒÏÛ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ � = 0 ÍÙ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÎÕÌÉ,ÞÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ; �ÒÉ � = 1 ÍÙ ÄÕÂÌÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÓÌÏ×Á x,ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÎÅ ÄÁ£Ô. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ " > 0ÄÏÌÑ ÔÅÈ � ∈ F, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ C� ÂÏÌØÛÅ "k, ÂÌÉÚËÁË ÅÄÉÎÉ�Å. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ ÷ÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ. äÏÌÑ ÔÅÈ � ∈ F, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄ C� ÉÍÅÅÔËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔV2(s; k)22k :ðÏÓËÏÌØËÕ V2(s; k) ≈ 2kH(s=k), �ÒÉ ÍÁÌÙÈ s=k ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, �ÒÉÍÅÒÎÏÒÁ×ÎÏÅ 2(2H(s=k)−1)k , ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÕÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÷ÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ. ðÕÓÔØ ËÏÄÏ×ÏÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ C� ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÄ ÌÉÎÅÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï x, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉ� ×ÂÉÔÏ×ÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ x É �x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÏ×Á x É �x ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ s Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. �ÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅÄÒÏÂÉ, ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÛÁÒÅ, Á ÔÁËÉÈÄÒÏÂÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÛÁÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ V2(s; k)2. á×ÓÅÇÏ × �ÏÌÅ F ÉÍÅÅÔÓÑ 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ É ÄÁ£Ô ÕËÁÚÁÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÄÙ C�. ëÏÎËÒÅÔÎÏ ÜÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. ëÁË É × ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ æÏÒÎÉ, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó 2k−1 ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÙ k, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÂÌÏËÉ ËÁËÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎÅÅ 2k−1. úÁÔÅÍ ÍÙ ÂÅÒ£Í ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P16



×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ F É �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÍ ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ. ÷ ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ P (x) ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ËÏÄ Cx, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÁÒÕ(P (x); xP (x))ËÁË ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 2k. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ×ÍÅÓÔÅ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ2k2k.üÔÏÔ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ 25% (ÕÄÌÉÎÑÅÔ ÓÌÏ×Á× ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ). ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ (ÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏ-×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ × ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ) ÏÔÄÅÌÅÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ËÁË É ×ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ æÏÒÎÉ.üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË: �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " > 0 ÄÏÌÑ ÔÅÈ x ∈ F,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ Cx (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌ) ÍÅÎØÛÅ ",ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1%. á ÏÄÉÎ �ÒÏ�ÅÎÔ ÂÌÏËÏ× ×ÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ�Ï×ÌÉÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÑ.1. ðÒÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÄÁ É ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÔ�ÅÒÅÂÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ (× ÔÅÈ ÂÌÏËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÏÕÄÁ£ÔÓÑ) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ �ÅÒÅÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÌÅÇËÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÏÇÏ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ËÏÎËÁÔÅ-ÎÁ�ÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ó£ ËÁË × ËÏÄÁÈ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ, ÔÏÌØËÏÂÅÒ£Í ÚÎÁÞÅÎÉÑ (×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ) ÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x), Á Ä×ÕÈ:ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xP (x). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÄÁÎÎÙÊ ÎÁÍ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ä×ÁÖÄÙ|ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, | É ÏÂßÅÄÉÎÑÅÍ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÊ ËÏÄ, ÎÅ ÓÓÙÌÁÑÓØÎÁ ËÁÓËÁÄÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ. [á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, É �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁÔÏÖÅ ÂÙ ÓÇÏÄÉÌÓÑ, �ÒÏÓÔÏ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ �ÏÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË, É ÜÔÏ ÚÁÍÅÎÉÔ ×ÔÏÒÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?℄13 ï�ÅÎËÁ ðÌÏÔËÉÎÁòÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ ×�ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÉÓ. 1: �ÒÉ d > n=2 ÇÒÁÎÉ�Á èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÄÏ×, Á ÇÒÁÎÉ�Á çÉÌÂÅÒÔÁ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.þÔÏ ÖÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ? (òÅÞØ ÉÄ£Ô Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ËÏÄÁÈ, ËÏÇÄÁ� = {0; 1}.)íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B
n ÒÁ×ÎÏ n. �ÏÞËÉ,ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ, É �ÏÔÏÍÕÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó �Ï�ÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ n ÎÁÊÔÉ ÎÅÌØÚÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ É ÉÓËÁÔØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó �Ï�ÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÑÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0;99n, ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ: ÅÓÌÉ B É C ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ A× 99% ÍÅÓÔ, ÔÏ B ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × 98% ÍÅÓÔ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÈÏÔÑ É ÎÅ �Ï ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ,Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏÌÉ � > 1=2.17



ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ � > 1=2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × B
n, �Ï�ÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �n, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ12� − 1 + 1:úÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n (ÈÏÔÑ É ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ �: ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ � Ë 1=2, ÔÅÍ ÓÌÁÂÅÅ Ï�ÅÎËÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. õÄÏÂÎÏ ×ÍÅÓÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉ� É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, ÓÞÉÔÁÑÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ × R

n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × R
n, �ÏÌÏÖÉ×(〈x1; : : : ; xn〉; 〈y1; : : : ; yn〉) = ∑xiyin :òÁÚÎÉ�Á Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × R

n ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ × ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n. üÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÜÔÏÍÅ×ËÌÉÄÏ×Á ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ËÏÔÏÒÏÅ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅËÔÏÒÏÍÉÚ �ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�) ÒÁ×ÎÁ 1.åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÂÏÌØÛÅ �n,ÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÍÅÎØÛÅ 1− 2�. �Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ�ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×: ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×e1; : : : ; eN × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ 1− 2�, ÔÏ0 6 (e1 + : : :+ eN ; e1 + : : :+ eN ) 6 N +N(N − 1)(1− 2�);(ÉÍÅÅÔÓÑ N Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É N(N − 1) �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ×), ÏÔËÕÄÁ N − 1 6
12� − 1 ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ × ÌÅÍÍÅ.�ÁËÏÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ ÒÏÓÌÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n, ÎÁ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 25% ÏÛÉÂÏË ÎÁÄÅÑÔØÓÑÎÅ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÉÓ. 1 ÎÉËÁËÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈËÏÄÏ× ÎÅÔ, ÈÏÔÑ Ï�ÅÎËÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÈ É ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔ.åÓÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË ÂÙÌÁ ÂÙ ÈÏÔØ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ50%, ÔÏ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÕ�ÙÍÉ É ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÅÂÏÌØÛÅ n+ 1, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:åÓÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅËÔÏÒÏ× Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÔÕ-�ÙÅ ÕÇÌÙ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÁ x0; : : : ; xk ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏÔÕ�ÙÅ ÕÇÌÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x1; : : : ; xk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅÔÁË É �1x1 + : : :+ �kxk = 0÷ÙÞÅÒËÎÅÍ ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. åÓÌÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, ÔÏ ÕÍÎÏÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ x0 É �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ:18



ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.åÓÌÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÔÏ ÒÁÚÎÅÓ£Í ÉÈ ×ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ixi + : : : = �jxj + : : : ;ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. åÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÍÏ-ÔÒÉ ×ÙÛÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ) É ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ É �ÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÕ�ÙÍÉ) ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô ÄÏ 2n. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ×ÅËÔÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÈ ËÁË ÒÁÚ 2n. âÏÌØÛÅ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÚÑÔØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ:åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ�ÒÑÍÙÅ ÉÌÉ ÔÕ�ÙÅ ÕÇÌÙ, ÔÏ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ) É ×ÅËÔÏÒÙ x1; : : : ; xn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. ÷Ù-ÒÁÚÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ xk (�ÒÉ k > n) ÞÅÒÅÚ x1; : : : ; xn.ûÁÇ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÁËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ (Á × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÏÎÉ ÅÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ xk 6= 0) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊxk = �1x1 + : : :+ �nxn:ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �i. ðÅÒÅÎÅÓ£Í ×ÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ×ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïxk + (−�s)xs + : : : = �txt + : : : ;ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ xi �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÓÔÁ-ÌÏÓØ (×ÅÄØ ÂÙÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ). �ÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅ×ÁÑ) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ)É ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ûÁÇ 2. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÏÌØÛÅ 2n, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÁ xk �ÒÉ k > n(ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n + 1 ÛÔÕË × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÈ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÇÏÚÎÁËÁ, ×ÅÄØ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ x1; : : : ; xn ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅÚÎÁËÉ É ÍÏÖÎÏ ÓÎÏ×Á ÒÁÚÎÅÓÔÉ ÉÈ �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÞÁÓÔÑÍ:�sxs + : : : = �txt + : : : ;19



ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ïÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÌÅÎ É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ �ÒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É �ÒÁ×ÏÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊË×ÁÄÒÁÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ) É ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ). ðÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ï�ÅÎËÅ ðÌÏÔËÉÎÁ: ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n Ó �Ï�ÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n.14 õÌÕÞÛÅÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ óÉÎÇÌÅÔÏÎÁéÍÅÑ Ï�ÅÎËÕ ðÌÏÔËÉÎÁ, ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ï�ÅÎËÉ óÉÎÇÌÅÔÏÎÁ, É �ÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ. âÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÄÏ× × Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ.ðÕÓÔØ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× n, ÄÌÉÎÕ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á k ÉÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d (ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, [n; k; d℄2-ËÏÄ; ÉÎÄÅËÓ 2 | ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ).ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ÏÔ 1 ÄÏ k − 1 ÓÒÅÄÉ 2kËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ 2k−t ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × �ÅÒ-×ÙÈ t ÂÉÔÁÈ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÄ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ [n − t; k − t; d℄2 (�ÏÓËÏÌØËÕ�ÅÒ×ÙÅ t ÂÉÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, d ÒÁÚÌÉÞÉÊ �ÒÉÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n − t ÂÉ-ÔÏ×).äÏËÁÚÙ×ÁÑ Ï�ÅÎËÕ óÉÎÇÌÅÔÏÎÁ, ÍÙ ÂÒÁÌÉ t = k − 1 É ÚÁÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ (× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á:n− (k − 1) > d�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÍÅÎØÛÅÅ t, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Õ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÉÎÁËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ:n− t = 2d; ÉÌÉ t = n− 2d:óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÅÎËÅ ðÌÏÔËÉÎÁ, ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊÄÌÉÎÙ: 2k−t 6 4d; ÉÌÉ k − n+ 2d 6 log 4d:úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ d 6 n É ÄÅÌÑ ÎÁ n �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕkn + 2 dn 6 1 + 4 logn=n:ðÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ É ÎÁ ÒÉÓ. 1 �ÏÑ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á (�ÕÎËÔÉÒ ÎÁ ÒÉÓ. 2).÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÅ-ÇÄÅ ÓÉÌØÎÅÅ, Á ËÏÅ-ÇÄÅ ÓÌÁÂÅÅ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ.20
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Figure 2: õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù óÉÎÇÌÅÔÏÎÁ.15 ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ðÌÏÔËÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ n ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÄ×ÏÊËÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÏÄÙ áÄÁÍÁÒÁ.ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÏÚÉ�ÉÊ (ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ×ÅËÔÏÒÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ), ÌÉÂÏ ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ. ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÒÉn = 2s. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÚÉ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÙs-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ B
s, Á ÓÌÏ×Á | ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ B

s → B. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × 2s = n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, É ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈËÕÂÁ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ×ÏÚØÍ£Í ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ×ÉÄÁ
〈x1; : : : ; xs〉 7→ a0 + a1x1 + : : :+ asxs�ÒÉ a0; : : : ; as ∈ B (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ËÁË × �ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).�ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ Ó×ÏÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ2s+1 = 2n ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ä×Å ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÉÂÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (ÅÓÌÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÌÉÛØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ a0), ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÔÏÞÅË (ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ B). ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ �Ï-ÓÔÒÏÅÎ.ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (ÚÁÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ ÅÄÉÎÉ�Ù Ë ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ a0).éÔÁË, Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÒÉ Ñ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ËÏÄÏ×ÄÌÑ Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ: ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ËÏÄ æÏÒÎÉ { àÓÔÅÓÅÎÁ { ÷Ï-ÚÅÎËÒÁÆÔÁ É ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ21



ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÂÌÉÚËÉÊ Ë 100%, ÎÏ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ. îÁ�ÒÏÔÉ×,ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË(ÄÏ 25%), ÎÏ ÚÁÔÏ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.ëÏÄ æÏÒÎÉ ÚÁÎÉÍÁÅÔ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ: Õ ÎÅÇÏ É ÄÏÌÑ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅ-ÍÙÈ ÏÛÉÂÏË, É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÈÏÔÑ ÉÎÅ×ÅÌÉËÉ.äÌÑ ÂÏÌØÛ�ÉÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÌÕÞÛÅ: ÔÁÍ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ �ÒÉ�ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÓÔÉÞØ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÅ (�Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ óÉÎÇÌÅÔÏÎÁ) ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÄ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÊÓÑ Ë ÇÒÁ-ÎÉ�Å ðÌÏÔËÉÎÁ (50%), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ËÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ, Á ×ÎÅÛÎÉÍ | ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏ-ÍÏÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ Ó 2m+1 ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2m. éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÉÚ 2m+1 ÓÉÍ×ÏÌÏ×. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌ �ÏÖÅÒÔ×ÕÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ ÉÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ 2m ÉÚ ÎÉÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ " > 0. ÷ÎÅÛ-ÎÉÊ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ "2m ÔÁËÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÂÌÏËÏ×ÉÚ m ÂÉÔÏ×) Ó �ÏÍÏÝØÀ 2m ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÂÌÏËÏ×), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ 2m ÂÉÔÁÍÉ.÷ ÉÔÏÇÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÔÁËÏ×Ù: ÄÌÉÎÁ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á"m2m; ÄÌÉÎÁ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á (2m)2; ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (× ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÓÉÍ-×ÏÌ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÄÏ×ÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ 12 (1− ").�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÓÔÉÞØ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÂÌÉÚËÏÇÏ Ë 50% (�ÒÉ ÍÁÌÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ "). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏÓÌÏ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á.(�ÁËÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÌÉÛØ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÛ ËÏÄ Ï�ÉÓÁÎÑ×ÎÏ | ÇÒÁÎÉ�Á ÷ÁÒÇÁÍÏ×Á{çÉÌÂÅÒÔÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙÓ ÌÕÞÛÉÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÂÏ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ,ÌÉÂÏ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ ÄÌÑ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ, ËÁË × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉæÏÒÎÉ.)16 ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÄÏ× áÄÁ-ÍÁÒÁðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � < 1=4. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ,×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ Ó ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÏ �ÏÛÉÂÏË (ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌ).íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ? ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×Ï-�ÒÏÓÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ÞÅÇÏ? ïÔ ÄÌÉÎÙ ËÏ-ÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÌÉ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á? ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ËÏÄÉÒÕÅÍ m+1ÂÉÔÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ 2m ÂÉÔÏ×, ÒÁÚÎÉ�Á ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ.�ÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÔÁËÏ×: ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ 2m ×ÒÅÍÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ22



�ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ 2m+1 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÄÉÒÕÅÍÙÈ ÓÌÏ× É ÎÁÊÔÉ ÎÕÖÎÏÅ, Á ÚÁ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ×ÒÅÍÑ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ �ÒÏÞÅÓÔØ ÌÉÛØ �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÕÀÞÁÓÔØ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á, É ×ÓÑ ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ × ÚÏÎÕ ÏÛÉÂÏË, ÔÁËÞÔÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.(âÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: �ÒÏ×ÅÄ£Í ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏÏÄÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á, �ÏÔÏÍ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ �ÏÚÉ�ÉÉ× ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ÍÙ �ÒÏÞÌÉ, É ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÜÔÉ �ÏÚÉ�ÉÉ ÓÄÅÌÁÅÍÎÕÌÅ×ÙÍÉ; ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÅÌÉËÁ, Á ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÒÕÛÅÎÏ.)äÒÕÇÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 2mÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ×ÒÅÍÑ, ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÚÁ-ÄÁÎÏ ÎÁÍ \ËÁË ÏÒÁËÕÌ": �Ï ÎÏÍÅÒÕ ÂÉÔÁ (ÜÔÏÔ ÎÏÍÅÒ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ m) ÎÁÍÓÏÏÂÝÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ. (üÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÁ×ÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 2m ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÕ�ÎÏ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.)ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÏÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ. �ÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � < 1=4 É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÌÕÞÉ× ÞÉÓÌÏ m É (× ×ÉÄÅ ÏÒÁËÕÌÁ) ËÏÄÏ×ÏÅÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ 2m Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �2m ÏÛÉÂÏË, ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔm ×ÒÅÍÑ É �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÔ ÓÌÏ×Ï Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1− ".(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÊ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �É ÏÔ ": ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ � Ë 1=4 É ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ", ÔÅÍ ÄÏÌØÛÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : B
n → B; ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄf(x1; : : : ; xn) = f0 + f1x1 + f2x2 + : : :+ fnxn× ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f1ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ �Ï�ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ:f1 = f(x1 + 1; x2; : : : ; xn)− f(x1; : : : ; xn):åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å (x1; : : : ; xn) ×ÚÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀÔÏÞËÕ, ÔÏ ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ (x1 + 1; : : : ; xn) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ). ëÁÖÄÏÅÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2�,�ÏÜÔÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ f1 ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅÍÅÎØÛÅ 1− 2� > 50%.ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ (ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÏÞÅË) É ÚÁÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÑ ÏÔ×ÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ, ÍÏÖÎÏ (ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ) ÂÙ-ÓÔÒÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f1ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄ£Í É ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ fi, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ f0 (ÔÏÖÅ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÔÏÞËÁÍ).�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 23



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, �ÒÉ ÔÁËÏÍ �Ï×ÔÏÒÅ-ÎÉÉ (É ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÉ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÂÙÓÔÒÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ Å£, ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ 2−m, ÏÓÔÁ×É× ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ �Ï m.17 ëÏÄÙ òÉÄÁ { íÁÌÌÅÒÁëÏÄÙ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ É ËÏÄÙ áÄÁÍÁÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÓÌÕ-ÞÁÑÍÉ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ËÏÄÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÄÁÍÉ òÉÄÁ { íÁÌÌÅÒÁ: × ËÏÄÁÈòÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, Á × ËÏÄÁÈ áÄÁÍÁÒÁ { ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ �ÅÒ×ÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fq. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁÒÎÁÑÓÔÅ�ÅÎØ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. (ðÒÉ k = 1 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÄÙ òÉÄÁ { óÏ-ÌÏÍÏÎÁ, �ÒÉ d = 1 | ËÏÄÙ áÄÁÍÁÒÁ.) áÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÓÉÍ×ÏÌÏ×(ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ); ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d ÏÂÒÁÚÕÀÔËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ F
k | ËÏÄÏ-×ÏÅ ÓÌÏ×Ï.äÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ qk, Á ÄÌÉÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m1 + : : :+mk 6 d× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ Ckd+k (ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÒÑÄÁ ÉÚ d ÏÂßÅËÔÏ× ÎÁ k + 1 ÇÒÕ�� Ó �ÏÍÏÝØÀk �ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË; ÞÉÓÌÁ m1; : : : ;mk | ÞÉÓÌÁ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÅÖÄÕ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍÉ;ÏÂßÅËÔÙ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÉ × ÏÄÎÏ mi É ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÞÁÓÔÑÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.)ï�ÅÎËÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÏÓÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ:ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ Fq | �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á P (x1; : : : ; xk) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÔ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÌÅÍ, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ (ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �Ï ×ÓÅÍ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ) ÒÁ×ÎÁ d. �ÏÇÄÁ ÄÏÌÑ ÔÏÞÅË (x1; : : : ; xk) ∈ F

k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈP (x1; : : : ; xk) = 0;ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d=q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎ ÓÔÅ-�ÅÎÉ d, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d,ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ËÏÒÎÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ) ÄÏÌÑ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d=q, É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÉÈÕÓÒÅÄÎÉÔØ.ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÏÖÎÏ �ÙÔÁÔØÓÑ Ó×ÏÄÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÕÍÍÁÒ-ÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ); ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ �ÏÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ.îÏ �ÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÌÑ k = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.24



äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË. ÷ÙÄÅÌÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏÍ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �Ï x1.ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁ×ÎÁ s; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, s 6 d. úÁ�ÉÛÅÍ P ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �Ïx1, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x2; : : : ; xk. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�ÒÉ xs1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x2; : : : ; xk) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÂÏÌØÛÅ d − s. óÌÕÞÁÊ d − s = 0 ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ x1; : : : ; xk ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑQ(x2; : : : ; xk) = 0�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (d−s)=q, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙ-ÔÉÑ P (x1; : : : ; xk) = 0; ÎÏ Q(x2; : : : ; xk) 6= 0ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ s=q, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ËÁÖÄÙÈ x2; : : : ; xk, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈQ(x2; : : : ; xk) 6=0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s ÚÎÁÞÅÎÉÊ x1, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ P (x1; : : : ; xk) = 0. (�ÁËÞÔÏ ÄÁÖÅ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØP (x1; : : : ; xk) = 0 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Q(x2; : : : ; xk) 6= 0ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ s=q.) óËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ Ï�ÅÎËÕd=q. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ qk(1− d=q), ÔÏ ÅÓÔØ (1−d=q) × ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ d = 1 É q = 2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 50%, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ ÄÌÑ ËÏÄÏ× áÄÁÍÁÒÁ.äÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ k = 2. ëÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q2 ÓÉÍ-×ÏÌÏ×, Á ËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ C2d+2 = (d+1)(d+2)=2 ≈ d2=2 ÓÉÍ×ÏÌÏ×. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÄÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎ (1=2)d2=q2,ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ Õ ËÏÄÏ× òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ �ÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÄÅÌØÎÏÍËÏÄÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1−d=q. úÁÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÔÅ�ÅÒØ ÕÖÅ ÒÁ×ÅÎ ËÏÒÎÀÉÚ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á (Á ÎÅ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÅ).18 ëÏÄÙ âþèüÔÉ ËÏÄÙ ÎÁÚ×ÁÎÙ âþè (× ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ | BCH) �Ï ÉÍÅÎÁÍ Ó×ÏÉÈÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÊ: âÏÕÚÁ (R.C. Bose), þÏÕÄÈÕÒÉ (D.K. Ray-Chaudhuri) É èÏË×ÉÎ-ÇÅÍÁ (A. Ho
quenghem). ïÎÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÁÄ Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ É �ÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ËÏÄÕ èÜÍ-ÍÉÎÇÁ (ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ F ÉÚ n = 2k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ. �ÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎA(x) = a0 + a1x+ : : :+ an−1xn−1Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ n ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a0; : : : ; an−1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × n ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ F, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ↔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ25



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F. (üÔÏÔ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ.)îÁÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ,�ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ n−s (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ s). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÅ s ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÎÕÌÀ. (�ÁÂÌÉ�Ù ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ËÁË ÍÙ�ÏÍÎÉÍ, ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ s+ 1.)÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÏÔÒÅÂÕÅÍ ÅÝ£, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞ-ËÁÈ �ÏÌÑ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å (�ÏÌÑ F). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁÂÌÉ�ÁÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ n.÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÁÂÌÉ�Ù É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ËÏÄÁ âþè.ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÓÌÏ×Ï ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍ ÓÌÏ×ÏÍËÏÄÁ âþè, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÕËÁÚÁÎ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × n ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ F ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ n − s. (úÄÅÓØ n És | �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÄÁ.)ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s+ 1 (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÁÓÔØÀ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ). óÌÏÖÎÅÅ�ÏÎÑÔØ, ÓËÏÌØËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. èÏÔÑ ÏÂÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A �ÒÏÓÔÙ, ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÅÇÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, Á ÄÒÕÇÏÅ | × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ �ÏÎÑÔØ,ËÁË ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ �ÏÌÅ F×ÙÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÏÌÅ F2 ⊂ F, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉ�Ù. [þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 1 + 1 = 0 × F,ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ F ÒÁ×ÎÁ 2. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁ×ÎÁ p > 2, ÔÏ × F ÅÓÔØ �ÏÄ�ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É F ÅÓÔØ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ F ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÞÉÓÌÁ p.℄ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ F; ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ s ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÎÕÌØ ÚÁÄÁ£Ô �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÏ ×ÔÏÒÏÅ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏ-×ÉÅ | ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù| ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÎÁÄ F. ïÄÎÁËÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÁÄ F2 (�Ï ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ).ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ËÏÄÁ âþè (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÅÇÏ C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ F2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.åÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ s ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×,ÔÏ F2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁ×ÎÁ n. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ sËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ k ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ: ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÌÀ
F, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k ÎÁÄ F2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: F2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n− sk, ÔÏ ÅÓÔØ n− s logn.üÔÏ ÕÖÅ ËÏÅ-ÞÔÏ: ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ n Ó s logn �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ (É n − s logn ÚÎÁÞÁÝÉÍÉ) É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ s + 1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉs = 2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÄ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 3 (ËÁË É Õ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ) É 2 logn�ÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ (ÞÔÏ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ èÜÍÍÉÎÇÁ).ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÝ£ ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ: ks26



ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÕÌØ ÓÔÁÒÛÉÈ s ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2. þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ ÜÔÏ, ÎÁÍ�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÅÝ£ ËÏÅ-ÞÔÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ \×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A | ÎÕÌÉÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù" ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: A2(x) = A(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ F.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A2 − A ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ F. üÔÏ ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ (×ÅÄØÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A2 − A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÞÔÉ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÅ), Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÛØ, ÞÔÏ A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎP (x) = ∏�∈F

(x− �)ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ xn − x. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ�ÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÌÑ ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑ-ÄÏË ÇÒÕ��Ù, ÒÁ×ÎÙÊ n − 1 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÌÑ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ; ÎÏ ÜÔÏ ÓÅÊÞÁÓÎÅ ×ÁÖÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ xn−1 = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ, Éxn = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xn − x ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P ; ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏÕ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.éÔÁË, ÕÓÌÏ×ÉÅ \×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A | ÎÕÌÉ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù" ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: A2 − A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xn − x ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. ëÁËÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A?úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ xn−x ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ. îÁÄÏ �ÏÎÉÚÉÔØÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ xn → xxn+1 → x2xn+2 → x3: : :x2n−2 → xn−1(äÁÌØÛÅ ÄÏÌÖÎÁ ÉÄÔÉ ÓÔÒÏËÁ x2n−1 → xn → x, ÎÏ ÄÏ ÔÁËÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô.) úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. (üÔÁ�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× \ÕÇÏÌËÏÍ".)óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A2 −A, ÅÓÌÉA(x) = an−1xn−1 + an−2xn−2 + : : :+ a1x+ a0:÷ÙÞÉÓÌÉÔØ A2 ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2, ÇÄÅ1 + 1 = 0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (u + v)2 = u2 + v2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎ Ó 2uvÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÉA2(x) = an−1x2n−2 + an−2x2n−4 + : : :+ a1x2 + a0:27



äÅÌÉÍÏÓÔØ A2 − A ÎÁ xn − x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÉÚ A2 ÄÏÌÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ A, ÔÏÅÓÔØ a2n−1 = an−1a2n−2 = an−3a2n−3 = an−5: : :a2n=2 = a1(�ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ n Þ£ÔÎÏ É ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ×ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ �ÏÌÕÓÕÍÍÁ n−1 É ÉÎÄÅËÓÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ Ó×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÉÄ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ F2-ÌÉÎÅÊÎÙÍ (�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2).éÔÁË, ÍÙ ÚÁ�ÉÓÁÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ \×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A | ÎÕÌÉ ÉÌÉÅÄÉÎÉ�Ù" × ×ÉÄÅ F2-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ëÁË ÍÙÚÎÁÅÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n. á ÈÏÔÉÍ ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ an−1 = 0, . . . ,an−s = 0.ðÒÏ an−1 ÍÙ É ÔÁË ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ a2n−1 = an−1, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ an−1 ÒÁ×ÎÏÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ an−1 = 0 ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ 1 (Á ÎÅ ÎÁ k, ËÁË ÂÙÌÏ × ÎÁÛÅÊ �ÒÅÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ).äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ an−3, an−5,. . . , a1 ÞÅÒÅÚ ai ÓÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ an−2, an−4, . . . ×�ÌÏÔØ ÄÏ an−s (ÄÌÑ Þ£ÔÎÏÇÏ s) É an−s+1(ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ s).ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ Þ£ÔÎÏÇÏ s (�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s + 1, É ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÔØ s=2 ÏÛÉÂÏË). �ÏÇÄÁ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ s=2 ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k �ÌÀÓ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ 1 (ÎÁ an−1). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁËÏÄÏ× âþè ÄÌÉÎÙ n Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s + 1 ÄÌÑ Þ£ÔÎÏÇÏ s ÒÁ×ÎÁn− 1− ks=2 = n− 1− (s=2) logn.óÌÏ×ÁÍÉ: ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÍÕÀ ÏÛÉÂËÕ ÎÕÖÎÏ logn ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈÂÉÔÏ×, �ÌÀÓ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÎÁ ×ÓÅÈ.éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ âþè-ËÏÄÏ× Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ èÜÍÍÉÎÇÁ. ûÁÒÒÁÄÉÕÓÁ e = s=2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ Cen ≈ ne=e! ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏe≪ n É �ÏÔÏÍÕ ÚÁÍÅÎÑÅÍ n(n− 1) : : : (n− e+ 1) ÎÁ ne). çÒÁÎÉ�Á èÜÍÍÉÎÇÁÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏn− log(ne=e!) = n− e logn+ log e!;�ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ âþè-ËÏÄÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�ÁÌÉÛØ ÎÁ log e!. 28



19 âþè É èÜÍÍÉÎÇðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÄÁâþè.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, k = 3, n = 8 É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÌÅ F8. íÎÏÇÏÞÌÅÎA ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × 8 ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, ÁÔÁËÖÅ 8 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a7; a6; : : : ; a0. õÓÌÏ×ÉÅ \A �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ 0 É 1" ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊa27 = a7; a26 = a5; a25 = a3; a24 = a1:îÁÌÏÖÉ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ a7 = 0, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 7 (ÏÄÎÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ ÎÁ 8 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 2. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÏÄ:�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 2, ÔÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ×ÈÏÄÉÔØ ×ÓÅ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ, É ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ (ÓÕÍÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ a6 = 0. ïÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒ£Í ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÉÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÄÁ ÄÏ 4. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a26 = a5 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ É a5 = 0, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4. ÷ÙÂÒÏÓÉ×ÌÀÂÏÊ ÂÉÔ, ÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÄÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ Þ£Ô-ÎÏÓÔÉ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ) É ÕÍÅÎØÛÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ 1. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ 7 É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 Ó ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅÍÅÎØÛÅ 3 | ×Ó£ ËÁË Õ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ.þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÎÁÄÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÔÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A × ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ. üÔÏÄÅÌÁÅÔÓÑ �Ï ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ:A(x) = ∑�∈F

A(�)P�(x);ÇÄÅ P� |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n), ÒÁ×ÎÙÊ 1 × ÔÏÞËÅ � É 0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØP�(x) = (x− �)n−1 + 1:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ x 6= � �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ 1 (�ÏÒÑÄÏË ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-ÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÌÑ, ÒÁ×ÎÙÊ n−1, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÁ),É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ (ÎÁÛÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2).òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (x − �)n−1 �Ï ÂÉÎÏÍÕ îØÀÔÏÎÁ ÄÁ£Ô (× �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ 2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎxn−1 + xn−2�+ xn−3�2 + : : :+ x�n−2 + �n−1:÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ×Ó�ÏÍÎÉ×, ÞÔÏ × ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ,ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. áÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÁ (x − �), �ÏÌÕÞÉÔÓÑ xn − �n, ÞÔÏÒÁ×ÎÏ (x− �)n (�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ, Á ÔÁËÖÅ × ÌÀÂÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØÄ×ÏÊËÉ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ).29



�ÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a7 É a6 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁA. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ P�,a7 = ∑�∈F

A(�); a6 = ∑�∈F

�A(�):ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ a7 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ (ÜÔÏ ÍÙÉ ÔÁË ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ a6 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑� �A(�) = 0× �ÏÌÅ F, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 ÎÁÄ F2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÍØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ ×ÓÅÍØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ F
32, ÔÏ ÅÓÔØ × ×ÅËÔÏÒÙ(0; 0; 1); (0; 1; 0); (0; 1; 1); (1; 0; 0); (1; 0; 1); (1; 1; 0); (1; 1; 1);É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ A(�) �ÒÉ � 6= 0 ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÓÁÍÙÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ× ËÏÄÅ èÜÍÍÉÎÇÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÄÁ âþè �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÅÓÌÉÏÔÂÒÏÓÉÔØ A(0), ËÁË ÍÙ É ÇÏ×ÏÒÉÌÉ.÷ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ k = 3 (n = 8), ÎÏ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k.20 äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍäÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ, ÞÔÏÂÙ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ É ÒÁÚÒÅÛÉÔØÄÏ L ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ (�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ L). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ eÓÏÄÅÒÖÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ L ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ ÄÌÉÎÙ L (Ó ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ e ÏÛÉÂÏË).ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÈ q (ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ), k (ÄÌÉÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏÓÌÏ×Á), n (ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×), e (ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÛÉÂÏË) É, ÎÁËÏÎÅ�, L.(óÌÕÞÁÊ L = 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÖÎÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ.)áÎÁÌÏÇ ÇÒÁÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:qkVq(e; n) 6 Lqn÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ e × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å qk ÛÔÕË ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ï Vq(e; n)ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÙÊ É �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ qn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×L ÓÌÏ£×.÷ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÛËÁÌÅ:kn + logq Vq(e; n)n 6 1 + logq Ln30



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÅ L (ÓËÁÖÅÍ, �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔ n), ÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á �ÏÞÔÉ ÎÅ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ.úÁÔÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á: ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. á ÉÍÅÎÎÏ,×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï èÜÍÍÉÎÇÁ (× �ÒÅÖÎÅÊ ÆÏÒÍÅ,ÄÌÑ L = 1): qkVq(e; n) 6 qn�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ ÄÌÉÎÙ L, ÇÄÅL = O(n log q).�ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÍ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ L, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ L! > qn; �ÏÓËÏÌØËÕL! ≈ (L=2;718 : : :)L, ÜÔÏ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ L = O(n log q).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ËÏÄ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ L-Ó�ÉÓËÏÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×, ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÔÁËÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÍÅÎØÛÅÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÄÏ×).÷ÓÅÇÏ ËÏÄÏ× (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �k → �n) ÉÍÅÅÔÓÑ (qn)(qk). ðÏÄÓÞÉ-ÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ | ÔÅÈ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ L (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ)ÛÁÒÁÍÉ. ðÌÏÈÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁÚÁ×
• �ÌÏÈÏÅ ÓÌÏ×Ï (�ÏËÒÙÔÏÅ L ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÒÁÍÉ) [qn ×ÁÒÉÁÎÔÏ×℄;
• ÉÎÄÅËÓÙ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÛÁÒÏ× [�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÁ L × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å�k, ×ÓÅÇÏ CLqk ×ÁÒÉÁÎÔÏ×℄;
• �ÅÎÔÒÙ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÛÁÒÏ× (=ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÛÁÒ ÒÁ-ÄÉÕÓÁ e Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ, ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ) [L ÔÏÞÅË × ÛÁÒÅ,×ÓÅÇÏ Vq(e; n)L ×ÁÒÉÁÎÔÏ×℄;
• ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á [qk − L ÔÏÞÅË, ×ÓÅÇÏ (qn)qk−L ×ÁÒÉÁÎÔÏ×℄.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔqnCLqk (Vq(e; n))L(qn)qk−L 6

6 qn (qk)LL! (Vq(e; n))L(qn)qk−L(ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ Ï�ÅÎËÕ Cuv 6 (vu)=u!, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ó£ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÏ, ÅÓÌÉqn (qk)LL! (Vq(e; n))L(qn)qk−L < (qn)qk ;ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÄÁ£Ô1L! (qkVq(e; n))L < (qn)L−1:ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ qkVq(e; n) 6 qn (ÇÒÁÎÉ�Á èÜÍÍÉÎÇÁ), �ÏÜÔÏÍÕÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á qn < L!, ËÁË ÍÙ É ÇÏ×ÏÒÉÌÉ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.31



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ËÏÎ-ÓÔÒÕÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏkn + logq Vq(e; n)n 6 
 < 1ÔÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÛÉÈ Ï�ÅÎÏË �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ((q
−1)n)L,ÍÅÎØÛÉÊ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁqkVq(e; n) 6 q
n = qn(q
−1)n;É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï qn((q
−1)n)L < L!;ËÏÔÏÒÏÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ L = O(1) (×ÅÌÉÞÉÎÁ L ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ 
 É q,ÎÏ ÎÅ ÒÁÓÔ£Ô Ó ÒÏÓÔÏÍ n). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ L, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍq · (q
−1)L 6 1:íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÄÏ×, ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÈ Ó�ÉÓËÏÍ, ×ÂÌÉÚÉ ÇÒÁ-ÎÉ�Ù èÜÍÍÉÎÇÁ, ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÌÉ Ñ×ÎÏ ÜÔÉÈ ËÏÄÏ×. óÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÏÄÏ× ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÁ, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.21 ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓ-ËÏÍðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÄ F : �k → �n Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ÍÅÖÄÕ ËÏ-ÄÏ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ e ÏÛÉÂÏË�ÒÉ e < d=2. ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÚÉ�ÉÊ Ë ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ, ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ × u (=n−d) �ÏÚÉ�ÉÑÈ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ∈ �nÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÓÔØ Ó y ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × (n + u)=2(=n− d=2) �ÏÚÉ�ÉÑÈ.÷ ÜÔÉÈ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÄÅËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÉ Ó�ÉÓËÏÍ, ÚÁÍÅÎÉ× ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÅ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×Á (ÉÚ �n) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ× u �ÏÚÉ�ÉÑÈ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ∈ �n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (n+1) ÓÌÏ× ÍÏÇÕÔÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ √nu �ÏÚÉ�ÉÑÈ.(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ×Ó£ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Á y1; : : : ; yN ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ y ÂÏÌÅÅÞÅÍ × √nu �ÏÚÉ�ÉÑÈ (ËÁÖÄÏÅ × Ó×ÏÉÈ). ðÕÓÔØ Yi ⊂ {1; 2; : : : ; n} | ÎÏÍÅÒÁ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÇÄÅ yi ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó y. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Yi ÓÏÄÅÒÖÉÔ32



ÂÏÌÅÅ √nu ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Yi ∩ Yj �ÒÉ i 6= j ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ uÜÌÅÍÅÎÔÏ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Yi ËÁË ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å {1; : : : ; n} (Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË
〈�; �〉 = E[(� − E�)(� − E�)℄;ÇÄÅ E | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅ-ÔÉÞÅÓËÏÅ n ÞÉÓÅÌ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ � É � ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ � − E� É � − E�.òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
〈�; �〉 = E(��)− (E�)(E�):äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ | ÉÎÄÉËÁÔÏÒÙ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÒÁ×ÎÙÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ, É ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ), �ÏÌÕÞÁÅÍÆÏÒÍÕÌÕ

〈�A; �B〉 = Pr[A É B℄− Pr[A℄ Pr[B℄;ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÏÌØÛÅ√nu=n = √u=n,Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ u=n, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.�Å�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. á ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ (n+ 1) ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÕ�ÙÅ ÕÇÌÙ.�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ Yi ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÒÏ×ÎÏ √un ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÕÇÌÙ ÉÚ ÔÕ�ÙÈ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅÏÓÔÒÙÍÉ, É ×ÍÅÓÔÏ n+1 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ 2n×ÅËÔÏÒÏ×.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÓÈÏÄÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ: ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅËÏÄÁ F : �k → �n ÒÁ×ÎÏ d, ÔÏ ËÏÄ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ (n+1)-Ó�ÉÓËÏÍÓ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n−
√n(n− d) ÏÛÉÂÏË.äÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ É ÔÁË: �ÒÉ n − e > √n(n− d) ×ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ e ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó �Ï�ÁÒ-ÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ d ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ. (éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ×�n.)äÌÑ ËÏÄÁ Ó ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 50% (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ)ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÉÓËÏÍ �ÒÉ ÄÏÌÅÏÛÉÂÏË 1 −

√1=2 ≈ 29%, ÞÔÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÇÒÁÎÉ�Ù × 25% ÄÌÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï�ÅÎËÁ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-ÎÏÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÏÄÏ× áÄÁÍÁÒÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ �ÒÉÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÏÌÅ ÏÛÉÂÏË, ÍÅÎØÛÅÊ 1=2. (âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕäÖÏÎÓÏÎÁ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÄÁÌØÛÅ.) 33



22 äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ ËÏÄÏ× áÄÁÍÁÒÁðÕÓÔØ " > 0 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÎÅÓÏ-×�ÁÄÅÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 12 (1− "), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1="2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ ÂÙÌÉ�ÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × Å×ËÌÉÄÏ-×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÅÄÉÎÉ� É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ� É Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÅ
〈(x1; : : : ; xn); (y1; : : : ; yn)〉 = 1n ∑i xiyi(�ÒÉ ÜÔÏÍ n ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ).ðÕÓÔØ x | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ� É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�). åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï y ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ × 12 (1− ")n �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÔÏ

〈x; y〉 > "�Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å y ×ÚÑÔØ ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (Ó �ÌÀÓÏÍ É ÍÉÎÕÓÏÍ),É Ï�ÅÎÉÔØ, ÄÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÚ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× y É
−y ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ; ÚÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁËÉ ÕÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ Ó �ÌÀÓÏÍ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ (ËÏÔÏÒÕÀ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍðÁÒÓÅ×ÁÌÑ) Ë×ÁÄÒÁÔ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÙ 〈x; x〉 ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÔÏÒÏÎ 〈x; yi〉,×ÚÑÔÏÊ �Ï ×ÓÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ yi. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ 〈x; x〉 = 1, �ÏÜÔÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï yi, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 〈x; yi〉 > ", ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1="2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ-×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.23 ï�ÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁáÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÄÏ× (ÎÁÄ Ä×ÕÈÂÕ-Ë×ÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏËÏÌÏ 50%. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× n É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÍÅÎØÛÅ 12 (1− ")n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0. �ÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÓ�ÉÓËÏÍ �ÒÉ ÄÏÌÅ ÏÛÉÂÏË 12 (1−√") É ÒÁÚÍÅÒÅ Ó�ÉÓËÁ 2n.íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÄÏ×, ÎÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÔÏÞËÁÈ × ÛÁÒÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × B

n ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ12 (1−√")n ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÔÏÞÅË Ó �Ï�ÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ 12 (1− ")n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ ðÌÏÔËÉÎÁ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉ� É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÅË-ÔÏÒÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
n.ðÕÓÔØ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ u ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ 12 (1−√") (× ÍÅÔÒÉËÅ èÜÍÍÉÎÇÁ) ÉÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ v1; : : : ; vN , �ÒÉÞ£Í ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (èÜÍÍÉÎÇíÁÁ) ÍÅÖÄÕ vi É vj34



ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 12 (1−")n �ÒÉ ÌÀÂÙÈ i 6= j. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (u; vi) >
√" É (vi; vj) 6 ":äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ u É vi ÏÓÔÒÙÊ É ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÌÉÚÏË Ë �ÒÑ-ÍÏÍÕ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ vi É vj ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë �ÒÑÍÏÍÕ ÉÌÉÄÁÖÅ ÔÕ�ÏÊ.íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N 6 2n. üÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÂÙ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕvi É vj ÂÙÌÉ ÔÕ�ÙÍÉ ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍÉ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÅÎËÉ ðÌÏÔËÉÎÁ).þÔÏÂÙ Ó×ÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ×ÙÞÔÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ u ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ vi. äÌÑÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄ£Í �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ(vi − �u; vj − �u) = (vi; vj)− �((vi; u) + (vj ; u)) + �2(u; u) 6

6 "− 2�√"+ �2 = (�−
√")2 6 0;÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×Ó£ �ÏÄÏÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÇÏÄÉÔÓÑ � = √". �ÅÏÒÅÍÁ äÖÏÎÓÏÎÁÄÏËÁÚÁÎÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ) Ï�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑËÏÄÏ× ÎÁÄ q-ÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1=2 ÎÁ (q − 1)=qÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �ÒÉ n × Ï�ÅÎËÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó�ÉÓËÁ.24 ï�ÅÎËÁ üÌÉÁÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏï�ÅÎËÕ äÖÏÎÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ�Ù çÉÌØÂÅÒÔÁ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d, ÔÏ ÛÁÒÙÒÁÄÉÕÓÁ d=2 Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É �ÏÔÏÍÕ ÉÈÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂß£Í ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÂß£ÍÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.�Å�ÅÒØ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÛÁÒÙ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÞÅÍ d=2. ðÒÏ ÎÉÈ ÕÖÅ ÎÅ-ÌØÚÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ | �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÒÁÄÉ-ÕÓÅ | Ï�ÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ z �ÏËÒÙÔÁÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÛÁÒÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂß£Í ÛÁÒÏ× �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂß£Í×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.ëÏÎËÒÅÔÎÏ: �ÕÓÔØ ËÏÄ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n × Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d = 12 (1 − ")n. ûÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 12 (1 − √") ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÔØÓÑ, ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï 2kV2( 12 (1−√")n) 6 2n · 2n;ÄÌÑ ËÏÄÏ× Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d = 12 (1− ")nðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ V2 (Ó ÛÅÎ-ÎÏÎÏ×ÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ), ÄÅÌÑ ÎÁ n É �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 2n (ÍÁÌÙÍ �ÏÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó 2n �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ, �Ï-ËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 3 �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. üÔÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊüÌÉÁÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ. 35
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Figure 3: çÒÁÎÉ�Á üÌÉÁÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ.25 äÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ ËÏÄÏ× òÉÄÁ { óÏ-ÌÏÍÏÎÁðÕÓÔØ � = Fq | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁËÏÄÉÒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ×) ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × n ÔÏÞËÁÈ �ÏÌÑ. ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ ÒÁ×ÎÏ n − k + 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ�Ï (ÉÓ�ÏÒÞÅÎÎÏÍÕ) ÎÁÂÏÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ (n+ k)=2�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÉÓËÏÍ (�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ)ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ √nk �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ.éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: �ÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÍÙ ÉÓ-ËÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D(x) É Q(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÙ (xi; yi) (ÔÏÞËÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ× ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ) ÌÏÖÁÔÓÑ ÎÁ ËÒÉ×ÕÀ D(x)y−Q(x) = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙÉÓËÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ, ÞÔÏ Q(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D(x) É ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ R(x; y) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ D(x)(y − P (x)), ÇÄÅ P (x) | ÞÁÓÔÎÏÅÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Q ÎÁ D | ÉÓËÏÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ.óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÔÌÉÞÉÑÍÉ:
• ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï y;
• ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ R(xi; yi),Á ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ai.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎR(x; y) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ (a; b) Ó ËÒÁÔ-ÎÏÓÔØÀ m, ÅÓÌÉ R(a + u; b + v) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ u É v ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÞÌÅÎÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ m. ëÒÁÔÎÏÓÔØ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÏ R(a; b) = 0, ËÒÁÔÎÏÓÔØ 2ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï x É y ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÁÔÎÏÓÔØ 3 | ÏÂÒÁÝÅ-36



ÎÉÅ × ÎÕÌØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R; ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ m �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ 1 + 2 + : : :+m = m(m+ 1)=2 ÕÓÌÏ×ÉÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÊ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÁ,ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞËÁÈ ËÒÉ×ÏÊ y = P (x) (ÇÄÅ P | ÉÓ-ÈÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ×ÓÅÊ ÜÔÏÊËÒÉ×ÏÊ.þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × Fq [x; y℄: ÍÏÎÏÍ xuyv ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ u+ kv; ÓÔÅ�ÅÎØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÏÎÏÍÏ×. (ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÉÍÅÀÝÅÊ ×ÅÓ k, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ Å£ ÍÅÓÔÏ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k.)óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÏÓÑÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn É y1; : : : ; yn |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fq.ðÕÓÔØ a1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ a | ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a2 > k n
∑i=1 ai(ai + 1);ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ (xi; yi) Ó ËÒÁÔÎÏ-ÓÔØÀ ai (�ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈk-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a, ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áu+ kv < a× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁx u; v > 0. á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÑÍÙÍÉ u + kv 6 a, u > 0, v > 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ a2=2k(�ÏÌÏ×ÉÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁÔÅÔÏ× a É a=k). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ É ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ (u; v) ×ÎÕÔÒÉÎÅÇÏ (ÎÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å), ÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ËÌÅÔËÕ Ó ÌÅ×ÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ(⌊u⌋; ⌊v⌋). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ �ÅÌÙÅ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (×ÅÄØ ÏÎ �ÏËÒÙÔ ËÌÅÔËÁÍÉ).ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a2=2k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈÕÓÌÏ×ÉÊ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R × ÔÏÞËÁÈ (xi; yi) ÓËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ai, ÒÁ×ÎÏ n

∑i=1 ai(ai + 1)2 ;ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.37



ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn É y1; : : : ; yn |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fq.ðÕÓÔØ a1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎR(x; y) ÉÍÅÅÔ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ(xi; yi) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ai (�ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n). (ðÏËÁ ×Ó£ ËÁË × ÌÅÍÍÅ 1.)ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k É
∑

{ai | P (xi) = yi} > a(ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ÔÏÞÅË (xi; yi), ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a).�ÏÇÄÁ R(x; P (x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎ N(x) = R(x; P (x)) (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a. åÓÌÉ (xi; yi) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍR(x; y) ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m, Á P (xi) = yi, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ N(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ xiËÒÁÔÎÏÓÔÉ m. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ N ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ a, Á ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, N = 0, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ R(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á P (x) |ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, �ÒÉÞ£Í R(x; P (x)) = 0. �ÏÇÄÁ R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎ y − P (x) × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.(òÁ×ÅÎÓÔ×Ï R(x; P (x)) = 0 �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×; ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÏÌÅ ÍÁÌÏ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R(x; y) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y, ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ x, É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÕÇÏÌËÏÍ ÎÁy − P (x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, �ÒÉÜÔÏÍ ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÞÁÓÔÎÏÅ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x É y, ÁÏÓÔÁÔÏË | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x (�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 1 �Ï y,ÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 0 �Ï y). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,R(x; y) = (y − P (x))Q(x; y) + S(x):ðÏÄÓÔÁ×É× ÔÅ�ÅÒØ P (x) ×ÍÅÓÔÏ y, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ S(x) | ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.�Å�ÅÒØ ×Ó£ ÇÏÔÏ×Ï, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ Ó�ÉÓËÏÍ. ðÕÓÔØÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÏÞÅË (xi; yi). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k ÍÏÇÕÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ s ÉÚ ÎÉÈ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ n, k É s).þÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ N (�ÏËÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ) É �ÏÌÏÖÉÍ a1 = a2 = : : : = N . (ëÁÖÅÔÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, ÚÁ-ÞÅÍ ×ÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÍÙÕ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ �ÏÌÅÚÎÏ.)þÔÏÂÙ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏa2 > k n
∑i=1 ai(ai + 1) = knN(N + 1);38



ÔÏ ÅÓÔØ a > √knN(N + 1)ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1 ÄÁ£Ô ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ÉÍÅÀÝÉÊ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ N ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ(xi; yi).åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ×ÙÛÅ k É �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ s ÔÏÞÅËÉÚ ÞÉÓÌÁ (xi; yi), �ÒÉÞ£Í sN > a;ÔÏ R(x; P (x)) = 0 �Ï ÌÅÍÍÅ 2 É R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y − P (x) �Ï ÌÅÍÍÅ 3.éÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å Fq [x; y℄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ y − P (x) Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁR(x; y) ÍÅÎØÛÅ a=k (ÉÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÄÏÓÔÉÇÎÅÔ a, ×ÅÄØ y ÉÍÅÅÔ ×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ k).óÏÂÉÒÁÑ ×Ó£ ×ÍÅÓÔÅ (ÓÞÉÔÁÑ a ÒÁ×ÎÙÍ sN É �ÏÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÎÁ N) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ s > √kn(1 + 1=N) ;ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ s ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÅË ÓÒÅÄÉ (x1; y1); : : : ; (xn; yn), ÍÅÎØÛÅ sN=k.÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ �ÒÉ s > √nk; ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅÅ N �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÂÒÁÔØ (É ÔÅÍ ÓÌÁÂÅÅ ÂÕÄÅÔÏ�ÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×). åÝ£ ÉÚ ÎÅ£ ×ÉÄÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ�ÒÉ s = (1 + ")√nk É n = O(k) ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P ÓÔÅ�ÅÎÉÍÅÎØÛÅ k, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ s ÔÏÞÅË ÉÚ n, ÅÓÔØ O(1).÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ×:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn É y1; : : : ; yn |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fq .ðÕÓÔØ a1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ k É a ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ a2 > k n
∑i=1 ai(ai + 1):�ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÉ-ÒÁÅÍÙÊ ÉÍÉ ×ÅÓ

∑

{ai | P (xi) = yi)}ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a, ÍÅÎØÛÅ a=k.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÌÅÍÍÅ 1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎR(x; y), ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ× ÎÕÌØ × (xi; yi) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ai É ÉÍÅÀÝÉÊ k-×Ú×ÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a;�Ï ÌÅÍÍÅ 2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R(x; P (x)) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k, ÎÁÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ×ÅÓ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a; �Ï ÌÅÍÍÅ 3 R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ y − P (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ a=k.39



ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÉÓËÏÍÄÌÑ ËÏÄÏ× òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × Fq[x; y℄ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ×ÉÄÁ y − P (x).26 òÉÄ { óÏÌÏÍÏÎ �ÌÀÓ áÄÁÍÁÒ: ÄÅËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 15, ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÎÅÛÎÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ(ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ×ÅÓÁÍÉ), ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÉÓËÏÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄ.îÁ�ÏÍÎÉÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏÌÅ
F2m ÉÚ 2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ x1; : : : ; x2m . ÷ÎÅÛÎÉÊ ËÏÄòÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ "2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÉÈ ËÁË ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ "2m É ÂÅÒÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ P (x1); : : : ; P (x2m).÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×ÏÉÚ m ÂÉÔÏ×) ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ 2m ÂÉÔÏ×.òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÓÌÏ×Ï ÉÚ "m2m ÂÉÔÏ×, ÒÁÚÂÉ-×ÁÑ ÅÇÏ ÎÁ "2m ÂÌÏËÏ× �Ï m ÂÉÔÏ×, É ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄáÄÁÍÁÒÁ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2m ÂÌÏËÏ× �Ï 2m ÂÉÔÏ× × ËÁÖÄÏÍ, ×ÓÅÇÏ 22m ÂÉÔÏ×.ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÕÄÅÌØÎÏÅ, × ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÂÉÔ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á) ÄÌÑ×ÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÒÁ×ÎÏ 1− ", Á ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÏ 1=2, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÏÎ-ËÁÔÅÎÁ�ÉÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 12 (1− ").ï�ÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓ ÄÏÌÅÊ ÏÛÉÂÏË 12 (1−√") É ÄÌÉÎÏÊ Ó�ÉÓËÁ 2 ·22m (ÕÄ×ÏÅÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏ×ÏÇÏÓÌÏ×Á). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ Ó�ÉÓÏË ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÔÅÈÎÉËÉ (ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅÓÏ× ×ÄÏÌØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ).éÔÁË, �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï z ÄÌÉÎÙ 22m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙÈÏÔÉÍ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ó�ÉÓÏË ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÎÅÍÕ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ×. òÁÚÏÂØ£Í ÓÌÏ×Ï zÎÁ 2m ÂÌÏËÏ× z1; : : : ; z2m ÄÌÉÎÙ 2m ËÁÖÄÙÊ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏ-ÓÔÉ. îÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÁ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ. á ÉÍÅÎÎÏ,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ zi É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xj �ÏÌÑ F2m �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ-ÓËÏÌØËÏ ÂÌÉÚËÏ ÓÌÏ×Ï zi Ë ËÏÄÕ áÄÁÍÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xj . ïÂÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÈÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 2m, É ÍÙ ×ÙÞÔÅÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×�ÁÄÅ-ÎÉÊ; ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ aij . åÓÌÉ aij < 0 (ÎÅ-ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ) ÔÏ ÔÁËÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ (zi�ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xj) ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÏÔ×ÅÒÇÎÅÍ. äÌÑ ×ÓÅÈÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÅÓÁ aij ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ 22m40



ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× i; j �ÒÏÂÅÇÁÅÔ 2mÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ 2m ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÏÌÑ).üÔÉ ×ÅÓÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ �ÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ. íÙÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ (xi; xj) ∈ F
22m ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÓÁ ai;j ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÞÅÇÏ ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ÂÙÌÏ.) ÷ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:q = 2m; n 6 22m; k = "2m:ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a. þÅÍ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÎÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÁÂÅÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏa2 > k n

∑i=1 ai(ai + 1) = "2m ∑i;j aij(aij + 1):(× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ,Á Ó�ÒÁ×Á �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÈ ÔÅËÕÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØËÁË "2m[∑i;j a2ij +∑i;j aij ℄:÷ÔÏÒÏÅ (ÍÅÎØÛÅÅ) ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÚÁÍÅÎÉ× ×ÓÅ aij ÎÁ ÉÈ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2m, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ "24m. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÂÕÄÅÍÏ�ÅÎÉ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÄÅÌÉËÁÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. óÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÏÄÎÉÍÉ ÔÅÍ ÖÅ i (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÂÌÏËÕ × ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÍ×ÁÒÉÁÎÔÁÍ ÅÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ), �ÏÌÕÞÉÍ"2m ∑i [∑j a2ij ℄:�Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ËÁÖÄÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓËÏÂËÕ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ j).÷ÅÓ aij �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁxj É ÓÌÏ×Á zi, ×ÚÑÔÏÅ Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 2m (ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÏÌÎÏÅ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ, ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ 2m). ïÓÔÁ-£ÔÓÑ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ �ÒÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÓÓÅÌÑ (= ÔÅÏÒÅÍÕ ðÉÆÁÇÏÒÁ), ÓÏÇÌÁÓÎÏËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÓ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1. ðÏÓÌÅ ÕÞ£ÔÁËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÏ ÄÁ£Ô"2m ∑i [∑j a2ij ℄ 6 "2m ∑i 22m = "2m · 2m · 22m = "24m�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a2 > "2 · 24m;41



ÔÏ ÅÓÔØ a > √2" 22m:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ "2m, ÎÁÂÉÒÁÀÝÉÈ×ÅÓ a ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÎÅ×ÅÌÉËÏ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ, ÎÁÂÉÒÁ-ÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÅÓÔØ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ ÉÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ËÏÄÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÌÏ-×ÉÔØ ×ÓÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊÉ ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ √2"22m;ÔÏ ÅÓÔØ × ÒÁÓÞ£ÔÅ ÎÁ ÂÉÔ ÂÏÌØÛÅ √2". ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉ�Á ÅÓÔØ 1− 2d,ÇÄÅ d | ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ d ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ:d < 12(1−√2":ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ÓÌÏ× × Ó�ÉÓËÅ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊa=k = √2"22m=("2m);ÞÔÏ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁ×ÎÏ 2m, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á(ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ × Ï�ÅÎËÅ äÖÏÎÓÏÎÁ).úÁÔÏ Õ ÎÁÓ ×ÍÅÓÔÏ √", ËÁË × Ï�ÅÎËÅ äÖÏÎÓÏÎÁ, �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ√2". ÷ ÏÓÎÏ×-ÎÏÍ ÜÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ.óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÏÞÎÅÅ: �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ 2m ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁË×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 22m, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2m=2. óÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÇÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ∑j aij ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 23m=2 (Á ÒÁÎØÛÅ ÍÙ Å£ Ï�ÅÎÉ×ÁÌÉËÁË 22m, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍÅÔÎÏÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ).ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 × √2" ÍÏÖÎÏ (ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ�ÉÈm) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÅÄÉÎÉ�Å.27 ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÉÓËÏÍÄÌÑ ËÏÄÏ× áÄÁÍÁÒÁåÝ£ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ËÏÄÁÍÉ áÄÁÍÁÒÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ çÏÌÄÒÁÊÈÁ ÉìÅ×ÉÎÁ Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ó�ÉÓËÏÍ (�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÁ ÂÙÌÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÎÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÏÎÁ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ).�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ � < 1=2 É " > 0. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ m É �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ g ÄÌÉÎÙ2m ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó�ÉÓÏË �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅÍÅÎÅÅ 1− " ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ gÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × �2m �ÏÚÉ�ÉÊ.üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÒ£È ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ42



ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ m. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÓÌÏ×Ï g (ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ 2m) �ÏÄÁ-£ÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ×ÉÄÅ \ÏÒÁËÕÌÁ" (ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÉÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÔÁ, ÕËÁÚÁ× ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁËÆÕÎË�ÉÑ g : B
m → B, É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ Å£ \×ÙÚÙ×ÁÔØ"). ÷ ÔÒÅÔØÉÈ, ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÄÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ (ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÜËÓ�Ï-ÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ×ÒÅÍÑ ÉÈ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÎÅÌØÚÑ),Á ÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏ×Á ÉÚ m + 1 ÂÉÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � = 12 − Æ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ > 0.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ B, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊ ÎÁ×ÈÏÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Æ; " > 0, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m É (× ×ÉÄÅ ÏÒÁËÕÌÁ)ÆÕÎË�ÉÀ g : B
m → B, É ×ÙÄÁÀÝÉÊ Ó�ÉÓÏË B(Æ; ";m; g) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ(ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÏÔ m, 1=Æ É 1=", ÅÓÌÉ Æ É " ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÚÁ�ÉÓÅÊÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ 1=Æ É 1=" (ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÎÙË �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ " É Æ).ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ:ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ f : B

m → B | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á g : B
m → B |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ f ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ( 12 − Æ)-ÄÏÌÅ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ×. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f ×ÏÊÄ£Ô × Ó�ÉÓÏË B(Æ; ";m; g), ÎÅÍÅÎØÛÅ 1− ".ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ, �ÏÑÓÎÉÍ Å£ Ó×ÑÚØ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÅÍÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏËÒÙÔØ Ó�ÉÓËÏÍ ÏÄÎÕÁÆÆÉÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë g; × ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÁÌÏ (ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ| �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ Æ ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), ÔÏ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÌÅÍÍÙ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÓÉÌØÎÏ. (ëÓÔÁÔÉ,ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ | ÅÓÌÉ ÂÙ ÉÈ ÂÙÌÏÍÎÏÇÏ, ÔÏ Ó�ÉÓÏË �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÎÅÍÏÇ Ó ×ÙÓÏËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. éÔÁË, × ÒÏÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ B ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÏÓÔÕ�Ë g | \ÉÓËÁÖ£ÎÎÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ" ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xm) = f0 + f1x1 + : : :+ fmxm;É ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÇÁÄÁÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ f0; : : : ; fm. üÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f × m+ 1 ÔÏÞËÁÈ(0; 0; : : : ; 0); (1; 0; : : : ; 0); (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1)(É ÎÁÏÂÏÒÏÔ), É ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÏÔÇÁÄÙ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ ÔÏÞÅË ÎÁÍ ÎÅ ×ÁÖÅÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÇÁÄÙ-×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ m + 1 ÔÏÞËÁÈ | É ÄÁÖÅ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË.)ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É r ÉÚ B

m×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(x+ r) − �f(r);43



ÇÄÅ �f | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ f (ÂÅÚ f0). ðÕÓÔØ x ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, Á r �ÒÏÂÅÇÁÅÔ
B
m. ðÏÓËÏÌØËÕ f É g ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ( 12 + Æ)-ÄÏÌÅ �ÏÚÉ�ÉÊ(ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ), ÔÏf(x) = ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ [g(x+ r) − �f(r)] ;É ÜÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ, ×ÙÂÒÁ× ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ r É �ÒÏ×ÅÄÑ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ ÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.ðÌÁÎ ÜÔÏÔ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÓÔÏÉÔ �f(r), ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ (×ÅÄØ �f ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ f ÌÉÛØÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ f0).úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á �Ï ÍÅÔÏÄÕ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÂÙÌÉ �Ï-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÈÏÔÑ É Ó ÈÕÄÛÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ), ÞÔÏÂÙ ÏÎÉÂÙÌÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏúÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. ðÕÓÔØÓÏÂÙÔÉÑ A1; : : : ; AN �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 12 − Æ. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÌÉÂÏÌØÛÅ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1Æ2 · 1N(É �ÏÔÏÍÕ ÍÁÌÁ �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ N).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÙ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ ai, ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ Ai ÓÌÕÞÉÌÏÓØ, É ÎÕÌÀ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 12 − Æ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N( 12 − Æ). �Å�ÅÒØ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �Ï�ÁÒÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ: ÏÎÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÑÓÕÍÍÙ ∑ ai ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÊ; ÄÉÓ�ÅÒÓÉÑ ai ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1 (ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÖÅ 1=4), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÑ ÓÕÍÍÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N . äÉÓ-�ÅÒÓÉÑ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ. åÓÌÉ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÔÏ ÏÔ-ËÌÏÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ NÆ, Á ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ | N2Æ2. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ þÅÂÙÛ£×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅNN2Æ2 = 1Æ2 · 1N ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.ïÔËÕÄÁ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ? åÓÌÉ ×ÚÑÔØ s (�ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × B

m, ÔÏ ÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ (×ÓÅÇÏ 2s− 1×ÅËÔÏÒÏ×) ÂÕÄÕÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ u1, u2 É u3 | (�ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÅÍØ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; u2; u3; u1 + u2; u1 + u3; u2 + u3; u1 + u2 + u3ÂÕÄÕÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. (óËÁÖÅÍ, �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ u1 + u2 ×ÓÅÚÎÁÞÅÎÉÑ u1+u3 ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ u3 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÙ (u1; u2).)44



çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: ÎÁ s ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÙ ÎÁÔÑÇÉ×ÁÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ, É 2s−1 ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑÎÕÌÅ×ÏÊ) ÂÕÄÕÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍf(x) = ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ [g(x+ ri)− �f(ri)] ;ÇÄÅ ri | �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (2s − 1 ÛÔÕË), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ (�ÏÌÎÏÓÔØÀ) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ×ÅËÔÏÒÙ u1; : : : ; us. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÌÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ2s − 1 = poly(m), Á ÔÏÇÄÁ s = O(logm). (üÔÏ | ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ " É Æ,Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)�Å�ÅÒØ ÇÌÁ×ÎÏÅ: ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(ri) × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �f Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �f(u1); : : : ; �f(us), ÔÏ ÅÓÔØ s ÂÉÔÁÍÉ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÜÔÉÈÚÎÁÞÅÎÉÊ 2s, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍÒÁÚÒÅÛÁÌÏÓØ ÏÔÇÁÄÙ×ÁÔØ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �Ï�ÙÔÏË: ÁÌÇÏÒÉÔÍ B ×ÙÄÁ£Ô ÎÅÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, Á �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (ÏÔ m) Ó�ÉÓÏË ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.�ÁË ÞÔÏ ÎÁÍ �ÏÚ×ÏÌÅÎÏ �ÅÒÅ�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, É ×Ó£ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.ï�ÅÎÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f × m + 1 ÔÏÞËÁÈ. íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ u1; : : : ; us É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÎÉÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ×ÅËÔÏÒÙ r1; : : : ; r2s−1. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ m+1 ÔÏÞÅË ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÇÏÌÏ-ÓÏ×ÁÎÉÅ Ó 2s−1 ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚm+1 �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ. üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(u1); : : : ; �f(us)É �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ 2s ÒÁÚ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ×Ù-ÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; : : : ; us �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ: ÏÄÎÉ ÉÔÅ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m+ 1 ÔÏÞÅË É ×Ï ×ÓÅÈ 2s �Ï�ÙÔËÁÈ.äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÓÏÂÙÔÉÑ f(x+ ri) 6= g(x+ ri) (�ÒÉ i = 1; 2; : : : ; 2s −1), ×ÓÅÇÏ 2s − 1 ÓÏÂÙÔÉÊ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 12 − Æ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒËÁÏËÁÖÅÔÓÑ \�ÌÏÈÏÊ" (ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �Ï�ÁÄÁÎÉÊ × ÏÛÉÂËÉ, ÇÄÅ f 6= g),ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1Æ2 · 12s − 1 :üÔÏ | ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x; ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÌÏ-ÈÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ m+ 1 ÔÏÞÅË, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ1Æ2 · 12s − 1 · (m+ 1)É �ÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ ", ÅÓÌÉ 2s > m+ 1"Æ2 + 1:á ÅÓÌÉ ×ÙÂÏÒËÁ ÈÏÒÏÛÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m + 1 ÔÏÞÅË, ÔÏ × Ó�ÉÓÏË, ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ B (É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 2s ×ÁÒÉÁÎÔÏ×), ×ÏÊÄ£Ô É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ(ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f). äÌÉÎÁ Ó�ÉÓËÁ É ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ B �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ ÏÔ (m+ 1)="Æ2 + 1 = poly(m; 1="; 1=Æ).45


