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1 Òðèâèàëüíîñòè

1.1 Êâàòåðíèîííûå ïðîñòðàíñòâà

Äâà ìîðôèçìà àëãåáð A
ρ,σ−−→ B íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè îò-

ëè÷àþòñÿ íà àâòîìîðôèçì àëãåáðû A. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà A �

àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ, à B � ýíäîìîðôèçìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V . Òîãäà àâòîìîðôèçìû A � ýòî ãðóïïà SO(3). Â òàêîì ñëó÷àå êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè ìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé íà

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ýòî îïðåäåëåíèå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò

îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà V , êðîìå òîãî, ÷òî àëãåáðà C
èìååò òîëüêî îäèí íåïîñòîÿííûé àâòîìîðôèçì, è íèêàêèõ äîïîëíèòåëü-

íûõ îòîæäåñòâëåíèé ìîæíî íå ïðîâîäèòü.

ßñíî, ÷òî êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíè÷íîé

ñôåðû Z â End(V ).

Îïðåäåëèì òåïåðü êâàòåðíèîííûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü ZV
T−→ ZW �

îòîáðàæåíèå ñôåð; òîãäà îòîáðàæåíèå V
t−→W íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîí-

íûì îòíîñèòåëüíî T , åñëè t ◦ J = T (J) ◦ t.
Â êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü êâà-

òåðíèîííî-ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî íå áîëåå ÷åì îäíîãî îòîáðàæåíèÿ ñôåð

T , è ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå âñåãäà áóäåò ïîâîðîòîì.
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1.2 (Êî-)ÊÐ-ïðîñòðàíñòâà

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â åãî êîìïëåêñèôèêàöèè, ñîïðÿæ¼ííîå ê

êîòîðîìó äîïîëíèòåëüíî ê íåìó. Äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ýòî

ïîäïðîñòðàíñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ äàííûì è äàþùåå â ñóììå ñ íèì

âñ¼ ïðîñòðàíñòâî. Åñëè îòáðîñèòü èç îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-

ðû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñíà÷àëà ïåðâîå, à ïîòîì âòîðîå óñëîâèå,

ìû ïîëó÷èì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ÊÐ-ñòðóêòóðû, à ïîòîì îïðåäåëåíèå

êî-ÊÐ-ñòðóêòóðû. (Êî-)ÊÐ-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åñòü îòîáðàæåíèå, ïå-

ðåâîäÿùåå (êî-)ÊÐ-ñòðóêòóðó â (êî-)ÊÐ-ñòðóêòóðó.

Óòâåðæäåíèå 1. Àííèãèëÿòîð ÊÐ-ñòðóêòóðû åñòü êî-ÊÐ-ñòðóêòóðà

íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, è íàîáîðîò.

Ïðèìåð ÊÐ-ïðîñòðàíñòâà äà¼òñÿ âåùåñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V
â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå (E, I), êîòîðîå ðàñïîëîæåíî äîñòàòî÷íî îá-
ùî (íàïðèìåð, êîòîðîå âåùåñòâåííîé êîðàçìåðíîñòè 1): ïîäïðîñòðàí-

ñòâî V ∩IV ⊂ V ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ýòîò ïðèìåð

óíèâåðñàëåí: âñÿêîå ÊÐ-ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü äîïîëíåíî äî êîì-

ïëåêñíîãî ïðèáàâëåíèåì ê ñåáå ôàêòîðà ïî âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñóììû

ñâîåé ÊÐ-ñòðóêòóðû ñ å¼ äîïîëíåíèåì. Àíàëîãè÷íî ïî êî-ÊÐ-ñòðóêòóðå

íà ïðîñòðàíñòâå V ìîæíî ïîñòðîèòü ñþðúåêöèþ èç âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà V . Çíà÷èò, êî-ÊÐ-ñòðóêòóðà
åñòü ïðîñòî ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîå îáùî ñþðúåêòèâíî îòîá-

ðàæàåòñÿ êîìïëåêñíîå (íàïðèìåð, êîãäà îíî âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè

íà åäèíè÷êó áîëüøå).

Èòàê, ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå (1̃). ÊÐ-ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå U åñòü ïàðà ((E, I), ι), ãäå U

ι−→ E � âëîæåíèå, è ι(U) + Iι(U) = E.

Îïðåäåëåíèå (2̃). Êî-ÊÐ-ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå U åñòü ïàðà ((E, I), ρ), ãäå E
ρ−→ U � ñþðúåêöèÿ, è ker ρ ∩

I ker ρ = {0}.

Â òàêèõ îïðåäåëåíèÿõ ÊÐ-îòîáðàæåíèÿ ñóòü îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

U è îáúåìëþùèõ ïðîñòðàíñòâ E, êîììóòèðóþùèå ñî âëîæåíèåì, à êî-
ÊÐ-îòîáðàæåíèÿ ñóòü îòîáðàæåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ E, êîì-
ìóòèðóþùèå ñ ñþðúåêöèåé.

Ïî÷òè ÊÐ-ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè åñòü ïîäðàññëîåíèå â êîì-

ïëåêñèôèêàöèè êàñàòåëüíîãî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñî ñâîèì ñîïðÿæ¼í-

íûì. Îíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè îáíóëÿåòñÿ å¼ òåíçîð Íåé-

åíõ¼éñà. ÊÐ-ñòðóêòóðû âîçíèêàþò íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ â êîìïëåêñ-

íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ òàêèì æå îáðàçîì, êàêèì âîçíèêàåò ÊÐ-ñòðóêòóðà
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íà âåùåñòâåííîì ïðîäïðîñòðàíñòâå â êîìïëåêñíîì. Å¼ òåíçîð Íåéåíõ¼-

ñà îáíóëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî÷òè êî-ÊÐ-

ñòðóêòóðà.

1.3 (Êî-)ÊÐ-êâàòåðíèîííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå (1̂). ÊÐ-êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå U åñòü ïàðà ((E,Z), ι), ãäå U
ι−→ E � âëîæåíèå, è

ι(U) + Iι(U) = E äëÿ âñÿêîé I ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå (2̂). Êî-ÊÐ-êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå U åñòü ïàðà ((E,Z), ρ), ãäå E
ρ−→ U � ñþðúåê-

öèÿ, è ker ρ ∩ I ker ρ = {0} äëÿ âñÿêîé I ∈ Z.

Â òàêèõ îïðåäåëåíèÿõ ÊÐ-êâàòåðíèîííûå îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñôåð T � ýòî êâàòåðíèîííûå îòîáðàæåíèÿ îáúåìëþùèõ

ïðîñòðàíñòâ, êîììóòèðóþùèå ñî âëîæåíèåì, à êî-ÊÐ-êâàòåðíèîííûå îòîá-

ðàæåíèÿ � êâàòåðíèîííûå îòîáðàæåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîì-

ìóòèðóþùèå ñ ïîêðûâàíèíåì.

ÊÀÊÀß-ÒÎ ËÀÆÀ

Ïóñòü (U, (E,Z), ι) �ÊÐ-êâàòåðíèîííîå ïðîñòðàíñòâî, è UJ = ι−1(E1,0J ).
Àíàëîãè÷íî äëÿ êî-ÊÐ-êâàòåðíèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (U, (E,Z), ρ) áóäåì
ïèñàòü UJ = ρ(E1,0J )

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (U, (E,Z), ι) è (U ′, (E′, Z ′), ι′) �ÊÐ-êâàòåðíèîííûå

âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü U
t−→ U ′ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, è

Z
Z′
−→ � îòîáðàæåíèå. Òîãäà t ÊÐ-êâàòåðíèîííî îòíîñèòåëüíî T òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T � ãîëîìîðôíûé äèôôåîìîðôèçì, è äëÿ

âñÿêîãî J ∈ Z èìååò ìåñòî t(UJ) ⊆ (U ′)TJ . Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî
èíòåðåñíà òîëüêî ÷àñòü ¾òîãäà¿. ×òîáû äîêàçàòü å¼, ðàññìîòðèì (òîïî-

ëîãè÷åñêè òðèâèàëüíîå) ðàññëîåíèå E × Z → Z, ãäå êîìïëåêñíàÿ ñòðó-
êóòðà íàä òî÷êîé � ýòî è åñòü ñàìà òî÷êà. Äëÿ îäíîìåðíîãî êâàòåðíè-

îííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå áóäåò èçî-

ìîðôíî 2O(1), çíà÷èò, â ñëó÷àå, êîãäà dimHE = k, ýòî ðàññëîåíèå áóäåò
èçîìîðôíî 2kO(1). Òåïåðü ðàññìîòðèì â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî-

ãî ðàññëîåíèÿ ÊÐ-ïîäìíîãîîáðàçèå U × Z. Èòàê, ïî ÊÐ-êâàòåðíèîííîé
ñòðóêòóðå ìû ïîñòðîèëè êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå ñ ïîäðàññëîåíèåì, òî-

òàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî � ÊÐ-ìíîãîîáðàçèå. Åñëè äàíî îòîáðà-

æåíèå ÊÐ-êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, òî îíî äàñò îòîáðàæåíèå ãîëî-

ìîðôíûõ ðàññëîåíèé, çíà÷èò, îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíî-ëèíåéíîå îòîáðà-

æåíèå EC → E′C òàêîå, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà U åñòü â òî÷íîñòè èñõîä-

íîå îòîáðàæåíèå ÊÐ-êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïèøåì ãîëîìîðôíóþ ãåîìåòðèþ, ñâÿçàííóþ ñ

ÎÏÈØÅÌ, ÕÀ-ÕÀ-ÕÀ!
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2 Åù¼ íåìíîãî ãåîìåòðèè

2.1 Êâàòåðíèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ãîâîðÿò, ÷òî ðàññëîåíèå îáëàäàåò êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé, åñëè êàæ-

äûé åãî ñëîé ñíàáæ¼í êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé, ãëàäêî çàâèñÿùåé îò

òî÷êè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàä ìíîãîîáðàçèåì çàäàíî ðàñ-

ñëîåíèå íà àëãåáðû, èçîìîðôíûå êâàòåðíèîíàì, è âëîæåíèå ýòîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ â ðàññëîåíèå End(V ). Îáðàç ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ åñòü íåêî-

òîðîå òð¼õìåðíîå ïîäðàññëîåíèå QX , ñôåðèçàöèÿ êîòîðîãî åñòü ðàññëî-
åíèå íà äâóìåðíûå ñôåðû ZXπX, ñîñòîÿùåå èç äîïóñòèìûõ êîìïëåêñ-

íûõ ñòðóêòóð íà êàæäîì ñëîå. Ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà ðàñ-

ñëîåíèè � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ðåäóêöèÿ åãî ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ê

Sp(1) ·GL(m,H) (ïðîñòî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîé ãðóïïû). Êâàòåðíèîííûå

îòîáðàæåíèÿ êâàòåðíèîííûõ ðàññëîåíèé îïðåäåëåíî, êàê è äëÿ ïðîñòûõ

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, îòíîñèòåëüíî íåêîãî ïîâîðîòà.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êâàòåðíèîííûì, åñëè â åãî êàñà-

òåëüíîì ðàññëîåíèè çàôèêñèðîâàíà êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Ïî÷òè êâàòåðíèîííîé ñâÿçíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ

ïåðåâîäèò ñå÷åíèÿ QX â ñå÷åíèÿ QX . Åñëè îíà âäîáàâîê íå èìååò êðó-

÷åíèÿ, îíà íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííîé ñâÿçíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå (3). Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì, åñëè â

åãî êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè îïðåäåëåíà ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà

è êâàòåðíèîííàÿ ñâÿçíîñòü.

Ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò ñâçÿíîñòü îïðåäåëÿåò ñâÿç-

íîñòü Ýðåñìàííà â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ZX , òî åñòü êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê TJZX ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó êàñàòåëüíîãî ê ñëîþ

(êîòîðîå åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî) è êàñàòåëüíîãî ê X (íà êîòîðîì

äåéñòâóåò ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J). Èòàê, íà ZX åñòü ïî÷òè êîì-

ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà.

Òåîðåìà (Äìèòðèé Âëàäèìèðîâè÷ Àëåêñååâñêèé, Ñòåôàíî Ìàðêèàôà-

âà, Ëèâèó Îðíåà, Ðàäó Ïàíòèëèå, Ìàññèìèëèàíî Ïîíòåêîðâî, Ñòåðå

ßíóø). Ýòà ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íå çàâèñèò îò âûáîðà ïî-

÷òè êâàòåðíèîííîé ñâÿçíîñòè è èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñâÿçíîñòü íå èìååò êðó÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ñâÿçíîñòè ñëåäóåò èç íåêî-

òîðîãî ïðÿìîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ, îñòàëü-

íîå ñîäåðæèòñÿ â òðóäàõ óïîìÿíóòûõ ìàòåìàòèêîâ.

Ýòî è åñòü êâàòåðíèîííûå òâèñòîðû.
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2.2 ÊÐ-êâàòåðíèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå (4). Ïî÷òè ÊÐ-êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîá-

ðàçèè åñòü êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå, â êîòîðîå êàñàòåëüíîå îòîáðàæà-

åòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòîáðàæåíèå ñëî¼â â êàæäîé òî÷êå åñòü ÊÐ-

êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåðû: åñëè íà òð¼õìåðíîì êîíôîðìíîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî èç-

âëå÷ü êóáè÷åñêèé êîðåíü èç êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ, òî ñóììà ýòîãî

êîðíÿ ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ìîæåò áûòü ñíàáæåíà êâàòåðíèîí-

íîé ñòðóêòóðîé, ïðèòîì íàøå ìíîãîîáðàçèå ñòàíåò ïî÷òè ÊÐ-êâàòåðíèîííûì.

Êâàòåðíèîííîé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïî÷òè êâàòåðíèîííîì ìíî-

ãîîáðàçèè.

Îïðåäåëåíèå (5). Ïóñòü (X,E, ι) � ïî÷òè ÊÐ-êâàòåðíèîííîå ìíîãîîá-

ðàçèå. Ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ åñòü ñâÿçíîñòü íà E, ñîõðà-
íÿþùàÿ Q; åñëè îíà, êî âñåìó ïðî÷åìó, áåç êðó÷åíèÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ
êâàòåðíèîííîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïî ïî÷òè ÊÐ-êâàòåðíèîííîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ ïî÷òè êâàòåðíèîííîé

ñâÿçíîñòüþ ìîæíî ïîñòðîèòü ïî÷òè ÊÐ-ñòðóêòóðó íà ZX òî÷íî òàêèì

æå îáðàçîì, êàê ìû ñòðîèëè ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ZX äëÿ

ïî÷òè êâàòåðíèîííîãî X.
¾Ïî÷òè òâèñòîðèàëüíîé ñòðóêòóðîé¿ íàX íàçûâàþò ðàññëîåíèå P

$−→
X ñ êîìïëåêñíûì ðàñïðåäåëåíèåì F íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîì,

÷òî F ∪ F ïîñòîÿííîãî ðàíãà, êîòîðîå èíäóöèðóåò ïî÷òè êîìïëåêñíûå

ñòðóêòóðû íà âñåõ ñëîÿõ. Îíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè òàêîâî

îïðåäåëÿþùåå å¼ ðàñïðåäåëåíèå.

ÏÎ×ÒÈ ÒÂÈÑÒÎÐÈÀËÜÍÎ

Íàïîìíèì, ÷òî çà T J ìû îáîçíà÷àåì ïîäðàññëîåíèå â êàñàòåëüíîì,

äàþùåå ÊÐ-ñòðóêòóðó, îòâå÷àþùóþ òî÷êå J ∈ Z.

Óòâåðæäåíèå 2 (êðèòåðèé òèïà Íüþëåíäåðà � Íèðåíáåðãà). Ïî÷òè

òâèñòîðèàëüíàÿ ñòðóêòóðà íà òâèñòîðàõ ïî÷òè ÊÐ-êâàòåðíèîííîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïî÷òè êâàòåðíèîííîé ñâÿçíîñòüþ ((M,E, ι),∇) èíòå-

ãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T∇(Λ2T JX) ⊆ EJ è ∇2(Λ2(T JX))(EJ) ⊆
EJ .

Òåîðåìà. Ïóñòü (X,E, ι) � ïî÷òè êâàòåðíèîííîå ìíîãîîáðàçèå, dimHE =
k, codimE X = l (0 6 l 6 2k − 1). Åñëè ∇ � êâàòåðíèîííàÿ ñâÿçíîñòü

íà (X,E, ι), è 2k − l 6= 2, òî ïî÷òè òâèñòîðèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïàðû

((X,E, ι),∇) èíòåãðèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 2k − l = 1, òî T J îäíîìåðíî è òåîðåìà ñëåäóåò

èç ïðåäûäóùåãî êðèòåðèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 2k − l > 3, è çàìåòèì,

÷òî êîìïëåêñèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû E åñòü SL(2,C) ·GL(2k,C).
Ñòàëî áûòü, ëîêàëüíî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå C ⊗R E = E′ ⊗C E

′′, ãäå
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E′ è E′′ � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ðàíãîâ 2 è 2k, à ∇C =
∇′ ⊗∇′′, ãäå ∇′ è ∇′′ ñóòü ñâÿçíîñòè íà E′ è E′′ ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâåðõ òîãî, Z = P (E′), òàê ÷òî åñëè J ∈ Zx ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé

[u] ∈ P (E′x), òî ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî J , ñîîòâåòñòâóþùåå i, åñòü
{u ⊗ v | v ∈ E′′x}. Òîãäà ïðåäïîëîæåíèå î êðèâèçíå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

òîëüêî R′(ξ, η)(u) ∈ [u] äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî u èç ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà
è ïîëåé ξ è η òàêèõ, ÷òî èõ îáðàçû îòíîñèòåëüíî ι èìåþò âèä {u ⊗ v |
v ∈ E′′x}, ãäå R′ � êðèâèçíà ñâÿçíîñòè ∇′.

×ÒÎ-ÒÎ ÍÅÏÎÍßÒÍÎÅ

×òîáû íàìåêíóòü íà ïîëåçíîñòü ÊÐ-êâàòåðíèîííûõ òâèñòîðîâ, ñôîð-

ìóëèðóþ áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. ÊÐ-êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè ïðèõîäèò èç

âëîæåíèÿ â êâàòåðíèîííîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïðèõîäèò èç âëîæåíèÿ â êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ àíòèãîëîìîðôíîé

èíâîëþöèåé ÊÐ-ñòðóêòóðà íà ÊÐ-êâàòåðíèîííûõ òâèñòîðàõ ñ àíòè-

ïîäàëüíîé àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþöèåé.
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