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1 Òåîðåìà Âåéëÿ � Êîñòàíà è òåîðèÿ ×åðíà �

Âåéëÿ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä X äàþò êëàññû â ïåð-

âûõ êîãîìîëîãèÿõ ïó÷êà C×X . Ñâÿçûâàþùèé ãîìîìîðôèçì â òî÷íîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé, ïîëó÷åííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ 0 → Z[1] → CX
exp−−→ C×X → 0 äà¼ò îòîáðà-

æåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé Pic(X) â H2(X, 2πiZ). Ýòî
ïðîñòî ïåðâûé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïó÷îê CX âÿ-

ëûé ïî òåîðåìå î ðàçáèåíèè åäèíèöû, H1(X,C×X) = H2(X, 2πiZ), ýòî
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Âåéëÿ � Êîñòàíà. Èòàê, Pic(X) = H2(X,Z). Êàê
ìîæíî ïîëó÷èòü ýòîò êëàññ ãåîìåòðè÷åñêè? îòâåò äà¼ò òåîðèÿ ×åðíà �

Âåéëÿ. Ïóñòü ∇ � ëþáàÿ ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè L. Òîãäà å¼ êðèâèçíà
åñòü çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ äâóõ ñâÿçíîñòåé èõ êðèâèç-

íû îòëè÷àþòñÿ íà òî÷íóþ ôîðìó. Çíà÷èò, îíè äàþò îäèí è òîò æå êëàññ

â êîãîìîëîãèÿõ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ôóíêòîðèàëüíà, òàê ÷òî ýòîò êëàñ â

êîãîìîëîãèÿõ åñòü îòòÿã òàêîãî êëàññà äëÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ

íàä CP∞ âäîëü êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ, è äîñòàòî÷íî ïîñ÷è-

òàòü ýòîò êëàññ äëÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ. Îí áóäåò ïðåäñòàâ-

ëåí èíâàðèàíòíîé 2-ôîðìîé, ïðîñòðàíñòâî êîòîðûõ îäíîìåðíî; çíà÷èò,

îíà ïðîïîðöèîíàëüíà êëàññó êðèâèçíû ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè; çíà÷èò,

ïåðâûé êëàññ ×åðíà ïðîïîðöèîíàëåí êëàññó êðèâèçíû ëþáîé ñâÿçíîñòè,

ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âñåãäà îäèíàêîâ. Ïîñ÷èòàåì
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åãî äëÿ êðóãîâîé ñôåðû � å¼ êðèâèçíà èìååò èíòåãðàë 4π, à èíòåãðàë
ïåðâîãî êëàññà ×åðíà � −2i. Îòñþäà c1(L) = 1

2πi [∇
2]. Èòàê, ìû èìååì

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âòîðûõ êîãîìîëîãèé.

Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ òðåòüèõ êîãî-

ìîëîãèé, òî åñòü ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, êîòîðûå áû èìè

êëàññèôèöèðîâàëèñü.

2 Íåàáåëåâû êîãîìîëîãèè

Ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ îòîæäåñòâèì

H3(X,Z(1)) ñH2(X,C×X), ãäå ìû ðàññìîòðåëè ïó÷îê íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, à íå ãëàäêèõ.

Èçó÷åíèå ãëàâíûõ ðàññëîåíèé âëå÷¼ò ê òåîðèè ¾íåàáåëåâûõ êîãîìî-

ëîãèé¿. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå è G � ãðóïïà Ëè; ðàññìîòðèì êëàññû

èçîìîðôèçìîâ ãëàâíûõ G-ðàññëîåíèé P
q−→ X. Äëÿ äàííîãî îòêðûòîãî

ïîêðûòèÿ {Ui}i∈I è íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé si íàä Ui ó íàñ åñòü íåïðå-

ðûâíûå ôóíêöèè Uij
gij−−→ G òàêèå, ÷òî sj = sigij . Ýòè ôóíêöèè ïåðåõîäà

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ gij = gijgjk íàä Uijk. Çàìåíà ñå÷åíèÿ si íà
s′i = sihi ïðèâåä¼ò ê çàìåíå gij íà h

−1
i gijhj .

Äëÿ ïó÷êà A (íåàáåëåâûõ) ãðóïï íà X è ïîêðûòèÿ {Ui}i∈I îïðåäåëèì
÷åõîâñêèé 1-êîöèêë ñ êîýôôèöèåíòàìè â A êàê ñåìåéñòâî aij ∈ Γ(Uij , A)
òàêèõ, ÷òî

aik = aijajk.

Äàëåå, äâà ÷åõîâñêèõ 1-êîöèêëà êîãîìîëîãè÷íû, åñëè ñóùåñòâóþò ñå÷å-

íèÿ hi ∈ Γ(A,Ui) òàêèå, ÷òî

a′ij = h−1i aijhj ;

ýòî îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà êîöèêëàõ. Ôàêòîð ïî ýòî-

ìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü êîãîìîëîãèè ×åõà Ȟ1(X,U , A); èõ
îáðàòíûé ïðåäåë îòíîñèòåëüíî èçìåëü÷åíèÿ ïîêðûòèÿ ñóòü êîãîìîëîãèè

×åõà Ȟ1(X,A). Êëàññû íåàáåëåâûõ êîãîìîëîãèé H1(X,G) ñîîòâåòñòâó-
þò êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàâíûõ G-ðàññëîåíèé íàä X.

Äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ ãðóïï 1 → A → B → C → 1
ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìå÷åíûõ ìíîæåñòâ 1→ H0(M,A)→
H0(M,B) → H0(M,C) → H1(M,A) → H1(M,B) → H1(M,C). Ìîæíî

ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, ñîãëàñíî êîòîðîìó ãðóïïà H0(M,C)
äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå H1(M,A). Èìåííî, ïóñòü c ∈ Γ(X,C), aij �

êîöèêë ñî çíà÷åíèÿìè â A. Ïóñòü bi ∈ Γ(Ui, B) òàêîâ, ÷òî p(bi) = c, è
ïîëîæèì a′ij = b−1i aijbj . Ýòî äðóãîé êîöèêë ñî çíà÷åíèÿìè â A; åãî êëàññ
êîãîìîëîãèé íå çàâèñèò îòî âñåõ âûáîðîâ. Òàêîå äåéñòâèå c íà a áóäåì
îáîçíà÷àòü a∗c. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îáðàçû a è a′ âH1(X,B) îäèíàêîâûå,
åñëè îíè ëåæàò â îäíîé H0(X,C)-îðáèòå.
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3 Ðàññëîåíèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáû

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî, à èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ Z(R)∗ → R∗ → R∗/Z(R)∗ → 1,

ãäå Z(R) � öåíòð àëãåáðû R, à R∗ îáîçíà÷àåò ïó÷îê ãðóïï îáðàòèìûõ

ýëåìåíòîâ. Åñëè ïåðâûé ïó÷îê öåíòðàëåí âî âòîðîì, òî òî÷íóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Ãðîòåíäèêà ìîæíî ïðîäîëæèòü ÷ëåíîì H2(M,A). Â ñàìîì

äåëå, ïóñòü cij � ÷åõîâñêèé 1-êîöèêë ñ êîýôôèöèåíòàìè â C òàêîé, ÷òî

cij = p(bij). Òîãäà aijk = b−1ik bijbjk äà¼ò ÷åõîâñêèé 2-êîöèêë ñ êîýôôèöè-
åíòàìè â A.

Ðàç íàñ èíòåðåñóåò H2(X,C×X), õî÷åòñÿ, ÷òîáû öåíòð R áûë ïó÷êîì

C×X . Âîçüì¼ì òîãäà ïó÷îê àëãåáð LX ñ öåíòðîì C. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
îïòèìàëüíûé âûáîð � âçÿòü â êà÷åñòâå L àëãåáðó îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ íà ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Ôàêòîð L×/C×
åñòü ãðóïïà Ëè íåïðåðûâíûõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû K êîìïàêòíûõ

îïåðàòîðîâ íà E. Èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ãðóïï Ëè

1→ C→ L× = Aut(E)→ G = Aut(K)→ 1,

êîòîðàÿ äà¼ò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ

1→ C×X → L×X → GX → 1.

Âûáðàëè L ìû òàêîâîé ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå:

Ëåììà 3.1. Ãðóïïà Ëè L× ñòÿãèâàåìà.

Îòñþäà ñëåäóåò ìÿãêîñòü ïó÷êà L×X . Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Y � çà-

ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, è f ∈ Γ(L×X |Y ). Åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ñå÷å-
íèÿ íàä ìàëîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ, â êîòîðîé ìû ñòàíåì ãàñèòü åãî

ïî òåîðåìå î ðàçáèåíèè åäèíèöû, ÷òîáû âíå ýòîé îêðåñòíîñòè ñå÷åíèå

ñòàëî íóëåâûì. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî H1(X,B) = 1 äëÿ ìÿãêîãî ïó÷êà.

Ïóñòü U = {Ui}i∈I � ëîêàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå, è bij �
÷åõîâñêèé 1-êîöèêë ñî çíà÷åíèÿìè â B. Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå

{Yi}i∈I òàêîå, ÷òî Yi ⊂ Ui. Ïóñòü S � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî ïàð (J, v), ãäå J ⊂ I è v = {vi}i∈J , è vi ∈ Γ(Yi, b), ïðè÷¼ì bij = viv
−1
j .

S óïîðÿäî÷åííî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (J, v) < (J ′, v′), åñëè J ⊂ J ′ è
vi = v′i äëÿ âñåõ i ∈ J . Âñÿêàÿ öåïü èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, òàê

÷òî ïî ëåììå Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (J, v) ∈ S. Ïóñòü
i ∈ I\J , ïîëîæèì Y = Yi∩(∪j∈JYj). Êîëü ñêîðî ïîêðûòèå {Ui} ëîêàëüíî
êîíå÷íîå, Y � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâîì X. Äëÿ âñÿêîãî j ∈ J èìååòñÿ

ñå÷åíèå wj = bijvj íàä Yi∩Yj . Åñëè j, k ∈ J , òî íàä Yi∩YjYk èìååò ìåñòî

wk = bikvk = bijbjkvk = bijvj = wj .
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Çíà÷èò, w � ñå÷åíèå B íàä Y òàêîå, ÷òî íà Yi∩Yj îíî îãðàíè÷èâàåòñÿ êàê
wi. Êîëü ñêîðî ïó÷îê B ìÿãîê, w ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ñå÷åíèÿ

íàä Yi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè. Çíà÷èò, J = I è êîöèêë bij
íèëüêîãîìîëîãè÷åí.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü 1 → A → B → C → 1 � öåíòðàëüíàÿ òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ ãðóïï. Åñëè ïó÷îê B ìÿãîê, òî H1(M,C)→
H2(M,A) � áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî H1(X,B). Ïóñòü
{aijk} � 2-êîöèêë ñ êîýôôèöèåíòàìè â A. Ïîäóìåíüøèì ïîêðûòèå, è

ïóñòü (J, b) � ïàðà, ãäå J � ïîäìíîæåñòâî I, bij = Γ(Uij , C) òàêîå, ÷òî
bijbjk = bikaijk íàä Yi ∩ YjYk. Âûáåðåì (J, b) ìàêñèìàëüíûì òàêîâûì.

Åñëè i ∈ I \ J , ââåä¼ì óïîðÿäî÷åíîå ìíîæåñòâî T , ñîñòîÿùåå èç ïàð

(K, b̃) òàêèõ, ÷òî K ⊂ J è b̃ = {b̃ik}k∈K , ïðè÷¼ì b̂ik ∈ Γ(Yi ∩ Yk, A) è

b̂ijbjk = b̂ikaijk íàä Yi ∩ Yj ∩ Yk. Ïóñòü (K, b̂) ìàêñèìàëüíî â T , âûáåðåì
j ∈ J \K. Äëÿ äàííîãî k ∈ K ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñå÷åíèå βk ïó÷êà
B íàä Yi ∩ Yj ∩ Yk òàêîå, ÷òî βkbjk = b̂ikaijk. Òîãäà íàä Yi ∩ Yj ∩ Yk ∩ Yl
èìååò ìåñòî

βl = b̂ilaijlb
−1
jl = b̂ikbkla

−1
iklaijlb

−1
jl = b̂ikb

−1
jk ajklaijla

−1
ikl .

Èç ñîîòíîøåíèÿ êîöèêëà äëÿ a îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îkb−1jk aijk = βk, òàê

÷òî βk ñêëåèâàåòñÿ â ñå÷åíèå β ïó÷êà B íàä Yi ∩ Yj ∩ (∪k∈KYk). Â ñèëó

ìÿãêîñòè B ìîæíî ïðîäîëæèòü β äî ñå÷åíèÿ íàä Yi∩Yj , ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ìàêñèìàëüíîñòè K. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {b̂ij}j∈J . Ñîáèðàÿ
bjk äëÿ j, k ∈ J , b̂ji = b̂−1ji è b̂ij , ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíò S áîëüøèé, ÷åì

J . Çíà÷èò, J = I. ×åõîâñêèé êîöèêë cij = p(bij) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ δ(c) = a.

Òåîðåìà 3.1 (Äèêñìüå � Äóàäè). Äëÿ ãðóïïû Ëè G àâòîìîðôèçìîâ

áàíàõîâîé àëãåáðû K êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ íà ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E èìåþò ìåñòî åñòåñòâåííûå áèåêöèè

H1(X,GX)
∼−→ H2(X,C×X)

∼−→ H3(X,Z(1)).

Ýòî äà¼ò èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå H3(X,Z(1)) � èìåííî,

êëàññ òàì ñîîòâåòñòâóåò êëàññó èçîìîðôèçìà ãëàâíûõ G-ðàññëîåíèé íàä
M . Âñòà¼ò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêàÿ åñòåñòâåííàÿ ãðóïïîâàÿ ñòðóêòó-

ðà íà H1(X,GX), ñîâïàäàþùàÿ ñ îíîé íà H2(X,C×X) = H3(X,Z(1))?
×òîáû îïèñàòü å¼, çàôèêñèðóåì èçîìîðôèçì ϕ : E ⊗ E ∼−→ E ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð L× L ψ−→ L
òàêîé, ÷òî ψ(a, b) = a⊗b. Îí äà¼ò ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè L××L× → L×

è, êîëü ñêîðî C××C× ⊂ L××L× îòîáðàæàåòñÿ â C× ⊂ L×, èìååòñÿ èí-
äóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè G × G

ψ−→ G. Â ñâîþ î÷åðåäü,
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îí èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ H1(X,GX)×H1(X,GX) =
H1(X,GX × GX) → H1(X,GX), êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ⊗. Ýòî,
êàê ïîêàçûâàåò òåõíè÷åñêàÿ ïðîâåðêà � òà æå îïåðàöèÿ, ÷òî ñëîæåíèå

êîöèêëîâ â H2(X,C×X).
Áûëî áû ïîëåçíî èìåòü íåñêîëüêî ðàçíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåðïðå-

òàöèé H1(X,GX). Ïåðâî-íàïåðâî, êîëü ñêîðî G åñòü ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ K, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.3. H1(X,GX) íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîé áèåêöèè ñ ìíîæå-

ñòâîì êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé íà àë-

ãåáðû A → X ñî ñëîåì K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cij è c′ij � 1-êîöèêëû íà îòêðûòîì ïîêðûòèè

{Ui} ñ êîýôôèöèåíòàìè â GX . Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî cij = p(bij)
äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Uij → L×. Òîãäà 2-êîöèêë aijk = b−1ik bijbjk ñ
êîýôôèöèåíòàìè â C×X ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîãîìîëîãèé δc. Òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ â H1(X,GX) ïðåäñòàâëåíî îáðàçîì â GX êîöèêëà

γij = bij ⊗ b′ij . Ñîîòâåòñòâóþùèé 2-êîöèêë ñ êîýôôèöèåíòàìè â C×X
åñòü αijk = (bik ⊗ b′ik)−1(bij ⊗ b′ij)(bjk ⊗ b′jk) = (b−1ik bijbjk) ⊗ (b′ikb

′
ijb
′
jk) =

aijk ⊗ a′ijk = aijka
′
ijk.

Îòîáðàæåíèå K⊗K → K äà¼ò íà H1(X,GX) òó æå ãðóïïîâóþ ñòðóê-

òóðó.

Äðóãàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâëåêàåò ðàññëîåíèÿ íà ïðî-

åêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà. Â ñàìîì äåëå, ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé P(E) ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ ãîìåîìîðôíà G. Ðàññëîåíèå íà ñåïàðàáåëüíûå ïðîåêòèâíû-
åò ïðîñòðàíñòâà ñî ñëîåì P(E) íàä X åñòü ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëî-

åíèå, ôóíêöèè ïåðåõîäà íà êîòîðîì � ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â

òåðìèíàõ òàêèõ ðàññëîåíèé ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðî-

âàíî ïðè ïîìîùè ïîñëîéíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî äæîéíà äâóõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâíûå

ïðîñòðàíñòâà: åñëè ìîæíî îòûñêàòü òàêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, ÷òî åãî

ïðîåêòèâèçàöèÿ åñòü äàííîå ðàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà,

òî îáà ýòè ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êîãîìîëîãèé

H1(X,LX) òðèâèàëüíà). Ñòàëî áûòü, ïðåïÿòñòâèå (â H2(X,C×X)) ê òðè-
âèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà åñòü ïðåïÿòñòâèå

ê íàõîæäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñëîåì E.
Ñàìîå âðåìÿ ïîñòðîèòü êàêèå-íèáóäü íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû G-

ðàññëîåíèé, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ýòà òåîðèÿ íå áåçíàä¼æíî àáñòðàêòíà.

Ìû ïîñòðîèì ðàññëîåíèå äëÿ êëàññà â H3(M,Z(1)) âèäà α ∪ β, ãäå α ∈
H1(X,Z) è β ∈ H2(X,Z(1)). Îòûùåì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå êëàññó β, è ñíàáäèì åãî ýðìèòîâîé ìåòðèêîé, è ïóñòü Q → X �

ñîîòâåòñòâóþùåå U1-ðàññëîåíèå. Áóäåì äóìàòü îá α êàê î õàðàêòåðå

π1(X)→ Z; ïóñòü X̃ → X � ñîîòâåòñòâóþùåå íàêðûòèå. Òîãäà Q×X X̃
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åñòü ãëàâíîå U1×Z-ðàññëîåíèå íàä X. Çàìåòèì, ÷òî Z åñòü ãðóïïà, äâîé-

ñòâåííàÿ ïî Ïîíòðÿãèíó ê U1. Ìû ãîòîâû ââåñòè îáîáù¼ííóþ ãðóïïó

Õàéçåíáåðãà â ñìûñëå Àíäðå Âåéëÿ (öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ëîêàëüíî

êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû K ïðè ïîìîùè U1 òàêîå, ÷òî êîììóòàòîð

ïîäíÿòèé ðåàëèçóåò èçîìîðôèçì ìåæäó K è K∧).
Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(U1) èìååò áàçèñ {zn}n∈Z, ãðóïïà U1

äåéñòâóåò íà L2(U1) òðàíñëÿöèÿìè. Z äåéñòâóåò íà L2(U1) óìíîæåíèåì
íà zn. Ýòî äà¼ò ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå U1×Z. ×òîáû ïîëó÷èòü âåê-

òîðíîå ïðåäñòàâëåíèå, íóæíî ââåñòè ãðóïïó H = U1×U1×Z. Îïðåäåëèì
óìíîæåíèå êàê

(w1, z1, n1)(w2, z2, n2) = (w1w2z
n2
1 , z1z2, n1 + n2).

Òîãäà èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ρ(w, z, n)f(ζ) = wζnf(zζ). Ýòî äà¼ò ãîìî-

ìîðôèçì ãðóïï Ëè H
ρ−→ Aut(E) = L×. Ïåðåõîäÿ ê ôàêòîðó ïî öåíòðó,

ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè U1 × Z ρ−→ G = L×/C×. Ïðèìåíÿÿ ρ
ê ãëàâíîìó ðàññëîåíèþ Q ×X X̃ → X, ïîëó÷àåì ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñî

ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü [Q] ∈ H1(X,C×X) � êëàññ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ,

àññîöèèðîâàííîãî ñ Q → X, [S] ∈ H1(M,GX) � êëàññ ïîñòðîåííîãî

G-ðàññëîåíèÿ S →M . Òîãäà δ([S]) ∈ H2(X,C×X) ðàâåí α ∪ [Q].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui} òàêîå, ÷òî α ïðåä-

ñòàâëåíî 1-êîöèêëîì nij ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z, è [Q] ïðåäñòàâëåíî 1-
êîöèêëîì gij ñ êîýôôèöèåíòàìè C×X . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññ [Q]∪α
ïðåäñòàâëåí 2-êîöèêëîì g

njk

ij . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, S ïðåäñòàâëåí îáðà-

çîì â GX 1-êîöèêëà (gij , nij) ñ êîýôôèöèåíòàìè â U1 × Z
X
. Ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ÷åõîâñêèé êîöèêë ñ êîýôôèöèåíòàìè â L× = Aut(L2(U1)) ñ
uij = ρ(1, gij , nij). Âû÷èñëèì ÷åõîâñêóþ êîãðàíèöó aijk = u−1ik uijujk ñ

êîýôôèöèåíòàìè â C×X . Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ êîöèêëà äëÿ gij è nij ,
èìååì

aijk = ρ(1, gijgjk, nij + njk)
−1ρ(1, gij , nij)ρ(1, gjk, njk) = g

−njk

ij .

Çíà÷èò, êëàññ δ([S]) ðàâåí −[Q] ∪ α = α ∪ [Q].

4 Ñâÿçíîñòè è êðèâèçíà

Â ýòîé ÷àñòè â êà÷åñòâå E áóäåò ñëóæèòü C∞(U1). Äëÿ G-ðàññëîåíèé,
ïîñòðîåííûõ âûøå, õî÷åòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû

òàêèå, ÷òî êðèâèçíà áóäåò êîìïëåêñíîçíà÷íîé 2-ôîðìîé Ω.
...

Èòàê, ðàññìîòðèì àëãåáðó L∞ íåïðåðûâíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ïðî-

ñòðàíñòâà Ôðåøå E∞ = C∞(S1). Ìû ìîæåì ââåñòè ãðóïïó (L∞)× îáðà-

òèìûõ ýëåìåíòîâ L∞, íî îíà íå îòêðûòà â L∞, òàê ÷òî íåÿñíî, åñòü ëè íà
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íåé ñòðóêòóðà ãðóïïû Ëè. Ïîýòîìó íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ àáñòðàêòíàÿ

ñèòóàöèÿ: íàì äàíî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïï Ëè 1 → C× → B̃ →
B → 1 è ãëàäêîå ëèíåéíîå äåéñòâèå B̃ íà E∞ òàêîå, ÷òî C× äåéñòâóåò

óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû. Èìååòñÿ äèàãðàììà öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé

àëãåáð Ëè

0 −−−−→ C −−−−→ b̃ −−−−→ b −−−−→ 0yId

y y
0 −−−−→ C −−−−→ L∞ −−−−→ L∞/C −−−−→ 0

Ðàññìîòðèì ãëàâíîå B-ðàññëîåíèå Q
p−→ X è ñâÿçíîñòü â ýòîì ðàññëî-

åíèè. Ýòî B-èíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà θ ñ êîýôôèöèåíòàìè â àëãåáðå Ëè

b òàêàÿ, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ, êîòîðûìè àëãåáðà Ëè èíôèíèòèçåìàëüíî

äåéñòâóåò íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, îòïðàâëÿþòñÿ òóäà, îòêóäà îíè

ïðèøëè. Òåïåðü ìû õîòèì äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêè èçìåðèòü

ïðåïÿòñòâèå ïîäíÿòèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ äî B̃-ðàññëîåíèÿ (òî åñòü B̃-

ðàññëîåíèÿ Q̃
p̃−→ X ñ èçîìîðôèçìîì f : Q̃/C× ≡−→ Q B-ðàññëîåíèé íàä

X). Âûáåðåì ïîäíÿòèå íàä êàêèì-òî îòêðûòûì U è ïðîàíàëèçèðóåì

íàä íèì âîçìîæíûå ñâÿçíîñòè. f äà¼ò B-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå
Q̃ → Q; ÿñíî, ÷òî p ◦ f = p̃. Ñâÿçíîñòü íà Q̃ åñòü B̃-èíâàðèàíòíàÿ ôîð-
ìà θ̃ ñ êîýôôèöèåíòàìè â b̃ ñ óñëîâèåì, àíàëîãè÷íûì óêàçàííîìó âûøå.

Åñëè q ◦ θ̃ = f∗θ êàê ôîðìû ñ êîýôôèöèåíòàìè â b̃ = b/R(1), áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî θ̃ ñîãëàñîâàíà ñ θ.

Ëåììà 4.1. Ìíîæåñòâî ñîãëàñîâàííûõ ñ θ ñâÿçíîñòåé íà Q̃→ U åñòü

àôôèíèçàöèÿ Ω1(X)⊗ C.

Åñëè θ̃ ñîãëàñîâàíà ñ θ, êðèâèçíà Θ̃ ñîãëàñîâàíà ñ êðèâèçíîé Θ â

òîì ñìûñëå, ÷òî q ◦ Θ̃ = f∗Θ. Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíèò
êðèâèçíó íà äèôôåðåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû.

Âìåñòî 2-ôîðì ñ êîýôôèöèåíòàìè â b̃ íàì áû õîòåëîñü èìåòü ôîðìó

ñ êîýôôèöèåíòàìè â ÷èñëàõ; ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì ¾ñêàëÿðíóþ êîì-

ïîíåíòó¿ 2-ôîðìû. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ðàññëîåíèÿ,

àññîöèèðîâàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè B. Íàïîìíèì, ÷òî ïî ãëàâíîìó G-
ðàññëîåíèþ P è ïðåäñòàâëåíèþ G→ AutW ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîðíîå

ðàññëîåíèå P ×G W , ñëîé êîòîðîãî èçîìîðôåí W . Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèé B 0 → C → b̃ → b → 0, ãäå B äåé-

ñòâóåò íà b̃ è b ïðèñîåäèí¼ííî. Ýòî äà¼ò íàì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàññëîåíèé, è êðèâèçíà Θ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ôîðìà ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàññëîåíèè, ïîñêîëüêó îíà ñîãëàñîâàíà

ñ ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì B.
×òîáû ïîëó÷èòü ñêàëÿðíóþ êîìïîíåíòó, íàì áû õîòåëîñü ðàñùåïèòü

ýòó òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèé. Ïóñòü Q
p−→ X � ãëàâíîå

B-ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ θ. Ïóñòü V(b̃)
l−→ C � ðàñùåïëåíèå òî÷íîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèé 0 → C × X → V(b̃) → V(b) → 0. Òîãäà
ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê 2-ôîðìó K = l ◦ Θ̃, åñëè,
êîíå÷íî, ðàññëîåíèå îãðàíè÷èòü íà êàðòó.

Ìû ïðåóñïåëè â îïðåäåëåíèè ñêàëÿðíîé 2-ôîðìû K(θ̃), àññîöèèðî-
âàííîé ñ ïîäíÿòèåì ðàññëîåíèÿ Q|U äî B̃-ðàññëîåíèÿ Q̃ → U . Îíà óäî-
âëåòâîðÿåò òîìó, ÷åãî ìû õîòåëè îò êðèâèçíû � èìåííî, îíà ìåíÿåòñÿ íà

òî÷íóþ ôîðìó ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ � íî îíà íå îáÿçàíà

áûòü çàìêíóòîé 2-ôîðìîé. Âìåñòî ýòîãî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Äëÿ âñÿêîãî ãëàâíîãî B-ðàññëîåíèÿ Q
p−→ X ñî ñâÿç-

íîñòüþ θ è ðàñùåïëåíèÿ V (̃b)
l−→ C ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êîìïëåêñ-

íàÿ 3-ôîðìà Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî B̃-ðàññëîåíèÿ Q̃ → U , ëîêàëüíî
ïðîäîëæàþùåãî Q

p−→ X è ñîãëàñîâàííîé ñ θ ñâÿçíîñòè θ̃ â í¼ì èìååò

ìåñòî Ω|U = dK(θ̃).
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