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Ïóñòü A0(∆) � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

íà ∆, ãîëîìîðôíûõ âî âíóòðåííîñòè è çàíóëÿþùèõñÿ â íóëå. Ïóñòü F �

ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî îíè äàþò äèôôåðåíöèðóåìîå âëîæå-

íèå ∆ â C. A0(∆) � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, è F , áóäó÷è åãî

îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì, íàñëåäóåò ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ.

Òåîðåìà 1. Âèðàñîðà èìååò åñòåñòâåííóþ ëåâî-èíâàðèàíòíóþ êîì-

ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è èçîìîðôíà F .

Òåîðåìà 2. Diff èìååò åñòåñòâåííóþ ëåâî-èíâàðèàíòíóþ ÊÐ-ñòðóêòóðó

è èçîìîðôíà ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â F , ñîñòîÿùåé
èç òåõ âëîæåíèé, êîòîðûå èìåþò êîíôîðìíûé ðàäèóñ 1.

Àëãåáðà Ëè diff èçîìîðôíà àëãåáðå âåêòîðíûõ ïîëåé íà îêðóæíîñòè
ñ îòðèöàòåëüíîé ñêîáêîé:

[eint∂t, e
ikt∂t] = i(n− k)ei(n+k)t∂t.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû ïîäàëãåáðó, ñîñòîÿùóþ èç ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå:

h1,0 = {
+∞∑
n=1

ane
int∂t}

Áîëåå òîãî, h1,0⊕h1,0 êîðàçìåðíîñòè îäèí â C⊗diff; êðîìå òîãî, èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

+∞∑
n=1

ane
int∂t,

+∞∑
n=1

ane
−int∂t = i

+∞∑
k,n=1

(k + n)anake
i(n−k)t∂t,

è åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ëåæèò â h1,0⊕h1,0, åñëè òîëüêî âñå an íå ðàâíû
íóëþ. Ñòàëî áûòü, Diff � ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëîå ÊÐ-ìíîãîîáðàçèå. Íàì

îñòàëîñü òîëüêî âëîæèòü Diff â F .
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Íàïîìíèì ñïåðâà, ÷òî òàêîå êîíôîðìíûé ðàäèóñ. Äëÿ æîðäàíîâîé

êðèâîé Γ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ âðàùåíèÿ àðãóìåíòà)

îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ, îòïðàâëÿþùàÿ âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà íà

âíåøíîñòü Γ. Áóäó÷è ðàçëîæåíà ïî ñòåïåíÿì àðãóìåíòà, îíà áóäåò ðàâíà

βζ+β0 +β−1ζ
−1 + . . . . Òîãäà |β| íå çàâèñèò îò âðàùåíèÿ àðãóìåíòà è ÿâ-

ëÿåòñÿ õîðîøèì èíâàðèàíòîì Γ. Áóäåì îáîçíà÷àòü çà β(f) êîíôîðìíûé
ðàäèóñ f(∂∆). Ýòî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà F ; åãî êîíè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ

óìíîæàåò ôóíêöèþ β íà ìíîæèòåëü, òàê ÷òî ïîäìíîæåñòâî F1 ÿâëÿåòñÿ

â ñàìîì äåëå ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F1
p−→ Diff ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ f ∈ F1

ðàçëîæèì ôóíêöèþ, óíèôîðìèçóþùóþ âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî äèñêà íà

âíåøíîñòü îáðàçà f(∂∆), ïî ñòåïåíÿì ζ:

g(ζ) = ζ + β0 + β−1ζ
−1 + . . .

Ðàç g ïðîäîëæàåòñÿ äî äèôôåîìîðôèçìà ãðàíèö, ïîëîæèì P (f) = f−1◦
g = Φ ∈ Diff(∂∆) è p(f) = ϕ ∈ Diff, îïðåäåë¼ííîå ôîðìóëîé

Φ(eit) = eiϕ(t).

Ïîëó÷èâøèåñÿ ôóíêöèè, êîíå÷íî, ãëàäêè. Äîâîëüíî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòñÿ âîîáùå ëþáîé äèôôåîìîðôèçì, ïðèòîì åäèí-

ñòâåííî.

Íàäî ïðîâåðèòü òåïåðü, ÷òî ýòî ÊÐ-èçîìîðôèçì. Çàôèêñèðóåì òà-

êóþ òðèâèàëèçàöèþ T Diff = Diff ×diff: ïóñòü êàñàòåëüíûé âåêòîð w â

òî÷êå ϕ0 êàñàåòñÿ êðèâîé ϕt. Òîãäà
∂ϕt

∂t |t=0 � ôóíêöèÿ íà îêðóæíîñòè.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì w êàê (ϕ0, ϕ̇
d
dt).

×òîáû ïîíÿòü, êàê óñòðîåí äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ p, äîïóñòèì,
÷òî fε � êðèâàÿ â F1, è ïóñòü gε(ζ) = ζ + β0(ε) + . . . � îäíîëèñòíîå

îòîáðàæåíèå C−∆ íà âíåøíîñòü fε(∂∆). Òîãäà

gε = fε ◦ Φε,

îòêóäà, äèôôåðåíöèðóÿ, èìååì

ġ = ḟ ◦ Φ + (f ′ ◦ Φ)Φ̇.

Ïóñòü òåïåðü w ∈ H0,1
f F1. Çíà÷èò, w = v +

√
−1Ifv, ãäå Ifv åñòü

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé f∗ε ñ ḟ
∗ = iḟ . Ïî âûâåäåííîé âûøå ôîðìóëå

ġ∗ = ḟ∗ ◦ Φ + (f ′ ◦ Φ)Φ̇∗,

îòêóäà

ġ + iġ∗ = (f ′ ◦ Φ)(Φ̇ + iΦ̇∗).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ, èìååì g′ = (f ′ ◦ Φ)Φ′, òàê ÷òî

(ġ + iġ∗)/g′ = (Φ̇ + iΦ̇)/Φ′.
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Çíà÷èò, òî, ÷òî ñïðàâà, ïðîäîëæàåòñÿ âîâíå, òî åñòü (0, 1)-âåêòîðà îò-

ïðàâëÿþòñÿ â (0, 1)-âåêòîðà, òî åñòü ýòî ÊÐ-ìîðôèçì.
Çàìåòèì, ÷òî H1,0 ïðàâî-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ U(1),

òàê ÷òî ÊÐ-ñòðóêòóðà íà Diff íèçâîäèòñÿ äî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà

Diff /U(1) (ïîñêîëüêó âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðûì äåéñòâóåò îêðóæíîñòü

íà Diff, êàñàåòñÿ íåéòðàëüíîãî ëèíåéíîãî ïîäðàññëîåíèÿ, êîòîðîå ñîîò-

âåòñòâóåò ïîäàëãåáðå êîíñòàíò).

Òåïåðü ìû ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü âëîæåíèå Diff â íåêîòîðîå ïðî-

ñòðàíñòâî, à èìåííî (äîâîëüíî áîëüøîé) ãðàññìàíèàí. Äëÿ ôóíêöèè

u ∈ L1([0, 1]) (òî åñòü ôóíêöèè íà îòðåçêå, èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáå-

ãó) àáîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ v, ÷òî
∫
u(t)ϕ′(t)dt =

−
∫
v(t)ϕ(t)dt äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C1([0, 1]) ñ ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Ïðî-

ñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà W k,p íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé â Lp

(òî åñòü ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ p-íîðìà ‖f‖p = p

√∫
|f |pdµ êîíå÷íà), ó

êîòîðûõ ïåðâûå k ñëàáûõ ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâóþò è òàêæå èìåþò êî-

íå÷íóþ p-íîðìó. Áóäåì îáîçíà÷àòü çà Hr ïðîñòðàíñòâîW r,2(S1). Íà í¼ì
òàêæå èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå, è ìîæíî ââåñòè ðàçëî-

æåíèå Hr = Hr
+⊕Hr

−, ãäå H
r
+ ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ðÿäû Ôóðüå êîòîðûõ

ñîäåðæàò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå ÷àñòîòû, è Hr
− � åãî îðòîãîíàëüíîå äî-

ïîëíåíèå. Ãðàññìàíèàí Gr åñòü êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ìíîãîîáðàçèå
ïîäïðîñòðàíñòâ Z ⊂ H òàêèõ, ÷òî ïðîåêöèÿ Z → H+ = H0

+ ôðåäãîëü-

ìîâà, à ïðîåêöèÿ íà H− = H0
− � ãèëüáåðò-øìèäòîâà. Ýòîò ãðàññìà-

íèàí èìååò îòìå÷åííóþ òî÷êó, èìåííî H+. Äëÿ áëèçêèõ ê íåé òî÷åê

Z ïðîåêöèÿ Z → H+ îáðàòèìà, è, êîìïîíèðóÿ å¼ îáðàùåíèå ñ ïðîåê-

öèåé Z → H−, èìååì ãèëüáåðò-øìèäòîâ îïåðàòîð H+ → H−, êîòîðûé
ñëóæèò ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé íà Gr. Áóäåì îáîçíà÷àòü Gr? îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî ãðàññìàíèàíà, íà êîòîðîì ïðîåêöèÿ Z → H+ îáðàòèìà;

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà óñòàíàâëèâàåò áèãîëîìîðôèçì ìåæäó Gr?

è L2(H+, H−).
Çàôèêñèðóåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé. Ñî âñÿ-

êèì ϕ ∈ Diff ìîæíî ñâÿçàòü óíèòàðíûé îïåðàòîð Uϕ íàH, îïðåäåë¼ííûé

êàê

Uϕ−1h = (ϕ′)λh ◦ ϕ.

Ýòî åñòü ïðåäñòàâëåíèå Diff íà H, íå íåïðåðûâíîå, âïðî÷åì, â îïåðàòîð-

íîé íîðìå. Òåì íå ìåíåå, îíà èìååò ñìûñë â ïðîñòðàíñòâå Hr, è îòîá-

ðàæåíèå Diff → L(Hr, Hr−2) íå òîëüêî íåïðåðûâíî, íî è íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìî. Åãî ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðà (ϕ, ϕ̇) ∈ T Diff ðàâíà

Hr 3 h 7→ λ(ϕ′)λ−1ϕ̇′h ◦ ϕ+ (ϕ′)λϕ̇h′ ◦ ϕ ∈ Hr−2.

.........
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1 Ãðóïïà Âèðàñîðû

Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ãðóïïû Âèðàñîðî åñòü àáåëåâî ðàñøèðåíèå diff ïðè
ïîìîùè R, òî åñòü ñîñòîèò èç ïàð (v, ξ), êîòîðûå óìíîæàþòñÿ ïî çàêîíó

[(v, ξ), (w, η)] = ([v, w], [v, η] + [ξ, w] + c(v, w)),

à ïîñêîëüêó îíî åù¼ è öåíòðàëüíîå, çàêîí óìíîæåíèÿ áóäåò ñîâñåì ïðî-

ñòîé:

[(v, ξ), (w, η)] = ([v, w], c(v, w)).

Â êà÷åñòâå c ìû áóäåì áðàòü êîöèêë Ãåëüôàíäà-Ôóêñà,

c(u
d

dt
, v
d

dt
) =

∫ 2π

0
u′dv′ − v′du′.

Âûáåðåì (áûòü ìîæåò, íå ÷èñòî) ìíèìîå ÷èñëî τ è îïðåäåëèì ïîäàë-

ãåáðó

vir1,0 = {(
+∞∑
0

ane
int d

dt
, τa0)},

à ïîòîì ïîëîæèì vir0,1 = vir1,0. Ýòî îïðåäåëÿåò ëåâî-èíâàðèàíòíóþ êîì-

ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà Vir.
Êîìïîçèöèÿ ïðîåêöèé Vir → Diff è Diff → Diff /U(1) ãîëîìîðôíà â

íà÷àëå ãðóïïû è, ñëåäîâàòåëüíî, âñþäó. Áîëåå òîãî, âåðíî ñëåäóþùåå:

Vir
$−→ Diff /U(1) � ãëàâíîå C×-ðàññëîåíèå. Â ñàìîì äåëå, ñëîé íàä íà÷à-

ëîì åñòü îäíîìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà Ëè, ãîìåîìîðôíàÿ öèëèíäðó.

Îíà äåéñòâóåò ãîëîìîðôíî è òðàíçèòèâíî ïî ñëîÿì. Åãî ãîëîìîôðíàÿ

òðèâèàëüíîñòü âëåêëà áû, ÷òî ýòî òî, ÷òî íóæíî. Î÷åâèäíîå ñå÷åíèå

äà¼òñÿ ôîðìóëîé

s([ϕ]) = (ϕ0, 0) ∈ Vir,

ãäå ϕ0 ∈ [ϕ] è ϕ0(0) = 0.
Äàëüøå Ëåìïåðò ïðèãîâàðèâàåò êàêèå-òî ñëîâà:

Åñëè u � ãëàäêîå ñå÷åíèå, òî seu ãîëîìîðôíî, åñëè 0 = ∂(seu) =
s(∂u)eu + ∂seu, òî åñòü

∂u = −s−1∂s.

Èòàê, åñëè ìû ðåøèì ýòî óðàâíåíèå, òî ìû äîêàæåì ãîëîìîðôíóþ òðè-

âèàëüíîñòü. Íó, à ýòî àíàëèç.
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