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Ìíîãîãðàííèêè

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê = âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

n = 2 ìíîãîóãîëüíèêè

n = 3 òð�åõìåðíûå ìíîãîãðàííèêè, â ÷àñòíîñòè, ïëàòîíîâû
òåëà



Ìíîãîãðàííèêè

Êàíàäñêèé äîëëàð �loonie�,
ïðàâèëüíûé 11-óãîëüíèê



Ìíîãîãðàííèêè

Êðèñòàëë äâîéíîé ñîëè
õðîìà è êàëèÿ KCr(SO4)2,
ïðàâèëüíûé îêòàýäð



Ìíîãîãðàííèêè

Ðàçâ�åðòêà 4-ìåðíîãî
ãèïåðêóáà (òåññåðàêòà)



Ìíîãîãðàííèêè

A1, . . . ,Ar ∈ Rn � òî÷êè. Ïîìåñòèì â Ai ìàññó mi .

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà = ìíîæåñòâî öåíòðîâ ìàññ äëÿ âñåõ
òàêèõ íàáîðîâ ìàññ (m1,. . . , mr ), ÷òî m1 + . . .+mr = 1



Ìíîãîãðàííèêè

Ãäå èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîãðàííèêè?

• Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

• Êðèñòàëëîãðàôèÿ

• Àðõèòåêòóðà

• ...

• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ



Ìíîãîãðàííèêè

Çäàíèå Ìèíèñòåðñòâà
îáîðîíû ÑØÀ,
ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê



Ìíîãîãðàííèêè

Êàê ñäåëàòü ïðàâèëüíûé
ïÿòèóãîëüíèê èç ïîëîñêè
áóìàãè:



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Òåîðåìà Áåçó

Ïóñòü f è g � ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç m è n. Ñèñòåìà óðàâíåíèé{

f (x , y) = 0
g(x , y) = 0

èìååò íå áîëåå ÷åì mn ðåøåíèé (åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå
÷èñëî).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåðû

• m = n = 1 (ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé){
ax + by + c = 0
a′x + b′y + c ′ = 0

=⇒ 0 èëè 1 ðåøåíèå

• m = 2, n = 1 (êâàäðàòíîå óðàâíåíèå + ëèíåéíîå) =⇒
0, 1 èëè 2 ðåøåíèÿ



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà óðàâíåíèé � îáùàÿ, åñëè ÷èñëî
å�å ðåøåíèé íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì
èçìåíèè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðèìåð: Óðàâíåíèå x2 − 1 = 0 îáùåå, à óðàâíåíèå x2 = 0
� íåò.

Âàæíûé ôàêò: Íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè âñå îáùèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé äàííîé ñòåïåíè èìåþò îäíî è òî æå
÷èñëî ðåøåíèé.

Íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè ýòî íå òàê. Èìåííî ïîýòîìó

êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîùå ÷åì âåùåñòâåííàÿ.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Òåîðåìà Áåçó íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Òåîðåìà Áåçó: Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé{
f (x , y) = 0
g(x , y) = 0

èìååò ðîâíî mn ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ãäå

f (x , y) = x(x−1) . . . (x−m+1), g(x , y) = y(y−1) . . . (y−n+1).

Îíà îáùàÿ (ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåÿâíîé
ôóíêöèè), è èìååò mn ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
äðóãàÿ îáùàÿ ñèñòåìà òîæå èìååò mn ðåøåíèé. �



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ñëó÷àé ÍÅîáùåãî ïîëîæåíèÿ

Ïðèìåð: Ñèñòåìà{
axy + bx + cy + d = 0

a′xy + b′x + c ′y + d ′ = 0

èìååò íå áîëåå 2 ðåøåíèé (ðîâíî 2 ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ a, b, c , d , a′, b′, c ′, d ′).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà

Ïî ìíîãî÷ëåíó

f (x , y) =
∑
i ,j

aijx
iy j

ñòðîèòñÿ ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà = âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
òî÷åê {(i , j)|aij 6= 0}.
Ïðèìåð: f (x , y) = axy + bx + cy + d  ìíîãîãðàííèê
Íüþòîíà � åäèíè÷íûé êâàäðàò

Çàìå÷àíèå: Òî÷íî òàê æå ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà
ñòðîèòñÿ ïî ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó Ëîðàíà.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà

Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà � ýòî êîíå÷íàÿ ñóììà ìîíîìîâ âèäà

f (x , y) =
∑
i ,j∈Z

aijx
iy j

Ïðèìåð: f (x , y) = ax−1y−1 + bx + cy + d  ìíîãîãðàííèê
Íüþòîíà � òðåóãîëüíèê

Ìíîãî÷ëåí Ëîðàíà îïðåäåë�åí ïðè x , y 6= 0, òî åñòü
îïðåäåë�åí íà êîìïëåêñíîì òîðå (C \ {0})2.
Êîìïëåêñíûé òîð � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà îòíîñèòåëüíî

ïîêîîðäèíàòíîãî óìíîæåíèÿ.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Òåîðåìà Êóøíèðåíêî

Ïóñòü f1, . . . fk � ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà îò k ïåðåìåííûõ ñ
îäíèì è òåì æå ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P . Îáùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé f1(x1, . . . , xk) = 0

. . .
fk(x1, . . . , xk) = 0

èìååò ðîâíî k!Volume(P) ðåøåíèé â (C \ 0)k .



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåðû

• k = 1, ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P � îòðåçîê [p, q],
Volume(P) = (q − p) =⇒ Óðàâíåíèå

q∑
i=p

aix
i = 0,

ãäå ap, aq 6= 0 èìååò (q − p) íåíóëåâûõ ðåøåíèé (ïðè
îáùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ai).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåðû

• k = 2, ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P � åäèíè÷íûé
êâàäðàò, Volume(P) = 1 =⇒ Ñèñòåìà óðàâíåíèé{

axy + bx + cy + d = 0
a′xy + b′x + c ′y + d ′ = 0

èìååò 2 ðåøåíèÿ (ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a,
b, c , d , a′, b′, c ′, d ′).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåðû

• k = 2, ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P � òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè (0, 0), (n, 0) è (0, n), Volume(P) = n2

2
=⇒

Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòåïåíè n{
f (x , y) = 0
g(x , y) = 0

èìååò ðîâíî n2 ðåøåíèé (÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû
Áåçó).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó Êóøíèðåíêî?

Ïóñòü X ⊂ Ck � ïîäìíîæåñòâî, çàäàííîå êîíå÷íûì
÷èñëîì ïîëèíîìèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (f (x) 6= 0), è L �
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåë�åííûõ íà X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, íàòÿíóòîå íà ïðîèçâåäåíèÿ n ôóíêöèé èç L.

Ïðèìåð: X = (C \ {0})k � êîìïëåêñíûé òîð, L �
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì â
ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A ⊂ Zk =⇒ Ln �
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì â
ìíîæåñòâå nA := A+ A+ . . .+ A︸ ︷︷ ︸

n



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåð

Åñëè X = (C \ {0})2 � äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð, L �
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì â
ìíîæåñòâå A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, òî
Ln � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò x è y ñòåïåíè ≤ n,
nA � ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê âíóòðè è íà ãðàíèöå
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (0, 0), (n, 0) è (0, n).



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ôóíêöèÿ Ãèëüáåðòà

Ôóíêöèÿ Ãèëüáåðòà: HX ,L(n) := dim Ln

Îáîçíà÷èì ÷åðåç CX ,L ÷èñëî ðåøåíèé â X îáùåé ñèñòåìû
âèäà f1 = . . . = fk = 0, ãäå f1, . . . , fk ∈ L.

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà: Ôóíêöèÿ Ãèëüáåðòà, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî n, ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k (îí
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà), è åãî ñòàðøèé ÷ëåí
ðàâåí

CX ,L

k!
nk



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðèìåð

Åñëè X = (C \ {0})2 � äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð, L �
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò x è y , òî

HX ,L(n) = ÷èñëî ìîíîìîâ ñòåïåíè ≤ n îò x è y

Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà Ãèëüáåðòà ãîâîðèò, ÷òî ÷èñëî
ìîíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n îò äâóõ ïåðåìåííûõ
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî n2

2
.



Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà =⇒ òåîðåìà Êóøíèðåíêî

Åñëè X = (C \ {0})k � êîìïëåêñíûé òîð, L �
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ íîñèòåëåì â
ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A ⊂ Zk , òî

HX ,L(n) = |nA|,

ãäå |nA| = ÷èñëî âåêòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû n
âåêòîðîâ èç A.

Îñòà�åòñÿ ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó èç ýëåìåíòàðíîé
ãåîìåòðèè:



Ìíîãîãðàííèêè

Çàäà÷à: Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè
â öåëûõ òî÷êàõ, A � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ òî÷åê âíóòðè è
íà ãðàíèöå ìíîãîãðàííèêà P . Òîãäà |nA| àñèìïòîòè÷åñêè
ðàâíî Volume(P)nk , òî åñòü

lim
n→∞

|nA|
nk

= Volume(P).



Ñïàñèáî!

Âîïðîñû è êîììåíòàðèè ìîæíî ïðèñûëàòü ïî àäðåñó
vkiritchenko@yahoo.ca


